Chapitre logarithme
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Définition : La fonction logarithme népérien, noté ln, est la primitive sur
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qui s’annule en 1, de la fonction :
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. On donc,
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 Conséquence : ln est définie, continue et dérivable sur
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et, pour tout réel strictement positive on a :
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 de plus ln(1) = 0.

Propriétés algébriques : pour tous réels a et b strictement positifs, on a :
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Limites :      
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Pour tous entiers naturels non nuls n et m, on a
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Equations et inéquations :Pour tous réels x et
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 strictement positifs, on a :
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En particulier :
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Dérivée de ln(u)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que 
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, pour tout réel x dans I alors ln(u) est dérivable sur I et in a :  
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 pour tout réel x dans I
Théorème : Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle que
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 est dérivables sur I et
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Corollaire :Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle que
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 admet des primitives de la forme :
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 où c est une constante réelle.
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Exercice N°1 :
Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse :

1. L’ensemble de définition de l’équation :
[image: image31.wmf](

)

(

)

2

ln3ln9

xx

+=-

est :

a. {-3 ;3 }
            b.]3,+∞[                c. ]-3 ;3[

 
       d. 
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2. 
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a. 0

b. 1                        c.+∞

4. 
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a.-ln2

 b. 0                       c. +∞

5. 
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a.+ ∞    
b. 0                        c. 1
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b. 1                      c. e

8. 
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b.
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a.1       b. 
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10. f est la fonction définie sur IR par 
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est une fonction :

a. Paire.
b. impaire
c. Ni paire, ni impaire.

Exercice N°2 : La courbe ci-contre est la représentation graphique, dans un repère 
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orthonormé
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, d’une fonction f définie et dérivable 
sur
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et ∆ la droite d’équation y =1 
1. Dresser le tableau de variation de f.

2. On pose g(x) = ln(f(x)).

a. Déterminer le domaine de définition de g.

b. Déterminer les limites :
[image: image48.wmf](

)

(

)

lim;lim;

gxgx

xx

®+¥®-¥



[image: image49.wmf](

)

(

)

(

)

limlim

1

1

et 

gxgx

x

x

-

+

®

®-

.

c. Dresser le tableau de variation de g et tracer sa courbe.

Exercice N°3 :Soit la fonction définie par :
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1. Soit φ la fonction définie par :
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. Dresser le tableau de variation de φ puis en déduire le signe de φ(x).

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

3. Dresser le tableau de variation de f et construire 
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dans un repère orthonormé.

4. Soit la fonction g définie sur
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a) Montrer que g est continue à droite en 0.    b). Montrer que g est une primitive de f sur
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c) Dresser le tableau de variation de g.

5. Soit la suite définie sur
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a) Vérifier que pour tout n
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b) Montrer que la suite (u) est convergente et calculer sa limite.
 Exercice N°4 : Soit f la fonction définie sur
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par :
[image: image61.wmf](

)

ln

fxxx

=

. On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé
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1. Montrer que f est continue sur
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2. a) Etudier la dérivabilité de f à droite en 1. Interpréter géométriquement le résultat trouvé.

   b) Dresser le tableau de variation de f. 

3. a) Soit ∆ la droite d’équation y = x. Déterminer
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b) Tracer (C) et ∆. 

4. a)Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur
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b) Tracer la courbe (C’) de g dans le repère  
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5. On considère la suite (u) définie par :
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 a) Montrer par récurrence que pour tout
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 b) Montrer que la suite (u) est décroissante.
  c) En déduire (u) est convergente et trouver sa limite.

Exercice N°5 :Soit f la fonction définie sur 
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A- 1) a- Dresser le tableau de variation de f.
 b- Montrer que pour tout entier n ≥ 3, l’équation :
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admet dans l’intervalle [1,e] une seule solution an.

 c- Prouver que  an+1< an, en déduire que la suite (an) converge.
 2) a- Montrer que pour tout x ≥ 0, on a :
[image: image73.wmf](

)

2

1

ln1

2

xxx

-£+

.
 b- En déduire que pour tout
[image: image74.wmf](

)

ln1x

11

x0,ona:x

221x

+

éù

êú

Î£

êú

+

ëû

.
      c- Montrer alors que pour tout n ≥ 4 on a :
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  3) Déterminer la limite de la suite (an).

B- Soit g la fonction définie par :
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1) Montrer en utilisant les variations de f que le domaine de définition de g est
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2) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0 .

3) Dresser le tableau de variation de g.

4) Construire la courbe g
[image: image814.emf]Exercice N°6 :
On a représenté ci-contre deux courbes représentatives

 (C1) et (C2) d’une fonction f et de sa primitive F définies

 sur IR.

1. Justifier que (C2) est celle de la fonction f.
2. Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ;1]
.Calculer l’aire de la partie du plan limitée par (C2),

 l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 2.

3. Soit G la fonction définie par :
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a. Etudier le sens de variation de G.
b. Montrer que la représentation graphique Γ de G est l’image de (C1) par la translation de vecteur
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4. Soit la fonction h définie par : h(x) = ln(f(x)).

a) Préciser le domaine de définition de h.
b) Dresser le tableau de variation de h.

Exercice N°7 : Soit la fonction f définie sur
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1. Etudier f et tracer sa courbe.

2. a)Etudier le sens de variation de f’.
 b) En appliquant l’inégalité des accroissements finis, montrer que : 
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  c) Soit U la suite définie sur IN par :
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 Montrer que pour tout n ≥3 : 
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Exercice N°8 : Soit 
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pour tout x > 0.a) Donner le signe de h(x) pour tout x > 0. b) Montrer que pour tout x > 1, on a :
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1. Déduire que :
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2. Soit U la suite définie sur
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a) Montrer que
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    b) Déduire que la suite U est convergente et donner sa limite.
Exercice N°9 :Pour tout un entier naturel, on pose :
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1. a) Montrer que la suite (In) est décroissante.

   b) Montrer que pour tout 
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2. Montrer que pour tout
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3. a) Montrer que pour tout
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   b) Déduire que pour tout 
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4. Pour tout
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Exercice N°10 : Pour tout
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où n est entier naturel tel que n ≥ 2.

1. Dresser le tableau de variation de fn .

2. Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet une seule solution
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3. a) Montrer que :
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   b) En déduire la monotonie de la suite
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Exercice N°11:Soit la fonction f définie sur
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On notera  par (ζf) sa courbe représentative dans un repère orthonormé
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1. Soit
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.
a) Etudier le sens de variation de φ sur
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.
b) En déduire que pour tout x > 0 on a φ(x) > 0. 

2. a) Montrer que f est dérivable à droite en 0.
b) Montrer que pour tout x>0 :
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   c) Dresser le tableau de variation de f et en déduire que f réalise une bijection de
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3. a)Montrer que pour t ≥ 0, ln(1+t) ≤ t.

b) Etudier la position de (ζf) et la droite (D) d’équation : y = x. 

4. a) Vérifier que
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   b) En déduire que : 
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   c) En déduire que : 
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5. a) Montrer que 
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. Interpréter le résultat géométriquement.

 b) Etudier la position de (ζf) et la droite ∆ : y = x - 
[image: image116.wmf]1

2

.    c) Tracer dans le même repère (ζf) et (ζf-1).

6. a) Soit
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 b) En déduire l’aire de la partie limitée par (ζf-1), l’axe des ordonnées et la droite d’équation y = 1.
Exercice N°12 :A- La courbe ci contre est la représentation graphique dans un repère orthonormé
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d’une fonction f définie et dérivable sur
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. La droite (T) est sa tangente au point d’abscisse 1.

1. Par lecture graphique :

[image: image815.emf]a)Déterminer les valeurs f(1) et f’(1).

b)Dresser le tableau de variation d f. 

2. On admet que 
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où a et b sont deux réels. Déterminer l’expression de f.
On prend a =0 et b = -1.

a) Montrer que f réalise une bijection de


[image: image122.wmf](
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à préciser.

b) Donner une équation cartésienne de la tangente T’ à Cf-1 au point d’abscisse 1.

c) Tracer (Cf-1).

3. Soit D la partie du plan limitée par (Cf ) ;(Cf-1) ;[AB] et [AC] où 
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. Soit A l’aire, en unité d’aire, de D. Montrer que
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B- 1. Montrer que
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2. Déduire que : 
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3. Calculer un en fonction de n pour tout entier naturel n puis calculer
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4. Montrer que :
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5. Déduire que :
[image: image130.wmf](
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6.En déduire que
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Exercice N°13 A- Soit la fonction définie par :
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1. Soit 
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a) En utilisant  le théorème des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel :
[image: image136.wmf]]

[

0,

ch

Î

 tel que :
[image: image137.wmf](

)

(

)

2

ln1

1

21

hh

c

h

+-

-

=

+

.

 b) Prouver donc que : 
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   c) Prouver enfin que f est dérivable à droite en 0 et que :
[image: image139.wmf](
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b) Déduire que
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  c) Donner enfin le signe de f’(x) pour tout x > 0. 

3. Dresser le tableau de variation de f puis tracer Cf.

B- Pour tout
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1. Etudier la monotonie de la suite (un).

2. Prouver que (un) est convergente.

3.a) Montrer que pour tout x ≥ 0 ; f(x) ≤ 1.

b. En déduire que :
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   c) Préciser donc
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Exercice N°14 :Pour tout
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1. a) Montrer que pour tout
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  b) Calculer
[image: image150.wmf]2

1

0

1

x

dx

x

+

ò

puis calculer U1. 

2. On pose 
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   a) Montrer que :  
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   b) En déduire que :
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puis calculer la limite de (Vn).

3. a) En utilisant une intégration par parties pour Un, montrer que :
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   b) En déduire la limite de (Фn) définie par : Wn= (n + 1) Un est convergente et calculer sa limite.

Exercice N°15 :Soit f la fonction définie sur
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1.  Etudier le sens de variation de f.

2. a) Montrer que pour tout
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   b) Par une intégration par parties, calculer
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3. Pour tout
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   a) Montrer que pour tout, on a : 
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   b) En déduire que : 
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   c) Donner un encadrement de S100 à 10-2 près
Exercice N°16 :Pour tout
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1. a) A l’aide d’une intégration par parties, calculer I1.

   b) Montrer que la suite (In) est convergente et par suite elle est convergente.

   c) Montrer que :
[image: image167.wmf](
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2.a) Par une intégration par parties, montrer que : 
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  b) En déduire que 
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3. On considère la suite (un) définie sur
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  a) Exprimer (un) en fonction de In. 

b) En déduire que la suite (un) est convergente et donner sa limite.
Exercice N°17 :I- Soit la fonction g définie sur]0 ;1] par :
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  1) Etudier le sens de variation de g.

  2) Montrer que g(x) = 0 admet dans
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  3) Construire la courbe de g dans le plan rapporté à un repère orthonormé 
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  4) Calculer en cm2 l’aire de la partie du plan limitée par (C), l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et 
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II- Soit f la fonction définie sur
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  1) Montrer que f est dérivable
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   2) Montrer que
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   3) Montrer que :
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   4) Dresser le tableau de variation de F.

   5) a- Montrer que
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n

"Î

¥

l’équation : 1 + n F(x) = 0 admet dans 
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       b- Montrer que
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. Exercice N°18 :Pour tout
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1-a) A l’aide d’une intégration par parties, calculer I1.


   b) Pour tout
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2-a) Montrer que pour tout
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   b) Montrer que la suite (In) est décroissante. En déduire que (In) est convergente.

3-a)Montrer que pour tout
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b) En déduire
[image: image201.wmf](

)

lim

n

n

nI

®+¥

.
Exercice N°19 :I- Soit g la fonction définie sur
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   1) Dresser le tableau de variation de g.

  2) Montrer que l’équation g(x) = 0 admet dans l’intervalle
[image: image204.wmf]]
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3) En déduire le signe de g(x) pour tout
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4) Montrer que pour tout
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II- Soit f la fonction définie sur
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   1) Montrer que f est continue sur
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 2) Etudier la dérivabilité de f à droite en 0.

   3) Montrer que pour tout
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   4) Dresser le tableau de variation de f et vérifier que :
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  5) Tracer la courbe (C) de f.

III- Soit (un) la suite définie sur
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    1) En utilisant I-4)- montrer que pour tout
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   2) Soit
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b- Vérifier que :
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c- En déduire que :
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     d- Déterminer alors la limite de un.

Exercice N°20 :Soit la fonction f définie sur
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1-a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f à droite en 0.

   b) Dresser le tableau de variation de f.

   c) Montrer que le point A d’abscisse 1 est un point d’inflexion pour la courbe (C).

   d) Tracer (C) en précisant la tangente à (C) en A.

2-Soit
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   a) Calculer F1(x) puis vérifier que
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 b) Montrer que pour tout entier
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   c) Montrer par récurrence que Fp(x) admet une limite finie
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Exercice N°21:  I- Soit la fonction g définie sur
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II- Soit f la fonction définie sur
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   1) Montrer que pour tout x de
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et dresser le tableau de variation de f.

   2)  Montrer que (C) admet une asymptote oblique D et étudier la position relative de (C) et D.

  3) a- Soient α et ß deux réels tels que : 1 < α < ß, calculer :
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       b- Interpréter géométriquement I.

III- Soit 
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   1) Montrer que la suite U est croissante.

   2) Vérifier que pour tout n ≥ 2, on a :
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   3) On pose pour tout n ≥ 2 :
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      a- Etudier le sens de variation de la fonction
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      b- Montrer que pour tout k ≥ 2, on a : 
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      c- En déduire que pour tout n ≥ 2, on a : 
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      d- Montrer que (Sn est convergente et en déduire un encadrement de sa limite.
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Exercice N°1 :   1.b
2.c
3. a
4.a
5.c
6.c
7.a
8.a
9.b
10.b
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Exercice N°3 : 
1. On a φ est dérivable sur son domaine de
 définition et 
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D’après le tableau de variation : φ(x) > 0 
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donc f est continue à droite en 0.
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2. a) f’(x) = φ(x) > 0.
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D : x=-2 comme asymptote verticale au voisinage 
de -2.
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Exercice N°4 : 1) 
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 ainsi f n’est pas dérivable à droite en 1 d’où (C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
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alors (C) admet branche parabolique au voisinage de +∞ de direction
[image: image294.wmf](

)

O,j

r

.

4) a) f est continue et strictement croissante sur
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5) a) Pour n = 0, uo = 0.    0≤ uo ≤ e    (vérifie).Soit
[image: image300.wmf]*

n

Î

¥

. Supposons que
[image: image301.wmf]0

n

ue

££

 et montrons que 
[image: image302.wmf]1

0

n

ue

+

££

. On a 
[image: image303.wmf]0

n

ue

££

 et comme f est croissante sur
[image: image304.wmf][

[

1,

+¥

 donc g est strictement croissante sur
[image: image305.wmf][

[

0,

+¥

 d’où 
[image: image306.wmf](

)

(

)

(

)

0

n

gguge

££

équivaut à :
[image: image307.wmf]1

1

n

ue

+

££

 donc 
[image: image308.wmf]1

0

n

ue

+

££

.
b) 
[image: image309.wmf](

)

1

nnnn

uuguu

+

-=-

 or (C’) est au dessus de ∆ sur [0,e] donc 
[image: image310.wmf](

)

[

]

0,

gxxxe

³"Î

 et comme 
[image: image311.wmf][

]

0,

n

ue

Î

 alors 
[image: image312.wmf](

)

1

'

nnnn

guucestàdireuu

+

³³

 alors (u) est une suite croissante.

   c) la suite (u) est une suite croissante et majorée par e donc elle est convergente. Soit 
[image: image313.wmf]lim

n

n

lu

®+¥

=

or 
[image: image314.wmf]0

n

ue

££

donc
[image: image315.wmf]0

le

££

. On a f est continue sur 
[image: image316.wmf][

[

1,

+¥

donc g est continue sur 
[image: image317.wmf][

[

0,

+¥

 et en particulier en l d’où 
[image: image318.wmf](

)

gll

=

. Or e est la seule solution de l’équation f(x) = x donc 
[image: image319.wmf](

)

gll

=

 équivaut à 
[image: image320.wmf]le

=

 d’où 
[image: image321.wmf]lim

n

n

ue

®+¥

=


Exercice N°5: A-1)a- f est définie et continue sur 
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 le signe de g’(x) est celui de (1-lnx).
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4) Courbe

Exercice N°6:
1. On suppose que (C1) est celle de la fonction f. 

On a F’(x) = f(x) et f(2) = 0 donc F’(2) = 0et 

par suite (C1) admet une tangente horizontale au 

point d’abscisse 2. Ceci est impossible d’après le 

graphe. Donc (C2) est celle de la fonction f.
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4. a)f est continue sur
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    b) G(x) = F(x) – F(0) = F(x) – 2équivaut à 
G(x) – F(x) = -2. 
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Exercice N°7 :
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Donc Cf  admet une  branche parabolique de direction
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1 – lnx ≥0 équivaut à 1 ≥ lnx équivaut à 0 < x ≤ e.
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Exercice N°8 :
1. a) h est dérivable sur
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Exercice N°9: 1.a) 
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Exercice N°10 : 
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1. fn est continue et strictement croissante donc elle 
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Exercice N°11: 1.a) φ est dérivable sur 
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donc f(x) – x < 0. Conclusion : Cf est au dessous de (D)
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. Ce qui interprète que Cf admet la droite ∆ :
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b) voir figure.
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  b) 
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et comme SD est une isométrie alors elle conserve les distances par conséquent elle conserve les aires. Donc
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Exercice N°12: A-1 a) 
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         b) voir le tableau :

2. on a f(1) = 1 et f est continue en 1
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Exercice N°13:A- 1.a) 
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D’après la question A-2-b).

3.Voir tableau de variation et la courbe.
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Exercice N°15: 1. on a :
[image: image620.wmf](

)

(

)

2

443

1

2ln

12ln

12ln

'

xxx

xx

x

x

fx

xxx

-

-

-

===

or :
[image: image621.wmf]*

x

+

"Î

¡

on a  : 
[image: image622.wmf]1

2

1

12ln0ln

2

xxex

->Û>Û>

donc f est strictement croissante sur
[image: image623.wmf]0,

e

ùé

úê

ûë

et strictement décroissante sur
[image: image624.wmf],

e

éé

+¥

êê

ëë

.

2)a)Comme
[image: image625.wmf]2

e

<

, la fonction f est strictement décroissante sur
[image: image626.wmf][

[

2,

+¥

. On a donc : 
[image: image627.wmf]1

kxk

££+Þ

 
[image: image628.wmf](

)

(

)

(

)

1

fkfxfk

+££

 soit :
[image: image629.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222

ln1lnln

2

1

kxk

k

xk

k

+

££³

+

 
[image: image630.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

111

222

ln1lnln

1

kkk

kkk

kxk

dxdxdx

xk

k

+++

+

Þ££

+

òòò


soit
[image: image631.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

111

222

ln1lnln

1

kkk

kkk

kxk

dxdxdx

xk

k

+++

+

££

+

òòò

ou encore : 
[image: image632.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

222

ln1lnln

1

k

k

kxk

dx

xk

k

+

+

££

+

ò

.

  b) 
[image: image633.wmf]2

11111111

lnln.lnln

bbbb

bb

aa

aaaa

xdxxdxxx

xxxxxxx

x

éùéùéùéù

êúêúêúêú

=---=--=--

êúêúêúêú

ëûëûëûëû

òò

.

3) a) En donnant successivement à k les valeurs 2 ;3 ;4 ;….. ; n – 1 on obtient ( n – 2) inégalités doubles ; ajoutons-les membre à membre on obtient : 
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Exercice N°16:1.a)
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Exercice N°17:I-1) les variations de g sur]0 ; 1]. 
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 4) Le tableau de variation de F : 
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2) d’après le tableau de variation, g s’annule deux fois et on a g(0)= 0-ln(1)=0 et g (3,8) = 0,01 et g(4)= -0,009 comme g(3,8)
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4) D’après le tableau de variation, g admet un maximum est égale à 1 – ln2 < 1 d’où g(x) ≤ 1.
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