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EXERCICE 1

4 POINTS
. Etablir que : quel que soit (a, b, q) € 73, anb=bnra- bq.

La notation a A b désigne le PGCD des entiers relatifs a et b.
. Montrer que : quel que soit n€ Z,

5 —nAn+2=n+(2A38).

Déterminer 'ensemble des entiers relatifs 7 tels que n + 2 divise 513 — n.
. Quelles sont les valeurs de possibles de 51° —nAn+22

En déduire 'ensemble des valeurs de 7 € Z telles que

52 —nAn+2=19.

PROBLEME

12 POINTS

1. Soit la fonction Q,_» de la variable réelle t, dépendant de n, entier naturel
supérieur a 2, donnée par

Qu2)=1-1t+ b (=122,

Montrer que, quel que soit ¢ # —1,

1 _ (_l)n—l tn—l
1+1¢

Qn—2 (1=

En déduire que

tn—l
— =14 P+ (DT () —
1+1¢ 1+1¢

Enintégrantles deux membres de cette derniére relation sur le segment [0; x](0 <
x < 1), établir la relation

x tn—l
ln(1+x)=Pn_1(x)+(—1)"‘1+f dr, ()
o 1+1¢
x2 n2 xn—l
en posant: Py,_1(x) =x— > +o 4 (=1)

n-1
2. a. Soitla fonction numérique ¢ définie sur |0 ; 1] par

o) = In(1+x) '

Montrer que I'on peut prolonger cette fonction ¢ par continuité pour
x=0.

Soit f le prolongement ainsi obtenu sur [0; 1], donné par :

B In(1+x)
fx) —

six€]0; 1]et
Q)

1.
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b. Del’étude des variations de la fonction 0, définie sur l'intervalle [0 ; +oo[
par:

0(x) = x—In(1+x),

déduire que :

quel que soit x €]0 ; +oo[, x —In(1+ x) > 0.

En utilisant cette derniére relation, montrer que :

quel que soitx € [0; 1], f(x) < 1.
c. Cette fonction f étant continue sur [0; 1], on rappelle que l'intégrale
1
f f(x) dx existe. Soit L sa valeur.
0

n étant un entier naturel non nul, montrer que :
1
n 1
0< f fx)dx< —.
0 n

1
En déduire que lim fn f(x)dx=0.
n—-+oo J

1
Montrer que: lim f f(x)dx = L.
n—+oo |1
3. a. Montrer que,

tn—l

X X
quel que soitx € [0; 1], f dtg[ M 1dr.
0 0

1+¢

gl

1+t ~n

En utilisant la relation I de la premiére question montrer que :
Py_1(x) 1

< —.

X nx

Par intégration sur le segment [% ; 1], établir la relation :

En déduire que, quel que soit x € [0; 1], f
0

1 itxel]0; 1], ——< -
quel que soit x €]0; 1] P fx)

1

1 1.1 1 1 1.1
f fX)dx+—-In—+S§, —)gsn(l)gf f(x)dx——ln—+Sn(—)
1 n n n 1 n n n

en posant
2 3 n-1
x° X x
SpX)=X— S+ = 4+ (=12 , (n=2).
n(X) P (-1 12 ( )
b. Démontrer que, quels que soient pe N* et x€ [0; 1] :
xP _ xPH
R
P>~ (p+1)?
En utilisant des égalités de la forme :
2 2 3
X x*\ x
Sx)=x Ss(x)=(x—2—2) ; S4(x)=(x—2—2 tZ

montrer que, quels que soientn >2etx€[0; 1]: 0 < S, (x).
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En utilisant des égalités de la forme :

x? x2 8 2 By 1
x—S83(x) = 57 % Sa(x) = (2—2 - 3—2) ;o x=S5(x) = (2—2 - 3—2)+4—2
montrer que, quels que soient n >2et x€[0; 1] : S, (x) < x; et en défi-
nitive que 0 < S, (x) < x.

1
Déterminer lim S, (—)
n—+oo n
c. Déduire des résultats 3. a. et 3. b. précédents que :

1
lim Sn(l)zf fx)dx=L.
n—+oo 0

4. Enregroupant convenablement les termes de la somme :

S, =1 1.1, + (=12 !
T 2 0 33 (n-1)2’
et en raisonnant comme au 3. b. montrer que,
quel que soit n > 5,
1 1 1 < < 1 1
1—2—2+3—2—4—2\8n(1)\1—2—2+3—2.

On admettra alors le théoréme suivant :

Théoréme : Soit une suite convergente (u,). S'il existe deuxréels a et b, (a < b)
et un entier naturel n tel que,

quel que soit n > ng, a < u, < b, alors a < liIP u, <b.
n—+oo

1
En déduire un encadrement de f f(x)dx.
0
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