Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans le corps des nombres complexes les équations d’inconnue z :

a. z'=1.
z—1

b.(
z+1

2. Soit n un entier naturel non nul, et A un nombre complexe.

4

n
z—
Soit (E) 'équation d’inconnue complexe z : (?) =A
z

On appelle P et Q les points du plan complexe d’affixes respectives i et —i, et
M le point d’affixe z.

MP
a. Montrer que si z vérifie 'équation (E), alors M_Q = YAl

b. Prouver que sil’équation (E) a au moins une racine réelle alors | A| = 1.

c. Enconclure que sil’équation (E) a au moins une racine réelle, alors toutes
ses racines sont réelles.

EXERCICE 2 4 points
Dans le plan affine P, on considere le cercle (C) de centre O et de rayon R non nul, et
un point Q tel que OQ > R.

1. Démontrer qu’'a tout point M de (C) distinct de deux points A et B que 'on
précisera, on peut associer un point M’ tel que M’ soit le centre d’un cercle
passant par Q et tangent a (C) au point M.

Indiquer une construction du point M’.

2. a. Démontrer que pour tout point M de (C) distinct des points A et B, la
relation :

[M'Q-M'O|=R

est vérifiée.

On admettra que 'ensemble des points M’ tels que [M'Q—M'O| = R est
I'hyperbole (H) de foyers O et Q, et dont la distance des sommets est R.

b. Déterminer alors I'ensemble E décrit par M’ lorsque M décrit le cercle
(C) privé des points A et B.

c. Préciser les axes de symétries et les sommets de E.

PROBLEME 12 points
A. - On considere la fonction numérique f dela variable réelle x définie sur [-1; +ool
par:

fo=vx+le™.

On désigne par (¥) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére
orthonormal.
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1. a. Ftudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de défini-
tion.

b. Etudier le sens de variation de f.

c. Montrer que (¥) admet une droite asymptote et préciser la position de
(€6) par rapport a cette asymptote.

d. Tracer la courbe (%) sur une feuille de papier millimétré (en prenant 4
cm pour une unité de longueur).

2. On consideére la suite (u,) ,cn définie par :

n+1
Up =f fde.
n

a. Donner une interprétation géométrique de u,. Montrer que, pour tout
entier naturel n,

fn+1) <u, < fn).

b. Démontrer que la suite (u,),en €st décroissante et qu’elle admet pour
limite zéro.

B. - On considere la fonction numérique @ de la variable réelle x définie sur [—1; +oo]
par:

X
q:(x):f Vi+letdt
-1

(on ne cherchera pas a calculer ®(x).
On désigne par (I') la courbe représentative de ® dans le plan rapporté a un repere
orthonormal.

1. Expliciter la fonction dérivée de ®. Donner le sens de variation de V.

2. a. Démontrer quesi t € [-1; +oo[ alors

r+3
g_
2v2

En déduire que : pour tout x élément de I'intervalle [-1 ; +oo[

t+1

x ]
O(x)< | —=(+3)e dr.
) f—l 2\/5( e

b. ATlaide d’'une intégration par parties, calculer 'intégrale

fx ! (t+3)e ! dt
-1 2\/2

En déduire que : pour tout x élément de 'intervalle [-1 ; +oo[

Dx) L ——.

2V2

et que ®(x) admet une limite finie lorsque x tend vers +oo (on ne cher-
chera pas a déterminer cette limite).

c. Donner l'allure de la courbe (I') et préciser sa tangente au point d’abs-
cisse —1.
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