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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 4 la clarté

: de la rédaction et au soin de la présentation. I est rappelé que tout résultat
. énoncé dans le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu

e étre démontré.

| Exercice 1.
4 +1

1. Soit la série entiére Z nt D)

. Montrer que son rayon de convergence vaut 1.
¥ {00 "+1

On pose S(z) =
“;n(n +1)
2. a) Calculer 5”(z) , pour |z| < 1.

b) En déduire ’expression de S’(z) puis celle de S(z) pour |z| < 1.

de la variable réelle z.

, pour z €]-1, 1[.

3. Donner les valeurs des sommes suivantes :
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Exercice 2.

Un cherche une fonction y(z) développable en série entiére sur un
intervalle [-p . o[ avec p > 0, qui soit solution de Iéquation différentielle

Y (T} +ylz) +zy(z) =0

oo L

P .

~0oC
L. Montrer que si y(z) = Y a,z" vérifie (%) sur -p, p[ . alors on a :
j ,

n=0
1 An—1 1
aw=1,a,=0 et ap.q = === . pour n> 1.
(n—1)2
2. Déterminer alors I’expression de y(z) et donner son rayon de conver-
gence

lj'
L. Soit g(z) = Arcsin\/z , pour 0< z < 1.

jue g est dérivable sur 0 . 1 et calculer ¢/(z).

b) En déduire la valeur de 'intégrale

Jo v/z(l —1zx)

/'l / 7_ /‘l 'r‘%
¢) Calculer les intégrales [ / dr et / ———dz.
J0o l-z 0o Vi—-=z

= . L5
Un pourra poser z = sin®§).
2. Soit (), A, P) un espace probabilisé. On pose pour z £]0,1] .
o 1 . . :
J1Z) = ——=——=—== et on considére une variable aléatoire

i1 \
T\Jﬁvi*’l‘/

X :Q —]0.1], de densite f.
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a) Calculer espérance E( X et la variance V(X)) . de la variable aléa-
toire X.

b) Déterminer la fonction de répartition F de le variable aléatoire .X.
c¢) Montrer que pour tout t € R, F(t) + F(1—-t)=1.
d) Que vaut P(X < 1)?

a) Déterminer les fonctions de répartition des variables aléatoires v/ X
et g(X).

(F%)

b) En déduire la densité de chacune d’elle.

Exercice 4.

Soit (Q. A, P) un espace probabilisé et soit p €0 , 3.
Un pion se déplace sur les sommets d'un carré ABCD (cf. figure) selon le
protocole suilvant:
- Le pion est sur le sommet A au départ.
- Lorsque le pion est 4 un instant donné sur un sommet du carre, il se déplace a
'instant suivant vers un sommet voisin (relié par un coté) avec la probabilité
» ou vers un sommet opposé (relié par une diagonale) avec la probabilité
' 1—2p.

w

On consideére les événements suivants :

1 A, : "Le pion se trouve en A a l'instant n”. 2
B, : "Le pion se trouve en B a l'instant n”.
Ch : "Le pion se trouve en C' a l'instant n”.
D, : "Le pion se trouve en D a 'instant n”. &
Notons par.g. = P(A4) ., bx = PLB,) , ¢ = PlGglhds ="BlD,) et
o,
Xy = "
s
dn

0 P 1-2p p
D 0 D 1-2p
M=|"- ‘
1-2p p 0 p
W 1-2p p 0
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On considére les vec

T4
dans R*

a) Montrer que (u; .

b} Vérif

2 8 93

.\[4’1,,1 =

Soit f 'sndomorphisme de R* te] o

est M.

a) Ecrire la matrice D de f dans la base

h) Déterminer une matrice Q) inversib

muni de sa,

er que Mu; =u; . My, =

:D = 1‘,‘ Ug.

base canonique.

U , U3 . Us4) €ST uNe base de R

1%

N 1.1 ~9 . . . ~_1
c) Calculer Q2 puis en déduire o=

2) Montrer que X, =

b)/En déduire a,, . b

.

Calculer lim g, .

n—~+0C0

lim b, , lim ¢

11111

n—-+00

W=

1 —4p)u, |

1
Ve =
“¥L

'l =

QD"QXy; pour tout n > 1.

+ Cn et d,, en fonction de n et p.

lim d,.

n—-+00
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