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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin
de la présentation. L’usage des calculatrices n'est pas autorisé. Il est rappelé que tout
résultat énoncé dans le texte paut étre utilisé pour Iraiter la suite, méme s'il w'a pu étre
démontré.

Exercice

On munit R? de la base canonique (e1, €2, 3) et on considere I'endomorphisme f de £(R?)
défini dans la base canonique, par sa matrice

21 -1
A= 1 2 -1
1 1 0

1. a) Montrer que 1 et 2 sont les deux valeurs propres de A. Préciser leurs multiplicités.
b) Montrer que A est diagonalisable.

2. a) Déterminer une base de vecteurs propres (vy,vo, v3) de f, telle que la troisidme
compososante de chacun des vecteurs soit égale & 1.
b) En déduire une matrice inversible P telle que 4 = PDP~', olt D est une matrice
diagonale.
¢) Calculer P!,

3. Calculer A" pour tout n € N.

4. Soit o, Yo, 20 des réels. On considere les suites réelles (@), (Yn), (2n) de premiers
termes respectifs xp, yo, 29 et telles que

Tnyl = %(2311 + Yn — Zn),
iyl = :]';(i-':n + 2y, — zl’l)!

Inyl T ';;'(mn + Yn).
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Exprimer r,. y,. 2, en fonction de n et de £g. yo. 0.
o Soit XYL Z trois variables aléatoires discretes a valeurs dans N et telles que

PiX=ni=1z, P(Y =n)=y, PlZ=n)=2,. neEN

a) Déterminer ry. yg. 0.
b} Déterminer la loi de .X - | ainsi que son espérance.

¢} Calculer I'esperance de \-1.1;'

Probléme
Partie 1

On rappelle que
=20 gy
22 VT
/ e Tdr=—.
0 2
1. En faisant un changement de variable. montrer que

~—Z

t oC
——dzr = /7.
| Gee=va

2. Montrer que

/ ) it — \:! — pour tout a > 0.
3 a

x

Partie 2

Soit £.X. Y5 un conple de variables aléatoires admettant comme densité la fonction N
. e . ]
‘iéfinie sur R< par

_ '/-l+tzl

_,—_ e 2 siy > 0.
fixy(zy) =

0 sinon.

i. Déterminer la densité marginale de X.

1]

2. a) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire Z =
b) Déduire que Z suit une loi uniforme sur | — 1, 1.

3. Soit Zy, Z> deux variables aléatoires réelles indépendantes. de méme densité de
probabilité que la variable aléatoire Z.
Déterminer la densité de probabilité de la variable aléatoire Z; + Z».

1. a) Montrer que pour tout ¢ € i0.1[, 0 < min(t.1 —¢t) <
b) Donner la loi de la variable aléatoire L = |Z].
¢) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire min(L,1 - L).
En déduire la loi de min(L.1 - L).

Arctg(X).

o)

p3

i TSI > S VTP s - . Vﬁil‘-']‘h

= Tautes let mati 1o hivezui..



http://www.devoir.tn/

"I et telles que Partie 3
n<N 1) Déterminer la loi marginale de Y.
5) Préciser la loi de .X sachant que ¥ = y. avec y > 0.
“alculer la fonction de répartition de Y a l'aide de la fonction de répartition o de a
loi normale centrée réduite.
Yéterminer la densité de probabilité de la variable aléatoire VY.,
oient U et V' deux variables aléatoires indépendantes de méme densité de probabilité
que la variable aléatoire VY.
a) Montrer que la variable aléatoire T = U? + V2 suit la loi exponentielle de
paramétre 3.
b) Déterminer la fonction génératrice de moments ®r de T.
%) Effectuer le développement en série entiére de ®7 sur ! — :_i—, %[
1) En déduire le moment d’ordre n de T.
2) Donner la valeur de [; ™ z"e*dxr.
)n considére la suite (T}, ), de variables aléatoires indépendantes. de méme densité de
probabilité que la variable aléatoire T.
n
On pose S, = ZT;,. n € N".
k=1
Sn —2n - g

1) Montrer que (_”—\—E_)n converge vers une loi qu'on préciseri.
>) Que vaut nlimx P{S, > 2n) ?

0. :) Soit A un réel strictement positif. En utilisant 1'inégalité de Tchébychev. montrer

jue pour tout entier naturel n. il existe A(n) tel que

P(|Sn — 2ni < nA) > A(n).
esgsiite dn fonabicn Jt4; En déduire aue lim P(jS, —2ni < n\) = 1.
==+
2
= —Arctg(X .

T
e méme densité de
Zy + 2.
sire min(L,1 — L).
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