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Présentation de la collection
“Mathématiques a I'Université”

Depuis 1997, cette collection se propose de mettre a la disposition des étu-
diants de troisiéme, quatriéme et cinquiéme années d’études supérieures en
mathématiques des ouvrages couvrant I'essentiel des programmes actuels des
universités francaises. Certains de ces ouvrages pourront étre utiles aussi aux
étudiants qui préparent le CAPES ou I’Agrégation, ainsi qu’aux éléves des
grandes écoles et aux ingénieurs désirant actualiser leurs connaissances.
Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniére simple et progressive, tout en respectant scrupuleu-
sement la rigueur mathématique. Chaque volume comporte, en général, un
exposé du cours avec des démonstrations détaillées de tous les résultats es-
sentiels, des énoncés d’exercices ou de probléemes.

Ce nouveau livre de Madame Josette Calais fait suite a son ouvrage sur les
anneaux, publié dans la méme collection. Les lecteurs déja familiarisés avec
les propriétés des anneaux commutatifs pourront ’aborder indépendamment
du précédent. La théorie de Galois, dont Madame Calais donne ici une pré-
sentation remarguablement claire, est une magnifique construction de I'es-
prit humain qui a permis de répondre de maniére compléte et définitive a des
questions, dont certaines étaient posées depuis I’Antiquité : quelles figures
géométriques planes, en particuliers quels polygones réguliers, peuvent étre
construits de maniére exacte a la régle et au compas ? quelles sont les équa-
tions polynémiales qui peuvent étre résolues par radicaux ? Cette théorie est
toujours d’actualité et comporte des développements récents, notamment pour
I'application aux équations différentielles analytiques. Comme le précédent,
ce livre comporte de nombreux exercices qui permettront au lecteur de bien
assimiler toutes les notions introduites.

Charles—Michel Marle Philippe Pilibossian



Préface

Ce livre commence par une étude approfondie des Extensions de corps, prélude indispen-
sable 4 la THEORIE de GALOIS.

La Théorie de Galois occupe, historiquement, et encore actucllement, une place impor-
tante dans le monde des mathématiques.

Elle repose sur ’idée géniale (au sens propre du terme) d’Evariste GALOIS (1811-1832),
consistant 2 associer 2 un polyndme f(X) a coefficients dans un corps K, une certaine
extension E de K et de faire correspondre a E, le groupe de ses K-automorphismes, qui
sera appelé le groupe de Galois du polyndme f(X) ou de I’extension E : K.

Ce procédé conduit a une remarquable mise en parallele entre, les propriéiés des exten-
sions de corps et celles de leurs groupes de Galois (Ch. 7).

1l en résulte une méthode d’investigation extrémement puissante, qui permit de résoudre
plusieurs problémes fondamentaux, dont certains préoccupaient les mathématiciens de-
puis 1’ Antiquité, tels la construction de figures géométriques, par la régle et le compas
(Ch. 2 et 7), et qui amena E. GALOIS a la caractérisation des équations polynomiales
résolubles par radicaux (Ch. 9).

Cette derniére question intéressait, tout particulierement, les mathématiciens contempo-
rains d’E.Galois, dont Niels Henrik ABEL (1802-1829), qui avait déja obtenu un résultat
décisif, concernant ce probléme (Voir I’introduction historique du Ch. 9).

Mais ce sont les travaux d’E. GALOIS qui apportérent une réponse complete et défini-
tive & la question. Cependant, en raison de sa disparition en 1832, ses résultats ne furent
connus que beaucoup plus tard. C’est le mathématicien Joseph LIOUVILLE (1809-1882)
qui les publia en 1843, apres avoir eu la possibilité de connaitre et d’étudier les manuscrits
d’Evariste Galois.

Les sujets d’intérét d’E.Galois, en mathématiques, ne se limitérent pas aux équations
polynomiales ; il obtient, en particulier, des résultats concernant les fonctions et les inté-
grales elliptiques.

De plus, il amorga I’étude des corps finis (longtemps appelés champs de Galois), qui
furent utilisés au 20&me siecle, en particulier pour la conception des codes correcteurs
d’erreurs, permettant d’augmenter la fiabilité des informations transmises par les ordina-
teurs.

Aujourd’hui, la Théorie de Galois reste bien présente, par ses applications et ses prolon-
gements dans plusieurs domaines des mathématiques ([45]) : la théorie algébrique des
nombres, lcs anneaux non commutatifs, les corps gauches (anneaux a division), les équa-
tions différentielles ; elle fiit aussi utilisée dans les travaux conduisant a la classification
des groupes simples finis ([47]).

Evariste Galois conserve une place a part, dans !’esprit et dans le coeur de tout mathémati-
cien. Nul ne peut rester indifférent & 1’évocation de la vie, si tumultueuse, si controversée,
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si dense et si courte, de ce génie mathématique, mort en duel, le 30 mai 1832, 4 21 ans.
Il existe de nombreux écrits sur I’oeuvre et la vie d’Evariste Galois ([6], [11], [46], {48]).
Je signale, en particulier, au lecteur, le Numéro Spécial consacré a Evariste GALOIS (Le
mathématicien maudit ) par la revue américaine « Scientific American », publié dans la
revue frangaise, « Pour la SCIENCE », trimestre : Février 2003 - Mai 2003 ( Série : Les
Génies de la Science ).

Je tiens a remercier Elise Benlolo, maitre de conférences au Département de Mathéma-
tiques de 1’ Université de Reims-Champagne-Ardenne, qui a pris part & la relecture de ce
livre, avec beaucoup d’attention et de minutic.

J’exprime toute ma reconnaissance a Charles-Michel Marle et Philippe Pilibossian qui ont
bien voulu accueillir ce livre et le précédent, « Eléments de théorie des anneaux »([13]),
dans leur collection.

Je remercie chaleurecusement, Monsieur Charles-Michel Marle pour I’aide précieuse et

bienveillante qu’il m’a apportée, lors de la mise aux Normes des Editions Ellipses de mes
deux livres.

J.C.



Introduction

Ce volume comprend neuf chapitres et deux appendices (A et B).

Dans les chapitres 1, 2, 3, sont développées les proprétés essentielles des extensions de
corps (extensions algébriques - transcendantes - normales - séparables - purement sépa-
rables).

L’application de la notion d’extension algébrique, au probléme de la construction par la
regle et le compas, est abordée des le chapitre 2.

Le chapitre 4 est consacré aux corps finis, qui trouvent leur utilité dans des domaines trés
divers, en particulier, dans la conception de codes correcteurs d’erreurs ([211), d’ou leur
intérét en Informatique et en Statistiques.

La notion de cldrure algébrique est étudiée au chapitre 5, dans lequel, on trouvera, entre
autres, une démonstration explicite du théoreme dit Théoréme fondamental de [’Algébre :
« C est algébriquement clos ».

Par ailleurs, bien que I’ Appendice B ait pour objet les preuves classiques de la transcen-
dance de e et de &, sur QQ, une autre démonstration en est proposée dans ce chapitre 5, en
application de la notion d’éléments algébriguement indépendants ; cettc preuve s’appuie
essentiellement sur le théoréme de Lindemann-Weierstrass.

Les polyndmes et extensions cyclotomiques sont traités au chapitre 6. Les cas ou le corps
de base est soit (Q, soit un corps fini, sont étudiés en détail. Le chapitre 6 se termine par
Ialgorithme de Berlekamp qui permet, en particulier, de déterminer les facteurs irréduc-
tibles, distincts, d’un polynéme cyclotomique sur un corps fini.

La Théorie de Galois classique (sur un corps commutatif, de caractéristique 0) est pré-
sentée au chapitre 7, avec, comme premiéres applications, la construction des polygones
réguliers par la régle et le compas, et une seconde preuve du Théoréme fondamental de
I’Algebre.

Les chapitres 8 et 9 dépendent du chapitre 7, mais sont indépendants I’un de I’ autre.
Au chapitre 8, les propriétés des corps de nombres, auxquels sont directement rattachés
les anneaux d’entiers algébriques, donnent 1’occasion d’introduire et d’étudier les an-

neaux de Dedekind.

Le chapitre 9 traitc du probléme de la résolution des équations polyndmiales par radi-
caux, auquel, historiquement, nous conduit la Théorie de Galois.

Quelques propriétés du corps R, utiles au chapitre 5, sont rappelées au début de I’ Appen-
dice A. Mais, le but de cet appendice est de définir les corps de nombres p-adiques, qui
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sont introduits, ici, & partir de la notion de complété d’un corps valué.

Comme dans les livres "Eléménts de théorie des anneaux” ([13]) et "Eléménts de théorie
des groupes” ([12]), les propri¢tés énoncées sont généralement prouvées de fagon dé-
taillée et a la fin de chaque chapitre, des exercices peuvent, éventuellement, permettre unc
compréhention plus approfondie du cours.
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Notations

Les notations générales sont celles du livre "Eléments de théorie des anneaux” ([13]).

Si K est un corps, K* = K\ {0} u(d), 87

card(K) =| K | : cardinal de K G(L:K), 109

cark, 1 In;(H), 110

L:K, 4 [L:K]s, 114
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K, 74 A, 149
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Chapitre premier
Notion d’extension de corps

Les notations générales seront les mémes que dans le livre : "Eléments de théorie des an-
neaux” (Cf. [13]); en particulier, N, Z,Q, R, C ont la méme signification que dans ([13]).

Rappels et remarques préliminaires :

a) On appelle corps, tout anneau unitaire, commutatif, dans lequel tout élément non nul a
un inverse ([13], Déf. 1.6).

Tout corps est nécessairement intégre ([13], Rem. 1.20).

b) Lorsque K et K’ sont deux corps tels que K’ C K, on dit que K’ est un sous-corps de
K, si le corps K’ est un sous-anneau unitaire de K([13], Rem. 1.34),

et si de plus, K’ # K, alors K’ est un sous-corps propre de K.

On notera que tout sous-anneau unitaire ([13], Rem. 1.34) d’un corps K n’est pas néces-
sairement un corps. Par exemple, Z est un sous-anneau unitaire du corps €, mais n’est
pas un corps.

1. Corps premiers

A. Caractéristique d’un corps
Proposition 1.1, La caractéristique d’un corps est soit 0, soit un nombre premier.

Démonstration. La notion de caractéristique d’un anneau unitaire, commutatif, a été dé-
finie dans ([13], Déf. 1.68), ainsi que celle de nombre premier ([13], App. A, Déf. A.S,
Rem. A.6).

K désignant un corps, soit ¢ 'unique morphisme d’anneaux unitaires de Z dans K ([13],
Prop. 1.66). Pour tout n € Z, ¢(n) = nly, oit 1; désigne 1’élément unité du corps K ; ¢
est appelé morphisme canonique de Z dans K.

La caractéristique du corps K est, par définition ([13], Déf. 1.68), 'unique entier k € N
tel que Ker ¢ = kZ.

Si ¢ est injectif, alors Ker ¢ = (0), donc carK = 0.

Si ¢ est non injectif, on a Ker¢p =kZ # (0) et Im¢ ~ Z/kZ.

Im ¢ étant un sous-anneau du corps K, I’anneau Z/kZ est intégre, par suite, k = carK est
un nombre premier ([13}, Cor. 1.14). O

Remarque 1.2. a) On rappelle que les corps Q, R, C sont de caractéristique 0 et que pour
tout nombre premier p, le corps Z/pZ est de caractéristique p ([13], Exemple 1.70).

b) Si K’ est un sous-corps d’un corps K, alors ([13], Rem. 1.71)

1 =1 => carK’ = carK.



2 Chapitre premier. Notion d’extension de corps

B. Sous-corps premier @’un corps

K étant un corps, soit {K},,, la famille des sous-corps de K. Cette famille est non vide,
car elle contient K.
Posons A := (), K;; A est alors le plus petit sous-corps de K.

Définition 1.3. Dans le contexte ci-dessus, A est appelé le sous-corps premier de K.

Proposition 1.4. Le corps Q et les corps du type Z/pZ, o p est un nombre premier,
n’ont pas dé sous-corps propre. :

Démonstration. 1) Supposons que le corps Q des nombres rationnels ait un sous-corps
K; le corps K, contenant 0 et 1, contient alors ’anneau des entiers Z. Or, le plus petit
corps contenant Z est son corps de fractions, c’est-a-dire Q ([13], Exem. 5.4, Rem. 5.8);
on en déduit que K = Q.

2) Soit p un nombre premier ; si Z/pZ avait un sous-corps propre, celui-ci serait de la
forme mZ/pZ, avec m > 1 et pZ C mZ C Z ([13], Th. 2.35). Ces conditions impliquent
m|p avec m# p et m # 1, ce qui contredit I’hypothése p premier, donc Z/pZ n’a pas de
SOUS-COrps propre. ]

On en conclut que les corps Q et Z/ pZ s’identifient & leurs sous-corps premiers respectifs,
ce qui justifie la définition suivante.

Définition 1.5. On dit que le corps Q, ainsi que les corps du type Z/pZ sont des corps
premiers.

Plus généralement, on appellera corps premier, tout corps isomorphe soit a Q, soit 2 un
corps du type Z/pZ.

Théoréme 1.6. Le sous-corps premier d’un corps quelconque est isomorphe soit a Q,
soit & un corps du type 7./ pZ..

Démonstration. K étant un corps, soit ¢ le morphisme canonique de Z dans K et A le
sous-corps premier de K (Déf. 1.3).
A contient les éléments O et 1 du corps K, donc A contient

Im¢ ={nl;neZ}.
Si carK =0, alors ¢ est injectif (voir la preuve de la Prop. 1.1) d’ou Im¢ ~ Z. On en
déduit que A contient un sous-corps isomorphe au corps Q des fractions de Z; mais A
étant le plus petit sous-corps de K, on a nécessairement A ~ Q.
SicarK = p(#0), on a (Prop. 1.1) Im¢ ~ Z/pZ, donc Im¢ est un sous-corps de A;
mais A est le plus petit sous-corps de K, d’ou A=1Im¢ ~Z/pZ. O

Remarque 1.7. Soit A le sous-corps premier d’un corps K.

Si carK =0 (resp. carK = p # 0), on identifie souvent A 2 Q (resp. Z/pZ) et on dit que
«QQ (resp. Z/pZ) est le corps premier de K ».

On en déduit que

carK =0 = card (K) infini;
card (K) fini = carK #0.
On notera que les implications ci-dessus n’admettent pas de réciproques.

En effet, p étant un nombre premier, le corps (Z/pZ)(X) des fractions rationnelles A une
indéterminée sur Z/pZ ([13], Ch. 5) est de cardinal infini et de caractéristique p # 0.
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2. Notion d’extension de corps

On rappelle que tout morphisme non nul d’un corps K dans un anneau, donc a fortiori
dans un corps L, est injectif ([13], Prop. 1.58).

En particulier, si A est un morphisme d’anneaux unitaires d’un corps K dans un corps L,
alors A(1,) = 1, implique A # 0, donc A injectif ; par suite Im A est un sous-corps de L.

Définition 1.8. Etant donné un corps K, on appelle extension de X tout corps L contenant
un sous-corps isomorphe a K.

Remarque 1.9. a) D’apres ce qui précéde, un corps L est extension d’un corps K, s’il
existe un morphisme d’anneaux unitaires de K dans L; un tel morphisme (nécessairement
injectif) sera appelé un plongement ou un monomorphisme de K dans L ([13], Ex. 16,
Ch. 1).

On en déduit qu’un corps L n’est pas extension d’un corps K si et seulement si I’ensemble
des morphismes d’anneaux unitaires de K dans L est vide.

b) Si K est un sous-corps de L, alors I’injection canonique de K dans L est un monomor-
phisme, donc L est extension de K.

En conséquence, étant donné une extension L d’un corps K, si A est un plongement de K
dans L, on identifiera souvent K a Im A ; on supposera donc K C L, si cela ne restreint pas
la généralité.

Exemple 1.10. Les résultats du paragraphe précédent permettent de justifier les exemples
suivants,

1) Tout corps de caractéristique 0 est extension du corps Q.

En particulier, les inclusions @ C R € C montrent que R et C sont extensions de Q@ et
que C est extension de R.

Tout corps de caractéristique p # O est extension du corps Z/ pZ.

2) SoitL:= {p+4qi;(p,q) € Q x Q, i = —1 dans C}.
On vérifie que L est un sous-corps de C contenant QQ, donc L est une extension de Q et C
est une extension de L.

3) Posons P:= {p+qv2;(p,q) € Q x Q}.
On montre que P est un sous-corps de R ; on a, en particulier,

-1 14 q
= — 2 P;
pour p+qv2#0, (p+gv?2) Ry p2_2q2\/_dans

donc R est extension du corps P.

4) Tout corps K est un sous-corps du corps K(X) des fractions rationnelles & coefficients
dans K ([13], Ch. 5), donc K(X) est une extension de K.

Définition 1.11. S étant une partie non vide d’un corps K, on appelle sous-corps de X
engendré par S, I’intersection de tous les sous-corps de K contenant S; ¢’est donc le plus
petit sous-corps de K contenant S.

Exemple 1.12. 1) Le sous-corps premier d’un corps K (Déf. 1.3) est le sous-corps de K
engendré par {0,1}.
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2) Soit {i} € C, o1 i> = —1; alors le sous-corps de C engendré par {i} est le corps
L:={p+gqi;(p,q) €QxQ}.

En effet, le sous-corps de C engendré par {i}, noté (i), est de caractéristique 0, donc
contient Q. On en déduit que L C (i). Or (i) est, par définition, le plus petit sous-corps de
C contenant I’élément i, par suite, (i) = L.

Notation : Le fait qu'un corps L est extension d’un corps K se traduit symboliquement
par la formule L:K.

Définition 1.13. Soit L : K une extension de corps. On suppose K C L; alors pour toute
partie non vide T de L, le sous-corps de L engendré par KU T est noté K(T) et appelé
extension de K obtenue par ’adjonction de 7 a K.

Cas particuliers : les notations sont celles de la définition 1.13.

1) PourT ={a},ou x € L, K(T) s’écrit K(a) et est dite extension simple de K, obtenue
par ’adjonctionde @ 2 K.

On note que si & € K alors K(a) =K.

2) Plus généralement, pour T = {Q;,@,,..., 0}, ou n € N* et les a;, 1 <i < n, sont
des éléments de L, K(T) est noté K(@,;, o, ..., 0) et appelé extension de K obtenue par
P’adjonction de @, 0,,...,0, 2 K.

Proposition 1.14. Avec les hypothéses et notations précédentes, pour n > 1, le corps
K(a,,0,,...,0) peut étre considéré comme [’extension de K obtenue par les adjonctions
successives de 0,0, .. .,0p; c'est-a-dire que :

K(ay, ) =K(0y)(0), K(0y, 0, 05) = K(ay, 0) (), - -
Ko, 0, 00) = K(0, 0, .., 0, )(0).
Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur n.
Supposons n = 2; les éléments « et &, étant, par hypothese, dans le corps L, d’apres la
définition 1.11, K(a;, @, ) est le plus petit sous-corps de L contenant K, ¢t et ¢,. Or on a
K(o) CK(o, ) eta, € K(a,0,), d’ ot

K(oy)(on) C Koy, ) CL.

Le corps K(a; ) () étant un sous-corps de L, contenant K, ; et 0, on en déduit que
K(ay,0) = K(04)(t,).
Supposons n > 2;si K(@;, ,,...,a,_,) est’extension de K obtenue par les adjonctions
successives de ., @, ..., ,_,, alors le raisonnement fait pour n = 2, permet de prouver
que
K(al’az>"‘ >an) = K(ahaz:" '7an_1)(a")7
d’ ot le résultat énoncé. O

Remarque 1.15. Compte tenu de sa définition (Déf. 1.13), 'extension K(0, s, .. ., Ox)
de K est indépendante de I’ordre dans lequel sont faites les adjonctions des ;,1 < i< n.
On a, en particulier

K(oy, o) = K(0)(0,) = K(o,) ().
Exemple 1.16. 1) C = {a+bi;(a,b) cRxR,iZ=—1} =R(i).

2) {p+4qi;(p,9) €QxQ,i=-1} =Q(i).

3) {p+9v2:(p,9) € QxQ} =Q(v2).
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Remarque 1.17. Les exemples ci-dessus sont des extensions simples, car du type K(o);
de plus, dans chacun des cas considérés, tout élément de K () s’exprime linéairement sur
K en fonction de . Ces exemples sont des cas particuliers d’extensions simples, comme
le montre le résultat général suivant.

Proposition 1,18, Soit L une extension d’un corps K ; alors, pour tout & € Lona

_ (@) f(X)
K(a) = {g(a) e GK(X),g(a)aéO}, 1.1

o K(X) désigne le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K.
Plus généralement, K(X,,X,,...,X,) étant le corps des fractions rationnelles & n indéter-
minées sur K, pour o,,0.,, ...,0n, dans L,n > 1,dans N, on a

f(ala%a"'aa’l)}

K o O) = , 12

(al?%? ?a") {g(al,%’.”,an) ( )
(X Xy X

ou E&:Jéﬁ;— EK(Xl,Xz,...,Xn) etg(al,az,...,a,,) #0.

Démonstration. On vérifie facilement que I’ensemble écrit au second membre de la rela-
tion (1.1) est un sous-corps de L contenant X et a, donc contenant le corps K(a).

o X .
D’autre part, dans L, tout élément j—;g—a%, ol % € K(X),g(a) # 0, appartient néces-
sairement au corps K(a), d’ot I’égalité (1.1).
De la méme fagon, on démontre la relation (1.2). O

Remarque 1.19, a) I! existe des extensions de corps qui ne sont ni simples, ni obtenues
par I’adjonction d’un nombre fini d’éléments, par exemple 'extension R : Q, ce que I’on
justifiera plus loin.

b) Une extension simple peut éventuellement se présenter sous une forme qui ne met pas
directement en évidence sa simplicité.

Montrons, par exemple, que Q(v/2,v/3) = Q(v2+/3).
On a d’une part,

V2+v3€Q(V2,V3) = Q(V2+v3) CQ(V2,V3).
D’autre part, vérifions que v/2 et v/3 appartiennent 2 Q(v/2 +v/3).

(V2+v3)?=5+2V6 = V6 € Q(vV2+3)
VE(V2+V3) =2v3+3v2 =2(vV2+V3) + V3,

d’ot v/3 € Q(v2+v/3) ; on en déduit que v2 € Q(v/2 +v/3) et par suite
Q(V2,v3) = Q(vV2+V3).

Définition 1.20. On dira qu’un corps K’ est un corps intermédiaire pour une extension
L:K,si KCK'CL.
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3. Degré d’une extension de corps

Etant donné une extension de corps L : K, en supposant K C L (Rem. 1.9, b)), on considére
le corps L comme un espace vectoriel sur K.

On rappelle que tout espace vectoriel a au moins une base ([26]) et que toutes les bases
ont le méme cardinal.

Notation : Le cardinal d’une base d’une extension L : K est noté {L: K].

Définition 1.21. Compte tenu des hypothéses ci-dessus, [L : K] est appelé degré de I’ex-
tension L : K (ou degré de L sur K).

Si L est de dimension finie sur K, on dit que L est une extension de degré fini sur X et
[L:K]=dimgL.

Si L est de dimension infinie sur K, on dit que L est une extension de degré infini sur K.

Onremarque que L=K <= [L:K|=1.
Théoréme 1.22. Quelles que soient les extensions de corps L: K etM :L,ona
M:K)=[M:L|L:K] (1.3

Démonstration. On suppose K C L C M(Rem.1.9,b}).
Soit {x;};; une base de L sur K et {y;} ., une base de M sur L, ol I et J sont des
ensembles non vides.

Montrons que {x;y;} (i.j)e1xs ©St une base de M sur K.
SoitzeM;z= Z O}y s oules & ; sont des €léments de L, nuls, sauf un nombre fini d’entre
j€d

eux (ce que I’on exprime aussi, en disant que les &; sont presque tous nuls dans L).

Pour tout j € J, o; = Z B;jx;, les éléments f3;; etant presque tous nuls dans K ; alors

z= Z Bijxy;, les B;; étant presque tous nuls dans K.
(i,j)EIxJ
On en déduit que la famille {x,y j} (ij)eIxs €St une partie génératrice de I’espace vectoriel
M sur K'; montrons que ¢’est aussi une partie libre sur K.
Supposons Z ;%Y ; =0, les ¢;; €tant presque tous nuls dans K.
(i,j)eIxd
On peut alors écrire
Z chj i
JjeJ iel

Or {y;} je, est une base de M sur L et pour tout j € J, ¥;, ¢;;x; € L; par suite,

icl l_] X

ch” i=0,VjeJ=¢;=0,V(i,j) eIxJ,
S

puisque {x;},, est une base de L sur K.

Ainsi la famille {x;y j} (i,j)cixs Estune partie libre et génératrice du K-espace vectoriel M,
c’est donc une base de M sur X.

D’ autre part, d’apres la théorie des ensembles ([8]), on a

card(I x J) = card(I) x card(J);

on en déduit la relation (1.3). 0
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Remargque 1.23. a) On écrira souvent [L: K] < oo, pour exprimer que ’extension L : K
est de degré fini.
b) Dans la relation (1.3),

M:K|<oo= [M:L<ocoet|[L:K]<eco.

D’une fagon générale, si deux des degrés qui figurent dans la relation (1.3) sont finis, le
troisiéme est fini et dans ce cas, les entiers [M : L] et [L : K] divisent I’entier [M : K].

Du théoréme 1.22, on déduit facilement le résultat suivant.

Corollaire 1.24. Soit L : K une extension de corps, de degré fini; si {K;},<;c,, r = 1, est
une famille finie, totalement ordonnée, de corps intermédiaires (Déf. 1.20), alors

KCK, CK,C...CK, CL implique
[L:K]=[L:K]K.: K _,]...[K; :K].

Remarque 1.25. Soit L : K une extension d’un corps et B = {x;},.; une base de L sur K ;
alors L peut toujours étre considéré comme obtenu par I’adjonction de B a K.
En effet, B C L et K C L, donc I’extension K(B), obtenue par I’adjonction de B a K, est
un sous-corps de L. D’autre part, tout x € L s’écrit, de fagon unique,
x= Z o.x;, les a; étant presque tous nuls dans K.
icl
Par suite, tout élément de L est dans K(B), on en conclut que L = K(B).
En particulier, si [L : K] =n € N* et si {x;}, ;. est une base de L sur K, alors
L=K(x,X;5,...,%Xz).

4. Isomorphismes d’extensions de corps

Rappels : a) Deux corps X et F sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme d’an-
neaux unitaires de K sur F.

b) Etant donné un corps K, une extension L : K est définie par la donnée d’un couple
(L,u), ot u est un plongement de K dans L.

Définition 1.26. Soit K et F deux corps isomorphes. On dira que les extensions L : K
et M : F, respectivement définies par les couples (L,u) et (M, v), sont isomorphes, s’il
existe un couple d’isomorphismes (4, ), respectivement, de K sur F et L sur M, tel que
le diagramme suivant commute :

L M

C’est-d-dire fou=voA. _
On dit alors, que le couple (4, 11) est un isomorphisme d’extensions de corpsde L: K
surM:F.
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Cas particuliers :
1) Si K C Let F C M, uet v étant alors, respectivement, les injections canoniques de K
dans Let F dans M, on a

Hou=vodA <= u/K=l.

2)SiK = F et A = idy, le diagramme commutatif devient :
K

L

d’outou=v.
Si de plus, u et v sont les injections canoniques, alors

Bou=v &= W, =idg

et dans ce cas, on dit que u est un K-isomorphisme de L sur M.
Les corps L et M sont alors K-isomorphes (dans certains ouvrages, on dit que les corps
L et M sont conjugués sur K).

5. Exercices

1. Soit K = {0,1, o, B} un ensemble de quatre éléments distincts, muni d’une addition et
d’une multiplication, respectivement définies par les tables suivantes :

+]0 1 o B x|0 1 a B
00 T a B 0/0 0 0 O
111 0 B o 110 1 a B
aja B 0 1 |0 a B 1
Bl|B a 1 0 B0 B 1 «

Vérifier que X est un corps. Quelle est la caractéristique de K7
A désignant le sous-corps premier de K, quel est le degré de K sur A? Montrer que
K=A(a)=A(B).

2. Un corps de cardinal infini peut-il contenir un sous-corps fini ?
3. Etant donné a € C, que peut-on dire de I’extension R(a) de R?

4, Déterminer les sous-corps de C, respectivement engendrés par :
{013 {0y {iv2h {v2,Vv3} R

5. Soit A un domaine d’intégrité. On suppose que A contient un sous-corps F.
1°) Vérifier que A est un F-espace vectoriel.
2°) On suppose A de dimension finie sur F.
Soit a # 0 dans A ; montrer que I’application
t;: A — A telle que 7,(x) = ax, quel que soitx € A,
est un F-automorphisme de A.
En déduire que A est un corps.
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6. Soit L une extension d’un corps K telle que [L: K] = p € N*.
Montrer que si p est un nombre premier, alors L est une extension simple de K.

7. K étant un corps, on considére le groupe multiplicatif K* et, quel que soit
n € N*, I’application

¢n: K* — K*
x—x"
1°) a) Vérifier que ¢, est un endomorphisme du groupe K* et que

0n st un automorphisme <= K* = K*",

ou K* = {x";x € K*}.
b) Soit H un sous-groupe du groupe K*; montrer que

o.(H)=K*=— H =K".
2°) Si K =R, pour quelles valeurs de n € N*| I’endomorphisme ¢, est-il un automor-

phisme du groupe R*?

8. Soit A un anneau unitaire ; une application d : A — A est appelée une dérivation de
A, si quels que soienta et b dans A,

i) d(a+b)=279(a)+3d(b);
ii) d(ab) = ad(b) +d(a)b.

1°) J étant une dérivation d’un anneau unitaire A, calculer d(0) et 9(1).
Vérifier que I’application nulle de A est une dérivation, que I’on appellera la dérivation
nulle de A.
2°) Si K est un corps, vérifier que I’application
K[X] — K[X]
FX)— f(X),

ob f/(X) est le polyndme dérivé de f(X), est une dérivation de I’anneau K[X].
3°) A étant un anneau unitaire et commutatif, on pose

M(A)={(g Z) : (a,b)eAxA}.

a) Vérifier que M(A) est un sous-anneau unitaire de I’anneau M, (A) des matrices car-
rées d’ordre 2 sur A.
b) Etant donné une application d : A — A, on considére

piA— M(A)
(g 7).

Démontrer que J est une dérivation de A si et seulement si 4 est un morphisme d’an-
neaux unitaires.



10 Chapitre premier. Notion d’extension de corps

4°) On suppose que A est un domaine d’intégrité ([13], Déf. 1.21.) et on note F son
corps de fractions ([13], Déf. 5.2.).
Etant donné une dérivation d de A, on considére I’application

A:A— M(F)
a d(a)
o ( a ol ) ,
On note € I’injection canonique de A dans F.
a) Prouver qu’il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires
W:F— M(F)telquepgoe=A4.

En déduire qu’il existe une unique dérivation d de F qui prolonge 9 (c’est-d-dire que
d,, =9d).
/A

b) Pour tout g € F, expliciter ’expression de d( g) en fonction de d(a) et J(s).

9, Construction de R a partir des suites de Cauchy de Q (Voir un cours de 1¢” cycie).
Rappel de définitions : Q. désigne I’ensemble des nombres rationnels strictement po-
sitifs.

a) Une suite u = (un),y € Q" converge dans Q et lim =a€Q,
si VeeQy,3N.eNt.g n>N, =|u,—alle
b) Une suite u = (un),.y € Q" est une suite de Cauchy de Q, si
VeeQ,IN;eNt1.q. (m>Ng,n>Ng) =>| up—um |[< €.
¢) Une suite u = (un),cn € QN est dite bornée dans Q, s’il existe M > 0 dans Q tel
lun |KM, VneN.
1°) a) Prouver que toute suite u = (Un),cn € QN convergente dans Q est une suite de
Cauchy de Q.
La réciproque est fausse : voir 3°), ¢).
b) Montrer que toute suite de Cauchy de @ est bornée dans Q.
2°) Soit € I’ensemble des suites de Cauchy de Q; ona € c QN.
a) Montrer que, quels que soient & = (un),cn €t V = (Vn), ey dans €, on a
U+v:=(Un+vn), ey €C et uv:= (Unva),en € C.
En déduire que € est muni d’une structure d’anneau unitaire commutatif, dont on pré-
cisera 1’élément nul et I'élément unité.
b) Prouver que ’ensemble €, des suites de Cauchy de @ qui convergent vers 0 forme
un idéal de I’anneau € ([13], Déf. 1.42).
3°) a) Démontrer que 1’anneau quotient ([13], Déf. 2.27) €/C, est un corps. Ce corps
est appelé corps des nombres réels.
b) En identifiant tout élément g € Q A la suite constante égale a g, montrer que Q
s’identifie & un sous-corps de R.

. 1 .
¢) Démontrer que la suite u = (up)n telleque VreEN, u, = — est une suite de Cauchy
n!
non convergente dans Q.

1
En conclure que le nombre réel e défini par la suite (;) n’est pas un nombre ra-

neN
tionnel ; on dit que e est irrationnel.
e est le nombre de Néper.



Chapitre 2
Extensions algébriques - Extensions transcendantes

Les notions de racine et d’ordre de multiplicité d’une racine d’un polyndme 2 une in-
déterminée sur un corps K sont supposées connues, ainsi que les propriétés de 1’anneau
K[X]([13},Ch. 4 et 5).

Remarque 2.1. Si L : K est une extension de corps telle que K C L, alors tout polyndme
de K[X] peut étre considéré comme un polyndme de L[X].

1. Elément algébrique, élément transcendant

Définition 2,2, Soit L une extension d’un corps K, & un élément de L et K(at) I’extension
de K obtenue par I’adjonction de a.

1) L’élément « est dit algébrique sur K, s’il existe un polyndéme non constant f(X), dans
K[X], tel que f(a) =0.

Dans ce cas, on dit que K(a) est une extension simple, algébrique de K.

2) L’élément o est dit transcendant sur X, si ¢ n’est pas algébrique sur K, donc, si

Vf(X) € KIX]\K, f(@) #0.
On dit alors que K (o) est une extension simple, transcendante de K.

Remarque 2.3. Les notations étant celles de la définition 2.2,
a) Tout élément o de K est algébrique sur K, puisqu’il est racine du polynéme X — o.
b) Si & est algébrique sur K, alors o est algébrique sur tout corps F contenant K, puisque
tout polyndme de K[X] est un polyndme de F[X].
¢) a # 0 dans L est algébrique sur K si et seulement s’il existe un nombre fini d’éléments
dans K, ay,a,,...,a,(n > 1) tels que a; # 0, les a; non tous nuls, pour 1 <i<n, et
Y ao'=0.
0<i<n

Proposition 2.4. Soir L : K une extension de corps ; a tout a € L on associe I'application
6 : K[X] — L
f(X) — f(a).

6y, est un morphisme d’anneaux unitaires ; on pose K[| :=Im8y, ; alors
K|a] est un domaine d’intégrité et

Oy est non injectif < « est algébrique surK. 2.1
By estinjectif <= o est transcendant sur K. 2.2)
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Démonstration. On vérifie facilement que 8, est un morphisme d’anneaux unitaires ;
K[a] = Im 6, est un sous-anneau unitaire du corps L, c’est donc un domaine d’intégrité
(D.L).

6, non injectif <= Ker8, # {0},
<= Jf(X) e K[X]\ {0} tel que f(ax) =0,
<= q algébrique sur K.

En prenant la contraposée de (2.1) on obtient le résultat (2.2), d’od

o transcendant sur K <= K[a] ~K[X]. O

2. Extensions simples, transcendantes

Théoréme 2.5. Toute extension simple, transcendante K(a) : K est K-iso-morphe a l'ex-
tension K(X) : K, oi K(X) est le corps des fractions rationnelles a une indéterminée sur
K.
Plus précisément, il existe un isomorphisme | de K(X) sur K(o) tel que

W= idgetpp(X)=o.
Démonstration. Par hypothése, quel que soit f(X) € K{XJ\K, ona f(a) #0. Or, d’aprés
la proposition 1.18,

_ S fX) :
Kie) = { o) € K00 8@ £0f:

par suite, I’hypotheése implique
K(a) = {q(@); g(X) € K(X)}.
On vérifie alors facilement, que I’application
un:K(X)— K(a)
4(X) — g(@)

définit un isomorphisme du corps K(X) sur le corps K(o), vérifiant g K= idy et
HX)=o. O

Corollaire 2.6. Deux extensions simples, transcendantes d’un corps K sont K-isomor-
phes.

Ce résultat est une conséquence directe du Th. 2.5.

Proposition 2,7. Si K(«) est une extension simple transcendante d’un corps K, alors
K(a) est le corps des fractions du domaine d’intégrité K|} (Cf. Prop. 2.4).

Démonstration. L élément « étant trranscendant sur K, d’aprés la Prop. 2.4 et le Th. 2.5
ona

Kla] = {f(a); f(X) € K{X]} ~ K[X];
K(a) = {q(a); q(X) € K(X)} ~ K(X).

Or K(X) est le corps des fractions du domaine d’intégrité K[X] ([13], Ch. 5), on en déduit
que K(o) est le corps des fractions du domaine d’intégrité K[a]. O
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3. Extensions simples, algébriques

Rappel ([13], Ch. 4 et 5) : L’anneau K[X|] des polynOmes 2 une indéterminée sur un corps
K est euclidien, c’est donc un domaine principal (D.P.) et un anneau factoriel. De plus,
pour tout idéal non nul I de K[X], il existe un unique polyndme unitaire qui engendre I
([13], Cor. 4.37).

A. Caractérisation des extensions simples, algébriques

Théoréme 2.8. Erant donné une extension de corps L : K, si & est un élément de L,
algébrique sur K, alors
1) Il existe un unique polynome p(X) unitaire et irréductible dans K[X| tel que

(f(X) € K[X]\ {O}et f(@) =0) <= p(X)|f(X) dans K[X]. 23)
2) L'extension simple K () vérifie I'égalité
K(a) ={f(a); f(X) € K[X]}. 24
3) [K(@):K]=degp.

Démonstration. 1) L’élément « étant fixé, considérons le morphisme 8, défini dans la
Prop. 2.4 et posons, pour cette démonstration, 6 := 65. Ona

Ker8 = {f(X) € K[X]; f(a) = 0} (2.5)
Kla] :=Im8 = {f(a); f(X) € K[X]}. 2.6)

Ker 6 étant un idéal propre et non nul de K[X] (Prop. 2.4), il existe un unique polyndme
unitaire p(X ), non constant dans K[X] qui engendre Ker 8; on peut écrire Ker 6 = (p(X)).
En appliquant le premier théoréme d’isomorphisme relatifs aux anneaux unitaires, com-
mutatifs ([13], Th. 2.34), on obtient

K[X)
(p(X))

K[a] est un domaine d’intégrité (Prop. 2.4)), par suite p(X) est un élément premier, donc
irréductible dans I’anneau factoriel K[X] ([13], Ch. 5) ; alors

Klo] ~ 2.7

(f(X) € Ker& (= (p(X))) et f(X) #0) <= p(X)|f(X)dans K[X]. ~ (2.8)

2) K[X] étant un D.P, I'idéal premier, non nul, Ker6 = (p(X)) est maximal ([13], Th.
2.66), par suite, 1'isomorphisme (2.7) implique que K[| est un corps, donc un sous-corps
de L contenant X et .
Or, par définition, I’extension simple K (o) est le plus petit sous-corps de L contenant K
et a,d’ ou

K(a) CKla].
D’autre part, pour tout f(X) dans K[X], on a f() dans K(a) (Prop. 1.18); on en déduit
I’égalité

K () = Ko,
d’oli le résultat 2) du théoréme 2.8.
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3) Posons d := deg p; dans K[X]\ K, p(X) est le polynOme wunitaire, de plus petit degré
tel que p(a) =0 ([13}, Cor. 4.37).

11 en résulte que, dans le K-espace vectoriel L, les éléments 1, a, az,....o
rement indépendants.

En effet, puisqu’aucun polyndme de K{X|\ K, de degré strictement inférieur 2 d, n’est
annulé par @, dans L, on a

4-1 gont linéai-

( Y ba'=0,beKVi(0<i<d-1))= (b;=0,Vi(0<i<d-1)).
0<i<d—1
D’autre part, soit f(X) un polyndme de K[X], tel que f(a) # 0. La division euclidienne
de f(X) par p(X) dans K[X] ([13], Th. 4.33) entraine I’existence de g(X) et r(X), uniques
dans K[X], tels que

fX)=pX)q(X)+r(X), degr < degp.
En tenant compte du résultat 1) obtenu précédemment, on a

fl@) #0 = p(X) t f(X), donc r(X) #0.
fl@) = p(a)g(@) + r(a) = f(a) = r(a), alors

degr<d-1=f(a)= Y ba' oub ek, Vi(0<i<d-1).
0<i<d—1

Ainsi, dans le K-espace vectoriel K(a) = K[a], {af,0 < i < d — 1} forme une famille
libre et génératrice, donc une base, d’ou

[K(a):Kl=d=degp. O

Définition 2.9. Etant donné une extension de corps L: K et un élément & € L, algébrique
sur K, 'unique polyndme p(X), unitaire et irréductible de K[X], associé & a dans le
Th.2.8 est appelé le polynéme irréductible de o sur X. On écrira

pX)y=Irrg(a,X} ou p=Irrg(a).

Remarque 2,10, Les hypothéses étant celles du Th. 2.8 :

a) Dans certains ouvrages, le polyndme Irry(c) est appelé le polyndme minimal de o
sur K.

b) La preuve du Th. 2.8 montre que tout x € K(a) s’écrit de fagon unique

x= Y bo, oub ek, Vi(0<i<d-1).
0<i<d-1

Le théoréme suivant constitue une réciproque du Th. 2.8.

Théoréme 2.11. K étant un corps, soit p(X) un polynéme unitaire et irréductible de
K[X]; il existe alors une extension simple K(@) : K telle que o est algébrique sur K
etIrry(a,X) = p(X).

Démonstration. K[X| étant un anneau factoriel ([13], Ch. 5), le polyndme irréductible
p(X) est un élément premier, non nul, de K[X] ([13], Th. 5.89).

Mais K[X] étant de plus un D.P. ([13], Th. 4.36), 1’idéal premier, non nul, (p(X)) est
maximal dans K[X] ({13], Th. 2.66), par suite ([13], Th. 2.62),

K[x]

P =0

est un corps.
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Soit u I’injection canonique de K dans K[X] et 7 la surjection canonique de K[X] sur F.
7 o u est un morphisme d’anneaux unitaires de K dans F, donc un monomorphisme de K
dans F. On en déduit que F est une extension de K telle que tout a € K peut étre identifié
a son image par T ou.

Dans F, posons o := 7 (X) ; alors

F={n(f(X)); f(X) e K[X]} = {f(a); f(X) € K[X]} 29

De plus, z(p(X))=0= p(a)=0,
donc I’élément @ de F est algébrique sur K.
Compte tenu du Th. 2.8, la relation (2.9) implique F = K(a) ; ainsi F est une extension
simple, algébrique de K et le polyndme p(X) étant, par hypothése, unitaire et irréductible
dans K[X],

p(a) =0 = p(X) =Irrg(e,X). O

Les théorémes 2.8 et 2.11 ont pour conséquence le résultat suivant.

Corollaire 2,12, Toute extension simple, algébrique d’un corps K est isomorphe & un
Kix]
(p(X))

corps de la forme , olt p(X) est un polyndme unitaire et irréductible de K[X|.

B. Exemples d’extensions simples, algébriques

Exemple 2.13. C =R(i) (Exemple 1.16); ona Irri(i,X) =X2+1, donc [C:R]=2
R[X]

(X2+1)

[C:R]=2 implique que tout z € C s’écrit de fagon unique z = a + bi, ot a,b sont dans

R.

et C~

Exemple 2.14. Soit p(X) := X> — 2 dans Q[X]. On sait que le polyndme p(X) est irré-
ductible sur Q; v/2 étant la racine cubique réelle de 2, on a

QX]
(X?-2)

Irrg(V2,X)=X2-2, Q(V2)=~

par suite, tout élément x € Q(+v/2) s’écrit de fagon unique :
x= a+b\3/§+c(\3/§)2, a,b,c dans Q.

Exemple 2.15. Soit p(X) = X?+X + 1 dans Q[X] C R[X]. Le polynéme p(X) est ir-

-1+
réductible sur Q et sur R ; ses racines dans C sont __21\L57 ot 2 = —1. Ce sont les
racines cubiques complexes de 1, notées j et j2 ; alors,
. 2 . Q[x] .
= C ~ o - : =
Q)=QU)&C, Q) Trx 1)’ Q) :Q]=2,

d’ou  Q(j) = Q(i) ;cependant, Q(j) ={a+bj; a,bdans Q} # Q(i).

R(j) =R() = i)

~wrix 1) RU):RI=2=R()=R() =C.
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C. Extensions simples, algébriques, isomorphes

Théoréme 2.16. Soit L : K une extension de corps et o, B des éléments de L, algébriques
sur K, tels que
Irr (0, X) =Irrg(B,X);

alors les extensions K() : K et K(B) : K sont isomorphes (Déf. 1.26).
Plus précisément, il existe un isomorphisme | : K(ot) — K(B) tel que p K= idy et
n(a)=p.
Démonstration. Posons p(X) :=Irrg(a,X) = Irry(B,X); d’apres la preuve du Th. 2.8,

KX
les corps K(a) et K(B) sont K-isomorphes au corps X

(p(X))
K(a): K et K(B) : K sont isomorphes .
Posons d = deg p; tout x € K(at) (resp. y € K(B)) s’écrit de fagon unique (Th. 2.8) :

x= Y a0 (resp. y= Y bp),

0<i<d—1 0<i<d—1

, par suite les extensions

ou pour touti(0 <i<d—1,)a; et b; sont dans K.
L’ application
1 :K(a) — K(B)

Y ao— ) Gp

0<i<d-1 0<i<d—-1

est alors un morphisme d’anneaux unitaires, donc injectif ; la définition de u implique sa
surjectivité, par suite 1 est un isomorphisme ; de plus,

Remargue 2.17. En notant, respectivement, u et v les injections canoniques de K dans
K(a) et K(B), le Th. 2.16 exprime que le diagramme suivant commute :

K

K() a K(B)

Définition 2.18. Etant donnés des éléments @ et B appartenant & une extension d’un corps
K et algébriques sur K, on dira que @ et 8 sont conjugués sur K, si

Irrg (o) =1Irr(B).

Exemple 2.19. On considére le polyndme p(X) = X> — 2, unitaire et irréductible sur Q
(Exemple 2.13).
Ses racines v2 € R, jv/2, et j2+v/2, ot j> = 1 dans C, sont deux 2 deux conjuguées sur
Q (Déf. 2.18).
Les trois extensions simples de @@, obtenues par I’adjonction de chacune des racines de
p(X), sont deux a deux Q-isomorphes (Th. 2.16). On note cependant que Q(\/_ ) est un
sous-corps de R, alors que Q (j V2) et Q(j2V2) sont dans C et de plus

=1 = Q(jV2) = Q(;2V2).
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Remarque 2.20. D’aprés le Th. 2.16, si des éléments & et B sont conjugués sur un corps
K (Déf. 2.18.), alors les extensions simples K(a) et K(B) sont K-isomorphes, mais la
réciproque de cette propriété est fausse (Voir Exemple 2.15 et les Ex. 4., S., 6. de ce
chapitre).

La définition suivante est justifiée par les théorémes 2.11 et 2.16.

Définition 2.21. K étant un corps et p(X) un polyndme irréductible et unitaire de K[X],
on appellera corps de rupture de p(X) sur K, toute extension simple K (o) de K telle que
Irrg(o,X) = p(X).

Remarque 2.22. :
a) Un corps de rupture d’un polyndme irréductible et unitaire de K[X] est défini 2 un
K-isomorphisme prés (Cf. Th. 2.11 et 2.16).
b) Etant donné un polyndme ¢(X), irréductible de K[X}, on pourra toujours supposer
qu’il est unitaire.
En effet, si g(X) a un coefficient directeur a # 1, comme a est non nul, il est inversible
dans K et le polyndme p(X) = a~! g(X) est unitaire et irréductible sur K ; de plus, pour &
appartenant & une extension de K, on a

p(a) =0 < g(a) =0.

Rappel ([13], Ch. 4) : Pour une extension de corps L : K, tout plongement 1 : K — L se
prolonge en un morphisme injectif d’anneaux unitaires A tel que

A:K[X] — LX) .
Y ax'— ¥ Afa)X.

0<i<n 0<i<n
De plus, si A est un isomorphisie, il en est de méme pour A.

Le théoréme suivant généralise le théoréme 2.16.

Théortéme 2.23. SoitL: K et L' : K’ des extensions de corps, out 'on suppose que K et K’
sont isomorphes.
Etant donné un isomorphisme A de K sur K', si a € L et B € L' sont, respectivement,
algébriques sur K et sur K' et tels que

A(Irrg(o, X)) =1Irrg(B,X),
alors les extensions K(o) : K et K'(B) : K’ sont isomorphes et il existe un isomorphisme
U de K(a) sur K'(B) tel que

By=4 e pla)=4.

Démonstration. Soit u et v les injections canoniques, respectivement, de K dans K (o) et
de K’ dans K'(B).
A étant un isomorphisme de K sur K’, 1 est un isomorphisme de K[X] sur K’[X], par suite

les polyndmes Irrg (o, X) et Irr,,(B,X) ont le méme degré, que I'on noterad ; on vérifie
alors, que I’application

p:K(or) — K'(B)
ao— Y Aa)B’

0<i<d-1 0<i<d-1

est un isomorphisme tel que Hix = A et ula)=g. 0
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Remarque 2.24. a) En prenant K’ =K et A = id /x dans le Th. 2.23, on retouve le Th.
2.16.

b) Compte tenu du Th. 2.23, si u et v sont les injections canoniques, respectivement, de K
dans K(a) et de K’ dans K'(B), alors le diagramme suivant commute.

A,

K K
U 1%
K(0) —— K'B)

4. Extensions algébriques, extensions transcendantes

Définition 2.25. Une extension L d’un corps K est dite algébrique sur K, si tout élément
de L est algébrique sur K (Dé€f. 2.2).

Dans ce cas, on dit que I’extension L : K est algébrique.
Théoréme 2.26. Toute extension L de degré fini sur un corps K est algébrique sur K.

Démonstration. Posons [L: K] =ne€ N* etsoit o € L.

Dans le cas ou & € K, alors @ est algébrique sur K (Rem. 2.3).

Supposons n > 1 et & € L\ K ; I’ensemble {¢; i € N} forme nécessairement une famille
liée dans le K-espace vectoriel L ; par suite il existe un entier » > 1 et des éléments
a;,0 <i < r, non tous nuls dans X tels que

) a0’ =0.

0<i<r
L’élément o est donc algébrique sur K (Rem. 2.3). ]

Corollaire 2.27. Toute extension simple, algébrique d’un corps K (Déf. 2.2) est une ex-
tension algébrique de K.

Démonstration. Si K(a) est une extension simple, algébrique de K, alors K(ox) est de
degré fini sur K (Th. 2.8), donc est une extension algébrique de K (Th. 2.26). O

Remarque 2.28. La réciproque du Th. 2.26 est fausse (Voir Ex. 14, 2 1a fin du chapitre).

Théoréme 2.29. Une extension L : K est algébrique et de degré fini si et seulement si L
est obtenu par U'adjonction a K d’un nombre fini d’éléments algébriques sur K.

Démonstration. Supposons L algébrique sur K et [L: K] = n € N*. Soit {x;,x,,...,%,}
une base de L sur K; alors, d’apres la Rem. 1.25,0n a L = K(x,x,,...,x,) et I’extension
L : K étant algébrique, chaque x;,1 < i < n, est algébrique sur K.

Réciproquement, considérons L = K(@;;, 0, ..., ), oit n € N* et chaque o,

1 <i< n,est algébrique sur K.

D’apres la Prop. 1.14, L peut €tre obtenu par les adjonctions successives des ¢, 1 <i < n.

a, algébrique sur K = [K(@;;) : K] < o
a, algébrique sur K = a, algébrique sur K(o,)
= [K(oy, o) : K(0)] < oo.
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Raisonnons alors, par récurrence sur 7, en supposant, pour tout i(2 <i<n-—1),
K(ay,...,04) : K(0ty,..., 0 )] < oo

alors, @, algébrique sur K = o, algébrique sur K(oy,...,0, ),
dott  [K(0ty,...,00)  K(0y,...,0,_ )} <o

et en appliquant le Cor. 1.24, on obtient :
L:K}=[K(ay,...,0) : K(0y,...,0,_)]...[K(0)) : K] <ee. [

Théoreme 2.30. Soit L : K une extension de corps de degré fini; alors L est une exten-
sion simple de K, si et seulement si Uextension L : K n’a qu’un nombre fini de corps
intermédiaires (Déf. 1.20).

Démonstration. 1°7 cas : le corps K est de cardinal infini.
a) Posons [L: K] = n > 1 et supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de corps intermé-
diaires. Pour tout a € L, on a 1 < [K(a) : K] < n; considérons a € L tel que [K(at) : K]
soit maximal et montrons que L = K(at).
Supposons K(o) & L il existe alors B € Ltel que B & K(a).
Pour tout x € K, K(a + B x) est un corps intermédiaire pour ’extension L : K ; mais le
corps K étant, par hypothése, de cardinal infini, nécessairement, certains de ces corps
coincident. Supposons x et y dans X tels que
x#y et K(a+Bx)=K(a+pBy),
alors ((a+Bx) et (0+By) dans K(a+ Bx))=> B(x—y) € K(o+ B x).
Par suite, (xetydans K(a+Bx)etx#y)=— B € K(a+Bx),
(aetBdans K(a+ Bx)et & K(a))=> [K(a+Bx):K]>[K(x):K],

ce qui contredit la maximalité de [K(c) : K], donc L = K(¢x).

b) Supposons L extension simple de K ; soit L = K(ot). D’apres le Th. 2.26,
[L: K] < oo => ¢ algébrique sur K.
Soit F un corps intermédiaire pour 'extension L: K; on a
KCFCL=K(a)

et [K(o):K] <oo= [K(x):F] <o = o algébrique sur F.

Posons g(X) :=Irrp(t,X) et r:=degq; alors,
KCFCK(a)= F(a)=K(a),
d’'olt r=degq=—r=[F(a):F]=[K(a):F].

En supposant g(X) =X"+a, X""'+---+a,X +a, dans F[X],ona

K CK(apay,...,a,_) CF et g(X)€K(ay,ay,...,a,_)[X].

Le polyndme g(X), unitaire et irréductible dans F[X], est encore unitaire et irréductible
dans K(ag,a,,...,a,_;)[X] C F[X], par suite

g(a) =0= [K(ay,a,,--.,a,_,)(a) : K(ay,a,,...,a, ;)] =r.

K CK(ay,ay,...,a,_,) CF CK(a) = K(ay,a,,...,a,_;)(a) =K(a),

d’on [K(a):K(agy,ay,...,a,_;)] =r ; alors I'égalité

[K(a):K(ay,ay,...,a,_))] = [K(a): F][F : K(ay,ay,...,a,_,)],
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entraine [F : K(agy,ay,...,a,_;)] =1, donc F =K(ag,a,,...,a,_,).
Ainsi, le corps F est déterminé par le polynéme q(X) = Irrg(a,X).
Soit p(X) := Irry(a,X) considéré dans F[X] ; on a alors,
p(a) =0=¢(X) | p(X) dans F[X] ;
et le polyndme p(X) n’ayant qu'un nombre fini de diviseurs irréductibles dans F[X], on
en conclut qu’il n’existe qu’un nombre fini de corps intermédiaires F, pour I’extension

simple donnée K() : K.

2¢me cas : K est un corps fini (voir, Ch. 4).

Le Th. 2.30 est vrai car, d’une part (Th. 4.1),
(|IK|<eet[L:K]=n<eo)=>|L|=|K|",

donc L est un corps fini et I’extension L : K n’admet qu’un nombre fini de corps intermé-

diaires (Th. 4.8).

Nous verrons d’autre part, que toute extension de degré fini d’un corps fini est une exten-

sion simple (Th. 4.12, Rem. 4.14). O

Théoréme 2.31. Soit L: K et M : L des extensions de corps ; alors
(L:KetM:L algébrigues) => M : K algébrique.

Démonstration. Les extensions L : K et M : L étant algébriques, démontrons que tout
élément 8 de M est algébrique sur K.

Par hypothese, B est algébrique sur L, donc il existe un nombre fini d’éléments, non tous
nuls dans L, by, b,,...,bm, tels que

Y bpi=o. (2.10)

0<i<m

Or, pour tout i, 1 <i < m, b, est algébrique sur K, donc F := K(b,b,,...,bm) est une
extension algébrique et de degré fini sur K (Th. 2.29). On déduit de la relation (2.10), que
I’élément B est algébrique sur F, d’ob [F(B) : F] fini, et

[F(B): F][F : K} = [F(B) : K] <o,
entraine B algébrique sur K (Th. 2.26). 0

Remarque 2.32. La preuve du Th. 2.31 montre qu’étant donné des extensions de corps
L:KetM: L, pour B dans M, on a

(L : K algébrique et B algébrique sur L) = B algébrique sur K.

Définition 2,33, Une extension L d’un corps K est dite transcendante sur X, si elle n’est
pas algébrique sur K; autrement dit, s’il existe au moins un élément ¢ € L transcendant
sur K (Déf. 2.2).

Exemple 2.34. 1l est connu que les nombres réels 7 et e sont transcendants sur Q (en
voir une preuve dans I’App. B de ce livre) ; on en conclut que les corps R et C sont
transcendants sur Q.

Remarque 2.35. Les nombres 7 et e ne sont pas les seuls nombres réels transcendants

sur Q ([28]).
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Proposition 2.36. Soit L : K une extension de corps.
1){a €L et « transcendant sur K) < [K(a):K] infini.
2)L transcendant sur K = [L: K} infini.

Démonstration. 1) D’apres les théoremes 2.26 et 2.8,
[K(ax) : K] < oo <= o algébrique sur K.

La contraposée de cette relation donne le résultat 1) de la Prop. 2.36.
2) Si L est transcendant sur K, alors il existe un élément & € L transcendant sur K, donc
[K(cx) : K] est infini, par suite (Th. 1.22),

[L:K]=[L:K(a)][K(e) : K] => [L: K] infini. O

Remarque 2.37. La réciproque de la propriété 2) de la Prop. 2. 36 est fausse. Il existe
des extensions algébriques de degré infini (Ex. 14, 2 la fin du chapitre.).

5. Construction par la regle et le compas

Nous abordons le probléeme de la construction par la régle et le compas, comme applica-
tion des propriétés élémentaires des extensions de corps.

Cette question préoccupait déja les Grecs de I’ Antiquité. En effet, la droite et le cercle
étaient, selon Platon, les seules figures géométriques parfaites. Aussi, les géometres de
son époque accordeérent une grande importance aux constructions géométriques possibles
avec la reégle et le compas.

Certes, ces deux instruments permettent d’effectuer de nombreuses constructions, les plus
fondamentales étant : la construction de 1a médiatrice d’un segment, de la bissectrice
d’un angle, de droites paralléles a une droite donnée, d’olt la division d’un segment en un
nombre quelconque de segments égaux.

Cependant, trois célébres problémes résisterent a ’ingéniosité des géometres de la Gréce
Antique :

1) la duplication du cube : construire un cube ayant un volume double de celui d’un cube
donné.

2) la trisection de I’angle : partager un angle quelconque en trois angles égaux.

3) la quadrature du cercle : construire un carré ayant une aire égale a celle d’un cercle
donné.

Grace a leurs connaissances déja trés étendues, les géometres grecs avaient bien pressenti
Uimpossibilité d’effectuer, par la régle et le compas, les trois constructions en question,
mais ils n’avaient pas a leur disposition, la méthode de formulation algébrique permettant
d’en donner une preuve rigoureuse.

A. Méthode de formulation algébrique

La méthode consiste & traduire algébriquement le probléme géométrique de la construc-
tion par la régle et le compas.

On suppose connues les propriétés élémentaires de la géométrie affine euclidienne clas-
sique ([25]).
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1/ Point constructible par la régle et le compas

Nous considérons le probléme de la construction par la régle et le compas dans le plan af-
fine euclidien R?, muni d’un repére orthonormé Oxy. Tout point de R? est alors déterminé
par ses coordonnées (x,y).

D’une fagon générale, résoudre un tel probléme consiste i construire un certain nombre
de points 2 partir d’un ensemble P, de points donnés, dans le plan R2.

Exemple : Construire lec milieu d’un segment P, P,; I’ensemble des points donnés est alors
Po={P,R}.

La construction, par la régle et le compas, d’un point M a partir de P,,, résulte d’un nombre
fini d’opérations 1 ou 2, dites élémentaires et définies comme suit :

Opération 1 : Tracer la droite passant par deux points de P,,.

Opération 2 : Tracer le cercle dont le centre est un point de P et dont le rayon est égal a
la distance de deux points de P,

Définition 2.38. Tout point d’intersection de deux droites ou cercles obtenus par les opé-
rations €lémentaires 1 ou 2 sera dit construit en une étape & partir de P,,.

Définition 2.39. Un point M du plan R? sera dit constructible 3 partir de P, s’il existe
une suite finie de points M, M,,..., M, = M tels que, pour tout i (1 < i < n), le point M,
est construit en une €tape a partir de I’ensemble des points de P, U {M,,M,,... .M, ,}.

Exemple 2.40. Construction du milieu d’un segment P, P,.

On a P, = {P,,P,}. Les opérations élémentaires sont les suivantes :

1) Tracer la droite P, P, (op. 1).

2) Tracer le cercle de centre P, de rayon égal 2 la distance des points P, P, (op. 2).

3) Tracer le cercle de centre P,, de rayon égal a la distance des points P, P, (op. 2).

Soit M, et M, les points d’intersection des deux cercles précédents.

4) Tracer la droite M\M,, (op. 1)

Le point d’intersection M, des droites P, P, et M, M, est alors le milieu du segment P, P,,
puisque la droite M, M, est la médiatrice du segment P, P,.

2 / Formulation algébrique

On conserve les mémes notations que précédemment.

On désigne par K, le sous-corps de R engendré par I’ensemble des coordonnées (x, y) des
points de P,,. Le corps K|, est nécessairement de caractéristique 0, donc contient Q; par
suite, K, est I’extension de Q obtenue par 1’adjonction des coordonnées des points de P,,.
Etant donné un point M du plan R?, résultant des constructions successives de points

M ,M,,...,M, =M, pour tout i (1 < i< n) on note (x;,y;) les coordonnées de M, et on
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définit le corps K; tel que
K, =K;_(x,,)-
On obtient ainsi la chaine d’extensions de corps

QCK,CK, C...CK.CR. 2.11)

Lemme 2.41. Avec les notations précédentes, pour tout i (1 < i < n), les nombres réels
x; et y; sont racines de polynomes de K;_, [X|, de degré 1 ou 2.

Démonstration. Trois cas sont & considérer pour la construction du point M; a partir de
I'ensemble PyU{M,,M,,...,M,_,}. En effet, le point M; est 'intersection, soit de deux
droites, soit d’une droite et d’un cercle, soit de deux cercles.
Etant donné deux points distincts A et B dans le plan affine R?, dont les coordonnées
respectives (a,d’), (b,b’) sont dans K;_,, I’équation de la droite AB, dans le repere Oxy,
est ([251)
x—a y-—a
b—a bV-d’
Etant donné un point C dont les coordonnées (c,¢’) sont dans K; |, si r est la distance de
deux points de Py U {M|,M,,...,M;_,},alors re K;_, et1’équation du cercle de centre
C et de rayon r est

(2.12)

(x—c)*+(y—-Cc)=r~. (2.13)

L’équation (2.12) montre que si M; est I'intersection de deux droites, alors ses coordon-
nées x; et y; sont, chacune, solution d’une équation de degré 1, a coefficients dans K; | et
danscecas,ona K, =K;_,.

Examinons les cas ol M; est un point d’intersection d’une droite et d’un cercle ou de deux
cercles.

a) M; est un point d’intersection d’une droite AB, d’équation (2.12) et d’un cercle T',
d’équation (2.13).

Les équations (2.12) et (2.13) entrainent successivement :

7 7
yzbb:z (x—a)+d'; (2.14)
2 b —d ' g
(x—c) + Py (x—a)+d —c' ) =r~ (2.15)

Les points d’intersection M; et M; de la droite AB et du cercle I' (qui existent, par hypo-
these) ont pour coordonnées (x;,y;) et (x},y}), ol x; et x; sont les racines (nécessairement
réelles) du polyndme du second degré défini par la relation (2.15) ; y; et y; étant obtenus
en substituant, successivement, x; et x} & x dans la relation (2.14). On en déduit que

K=K,  (x,y)=K,_(x)=K_1(y) (2.16)

1

et [K;:K_;|=[K_,(x):K_;]=10u2. 2.17)

b) On considere le cas ou M; est un point d’intersection de deux cercles I'; et I', d’équa-
tions respectives :

(x—c)’+0-c)’=n (2.18)
3 (2.19)
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En explicitant les équations (2.18) et (2.19), on obtient ensuite, par soustraction, I’équa-
tion de la droite joignant les points M; et M; d’intersection des deux cercles :

2%(c, — o)+ 29(ct —ch) — e 2+ 62~ Py +r =2 =0. (2.20)

Les points M; et M peuvent alors étre considérés comme points d’intersection de la droite
d’équation (2.20) et de I'un des cercles I'y ou I',.

On est ainsi ramené au cas a) précédent; par suite, les conclusions (2.16) et (2.17) sont
valables dans le cas b). dJ

Théoréme 2.42. Si un point M de coordonnées (x,y) est constructible a partir d’un en-
semble P, de points de I’espace affine euclidien R? et si K, est le sous-corps de R engen-
dré par les coordonnées des points de P, alors

[Ko(x) : Ky et [Ko(y) : Ky
sont des puissances de 2.

Démonstration. On suppose, selon la Déf. 2.39, que M résulte des constructions succes-
sives des points M,,M,,...,M, = M. En reprenant les notations et les conclusions du
lemme 2.41, on a pour tout i (1 < i < n),

Ki=Ki () =K. () et [K:K;_ j]=1ou2.
On en déduit que
(Kn: Kyl = [Kn: K, 1K, ;:K, 5] [K|: K

est une puissance de 2 (sachant que 1 = 2°).
Or, d’apres les hypothéses, M = M,,, donc x = x, et y = yp, ; alors

(K : Kp) = [Kn 0 Kp(x)][Kp(x) : Kp) = [Ky(x) : K] est une puissance de 2.

. De méme, [K,(y) : K] est une puissance de 2. a

B. Les trois fameuses constructions impossibles

C’est le Th. 2.42 qui permet de prouver I'impossibilité de résoudre, par la régle et le
compas, les trois fameux problemes cités au début de ce paragraphe.
On conservera les notations telles que Py, K,,, définies dans le paragraphe précédent.

Proposition 2.43. 1l est impossible de construire, par la régle et le compas, un cube ayant
un volume double de celui d’un cube donné.

Démonstration. Désignons par Cy, un cube donné dans I’espace affine R3, rapporté 2 un
repere orthonormé Oxyz. On suppose que O est un sommet du cube et que I'une de ses
arétes est sur ’axe Ox.

On choisit, comme unité de longueur, la longueur de 'aréte de C, dont le volume est
alors 13 = 1.

L’ensemble P, des points donnés dans le plan Oxy est ici formé par les points de coor-
données (0,0) et (1,0). On en déduit que K = Q.

Résoudre le probléme de la duplication du cube revient a construire un point A sur 1’axe
Ox de coordonnées (a,0), a > 0 dans R, tel que le cube d’aréte a ait pour volume 2; ce
qui implique a® = 2.
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Si le point A était constructible par la régle et le compas, alors le degré de 1’extension
Q(a) : Q serait une puissance de 2 (Th. 2.42).

Or a est la racine réelle du polyndme X 3 _ 2, irréductible sur Q, on a donc

[Q(a) : Q] = 3, d’ol une contradiction qui prouve I’impossibilité de la duplication du
cube, par la regle et le compas. a

Proposition 2.44. L’angle de mesure 3 ne peut étre divisé en trois angles égaux, par la
régle et le compas.

Démonstration. On suppose choisie une unité de longueur dans le plan affine euclidien
R?, rapporté  un repere orthonormé Oxy; alors I’ensemble P, est formé des points (0,0)
et (1,0),don K, = Q.

n . . .
Effectuer la trisection de 1’angle 3 dans le plan R? revient a construire le point A de

( . i1
coordonnées (a,0), ot a = cos —.

9

y
0,1)

?\% A
0,0)|0 (a,0X1,0) *

Si le point A était constructible (Déf. 2.39), il en serait de méme du point B = (5,0), o
n

b=2a=2cos 3’ et réciproquement.

Appliquons la formule de trigonométrie

cos 30 = 4cos> 6 — 3cos 0,

T 1 )
en prenant 6 = 5 Onacos 36 = x par suite,

T b 3
—_— e —_ ——1: .
cos9 2=>b 3b 0

Or le polyndme f(X) = X —3X — 1 est irréductible sur Q (2 vérifier en appliquant le
Critere d’Eisenstein au polynéme f(X +1) ({13], Ch. 5)),d’ ot

[Q(b): Q] =3.
On en conclut (Th. 2.42) que le point B = (b,0) et par suite, le point A = {a,0), ot a = g,
n’est pas constructible par la régle et le compas. U

Remarque 2.45. La proposition 2.44 fournit un exemple permettant d’affirmer qu’étant
donné un angle de mesure o quelconque, 0 < o < 27, la trisection de cet angle, par la
régle et le compas, est impossible, en général.

On rappelle cependant que I’on sait construire, par la régle et le compas, un angle de

mesure =, donc la trisection de I’angle de mesure 7 est possible; il en est alors de méme

4
pour les angles de mesure 3 ou 2%.
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Proposition 2.46. La quadrature du cercle est impossible par la régle et le compas.

Démonstration. On considére, dans le plan R? rapporté au repére orthonormé Oxy, le
cercle de centre O et de rayon 1 ; son aire est donc égale a x.

Résoudre la quadrature du cercle, revient i construire le point M = (0,/T) & partir de
I’ensemble P, = {(0,0),(1,0)} ; comme dans les problemes précédents, on a K, = Q.

Si le point M était constructible (Déf. 2.39), alors, a partir de P, et du point M, on pourrait
construire, par la régle et le compas, le triangle AMB rectangle en M, ot A = (1,0) et
B = (—mx,0).

y
M) (0,y/7)
B A
(—7,0) 0[(0,0)(1,0) x

En effet, dans ce triangle rectangle, Ia hauteur relative a I’hypothénuse est MO, d’oli (en
utilisant un résultat de géométrie élémentaire connu)

OM? = OA.OB = 7 = OB.

Le point B étant constructible, on aurait [Q(7) : Q] égal a une puissance de 2 (Th. 2.42),
ce qui est en contradiction avec la transcendance de « sur Q (Cf. App. B). O

C. Caractérisation des constructions possibles

Nous reprenons les notations du paragraphe A.

Dans les énoncés qui suivent, P, désigne un ensemble de points du plan affine ortho-
normé R? contenant les points (0,0) et (1,0) ; K, est le sous-corps de R engendré par les
coordonnées des points de P,,.

Lemme 2.47. Un point (a,b) € R? est constructible & partir de Py, si a et b appartiennent
au sous-corps K de R.

Démonstration. On remarque qu’étant donné un point (a,b) du plan R?, il est facile de
construire les points (0,a) et (0,b).
Inversement, la donnée des points (0,a), (0,b) permet de construire le point (a,b) dans
R2.
Pour démontrer le lemme 2.47, il suffit donc de prouver qu’étant donné des points (0,a)
et (0,b) de Py, alors les points

(0,a+b), (0,a-b), (0,ab), (0,7), si b#0.
sont constructibles.
Pour les deux premiers points, la construction est immédiate ; pour les deux autres, on
suppose a et b non nuls et on procéde comme suit.
Par le point (0,a) on construit la paralléle a la droite joignant les points (0,b) et (1,0),
qui coupe I’axe Ox en (,0). En utilisant les propriétés des triangles semblables (voir la
figure) on obtient

== g, d’ol le point (0,%).

S| o=

1
4}
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(0,u)

0,a
0,1

(0,b)

0 (0(L0) @ or0)

. . 1 .
En prenant a = 1, on construit, par le méme procédé, le point (,0) ol u = E; puis en

1
remplagant le point (0, ) par (0, E), on obtient (v,0), ou v = ab. 0

Lemme 2.48. On considére une extension Ky() : K, telle que

Kya)CR e [Ky(a):Ky)=2;
alors, tout point (x,y) du plan R?, tel que (x,y) € K,(&) x K, (@) est constructible & partir
d’un ensemble fini de points dont les coordonnées sont dans K.

Démonstration. L'hypothese [Ky(a) : K] = 2 implique que ¢ est algébrique sur K|, et
que pq(X) :=1Irry (a,X) est de degré 2. Posons

pa(X) =X2+bX +c, dans K,[X]CR[X].
—b+Vbh>—4c
—

AER=>b>-4c>0 et a=
Compte tenu du lemme 2.47, pour prouver le lemme 2.48, il suffit de montrer que le point
(0,vb? —4c) est constructible a partir d’un nombre fini de points dont les coordonnées
sont dans K,,.
Cela revient & montrer que, quel que soit a > 0 dans K, le point (0, /a) est constructible,
a partir d’un nombre fini de points dont les coordonnées sont dans K,. La construction est

indiquée par la figure ci-dessous. O
y
(0,va)
(—170) (010) (070) x

Théoréme 2.49. Soit L une extension de K, contenue dans R, et x,y des éléments de L ;
alors le point (x,y) du plan R?, est constructible si et seulement s’il existe un nombre fini
de corps intermédiaires entre K, et K,(x,y) tels que

Ko CK, C---CK,=Ky(x,y), r=>1 e [K;:K,_|=2,Vi(1<i<r).
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Démonstration. 1°) Si M(x,y) est constructible a partir des points de P, (Déf. 2.39),
alors, d’apres le lemme 2.41, et la peuve du Th. 2.42, il existe une chaine croissante finie
de corps, {K;}oci<n> € N, telle que
QCK,CK, C---CKy=Ky(x,y)CR
et Vi(1<i<n),K;:K, ,]=1 ou 2.

Sin > 1, en éliminant les cas out deux corps consécutifs sont égaux, on peut extraire de la
chaine précédente une chaine finie strictement croissante

{K j}os j<r 0 <r < n, que I’on écrira, moyennant un éventuel changement d’indexation :

Ky, CK, C--- CK,=Kyx,y), [Kj :Kj~1] =2,1<j<r .21

2°) Réciproquement, supposons qu’il existe une chaine finie strictement croissante de
corps intermédiaires entre K|, et K,(x,y) C R vérifiant les conditions (2.21), montrons
qu’alors, le point M(x,y) est constructible.

Pour r =0 et r = 1, le résultat est donné, respectivement, par le lemme 2.47 et le lemme
2.48.

Pour r > 1, on raisonne par récurrence sur r.

Pour tout j, 1 < j < r, soit ; € K; \Kj_l. On a [Kj : Kj_l] = 2 donc a; est algébrique
sur K;_; etle degré du polyndme IrrKj_l (@;,X) est 2; on en déduit que K, (o))= K;.
D’aprés le lemme 2.48, tout point (x,y) dont les coordonnées sont dans K ; est construc-
tible a partir d’'un nombre fini de points dont les coordonnées sont dans K i1
L’hypothe¢se de récurrence et le raisonnement précédent, appliqué au cas j = r, donnent
le résultat énoncé. (W]

Remarque 2.50. Une droite étant déterminée par deux points, il a été prouvé qu’en fait,
toute construction par la régle et le compas pouvait s’effectuer en utilisant, uniquement,
le compas. Cette propriété est généralement attribuée & Mascheroni (1797).

Pour davantage de résultats, concernant les problémes de constructions par la régle et le
compas, voir par exemple [14] ou [32].

Nous étudierons, dans le Ch. 7, le probléme de la construction des polygones réguliers,
en utilisant, a la fois, les Th. 2.42, 2.49 et la Théorie de Galois.

6. Exercices

1. Soit L une extension d’un corps K, obtenue par 1’adjonction d’un nombre fini d’élé-
ments :
L=K(a,,0,,...,0,), n> 1dans N.
1°) Démontrer que [L: K] est fini si et seulement si @, est algébrique sur K et, pour
tout i (2 < i< n), o; est algébrique sur K(a;;, ... 04_).
2°) Soit K[X,,X,,...,X,] 'anneau des polyndmes 2 n indéterminées sur K. Montrer
que si [L : K] est fini, alors

L={f(o,0,...,00);f € K[X},X,,...,Xa]}.
2. Soit @ € C; que peut-on dire du degré du polyndme Irrp (o, X)?
3. On considere I’extension Q(v/5) : Q.

1°) Vérifier que tout élémént o € Q(+/5) s’écrit, de fagon unique,
a=a+by5,ouaethsont Q.
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2°) Pour & donné dans Q(+/5), déterminer le polyndme Irrg(o, X ).

4. K étant un corps, soit f(X) € K[X] tel que deg f = k> 1 et L une extension de X telle
que [L:K]=n>1.
Montrer que si le polyndme f est irréductible sur K et kAn =1, alors f(X) n’a aucune
racine dans L.

5. Soit Q(i,/2), o1 i = —1 dans C.
1°) On pose @ := i+ /2 ; vérifier que
a’-3 . a’+3
2 0 24 v2
En déduire que Q(i,v2) = Q(a).
2°) Soit B € Ctel que B2 =i.
Exprimer B sous la forme a + ib, ot a et b sont réels.
En déduire que Q(i,v2) = Q(B).
3°) Déterminer [Q(i, v2) : Q] ; trouver alors, deux polyndmes,
p,(X), p,(X), unitaires et irréductibles dans Q[X], tels que

Qx] . Q[x]
(p (X))’ (p>(X))

6. Justifier 'irréductibilité sur Q, des polyndmes
pX)=X2-2 et g(X)=X>—-4X+2.
Vérifier qu’il existe des corps de rupture Q(a) de p(X) et Q(B) de g(X) contenus dans
R

C;)mparer les corps Q(a) et Q(B).

Qi,V2) ~ Q(i,V2) ~

7. Etant donné une extension de corps L: K, pour tout élément & € L, algébrique sur K,
on pose
Pa(X) :=Irrg(a,X).
On considere les cas suivants :

a)L=R,K=Q,a=v3; bL=R K=Q,a= ”2\/3;
c)L=<c,K=Q,a="/§2‘1.

1°) Dans chacun de ces cas, justifier I'existence du polyndme p,(X) en le calculant et
préciser le degré [K(a) : K].
2°) Dans le cas b) (resp. ¢)) trouver un élément B € R (resp. B € C) tel que Q(B) =
Q@) et py(X) # pa(X)-

8. Dans chacun des cas envisagés ci-dessous, existe-t-il un élément o, appartenant & une
extension de K, tel que Irrg (o, X) = p(X)?

a)K=Z/3Z, p(X)=X*>+1, b)K=1Z/5Z, p(X) =X +1;
)K=R, p(X)=X"-3x5+4x3-Xx —1.

9. Déterminer le degré de I’extension Q(v/2,v/3) : Q et trouver une base de Q(v/2,/3)
sur Q.
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10. Soit f(X) € K[X], ol K est un corps. On suppose deg f =n > 1.
1°) Prouver que pour n =2 et n = 3, f(X) est irréductible sur K si et seulement si f(X)
n’a pas de racine dans K.
2°) Montrer, par un exemple, qu'un polyndme f(X) de degré n > 3, qui n’a pas de
racine dans K, n’est pas nécessairement irréductible sur K.

11. On considere le polyndme p(X) = X> +X — 1 dans Q[X].
1°) Vérifier que p(X) est irréductible sur Q.
Q(a) étant un corps de rupture de p{X) sur Q, comment s’écrivent les léments de

Q(a)?

2°) Soit A = 6+ 30 + 40, Déterminer le degré [Q(A) : Q] ; en déduire que
Q(4) =Q(a).

3°) On pose

oA =ay+a 0+ay0?;  aPA =hy+b a+ba’.
a) Calculer les nombres rationnels a;,b;, 0 < i < 2.
b) On consideére le systéme d’équations linéaires suivant

(6—A)X, +3X, +4X, =0
(S)= agX,+(a, —A)X, +a,X; =0

(8) est un systéme linéaire homogene de trois équations a trois inconnues, & coefficients
dans le corps Q(A4).

— Ecrire le systéme (S) en remplagant les q; et b;(0 < i < 2), par les valeurs trouvées
dans la question a).

— Que peut-on dire du déterminant du systéme (S) ?

— Calculer le déterminant de (S) ; en déduire le polyndme irréductible de A sur Q.

12. Soit Aut(K) le groupe des automorphismes d’un corps K. On appelle involution de
K, tout élément o € Aut(K) tel que 62 = idy.
On note J; I’ensemble des involutions de K.
1°) Soit 0 € I \ {id}; on pose

L:={x€K; o(x) =x},
M:={xeK; o(x) =—x}.

Vérifier que L et M sont non vides. Montrer que L est un sous-corps de K et que M est
un sous-groupe de (K, +).

2°) On suppose carK # 2; montrer que pour tout ¢ € J \ {idy}, on a les propriétés
sutvantes.

a) K = L& M (somme directe de sous-groupes de (K, +)).

b) Vae M\ {0}, M =La={xa;x€L}.

¢) Ya € M\ {0}, a? € L; en déduire que

K=L(a); [K:L}=2; Irr;(a,X) =X*>~a’
d) Sitelg\{idg}et T, =0,alorsT=0.

3°) On suppose carK =2; soit o € I \ {idy}.
a) Soita € K tel que 6(a) # a; on pose b =a(a— o(a))™}. Vérifier que o(b) =b+1.
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On pose B := bo(b) ; montrer que

BeLet B +b+B=0.
b) Soitx € K\Lety:=(x—o(x))"L.
Montrer que (y+b) € L; en déduire que

K=Lb):Irr,(b,X)=X>+X+B; [K:L]=2.
¢) Soit T € I, \ {idy } tel que T/, = O prouver que 7= 0.

13. Soit k(&) et K(B) deux extensions simples algébriques d’un corps K telles que

K(a):K]=m>0, [K(a):K]=n>0.
1°) a) Vérifier que I’extension K(a, B) de K est de degré fini sur K, sur K(a) et sur
K(B).
b) On pose ¢ := [K(a, B) : K]. Démontrer que ¢ est un multiple de m et de n tel que
1<t <mn.
En conclure que si m et n sont premiers entre cux (C’est-a-dire mAn= 1), alorst = mn.
2°) On suppose, dans cette question,

m>1, n>1 e mAn=1.
Etant donné a # 0 dans K, on considére le polyndme X™ — a.
Le but de cette question est de prouver que X™" — a est irréductible dans K[X] si et
seulement si X —a et X" —a le sont.
a) Montrer que, dans K[X],
X™ — g irréductible = X™ —a et X" — a irréductibles.

b) On suppose X™ —a et X" — a irréductibles dans K[X].
Soit & une racine du polyndme X™" — g dans une extension de X.
— Déterminer les polynomes Irry(a”,X) et Irr (o™ X).
— Montrer, a ’aide du 1 °) b), que @ € K(a™, o) ; en déduire que X™" — a est irréduc-
tible dans K[X].

14. Soit P I’ensemble des nombres premiers (Cf. [13], App.A, Déf. 0.5).
1°) Soit p € P, ,/p désignant la racine carrée positive de p dans R, montrer que \/p ¢ Q

et que [Q(y/7) : Q] =2.
2°) Onrappelle que P est une partie infinie de N ([13], App.A, Th. 0.12) et on considére
la suite croissante des nombres premiers :

PL<Py<- <Py <Pn<...
ol p, =2,p, =3,p3=3,...; pn désigne le n™ nombre premier. On pose
F:ZQ(\/p a\/p21"'a\/pn7\/pn+1a"')
et VneNF, :=Q(/P;,/P3s---,\/Pn), avec Fy := Q.

a) Démontrer, par récurrence sur n, que

VneN, [F,  :F]=2.

En déduire que, pour tout n € N, [F, : Q] =2".
b) Prouver que F = _n Fx ; en déduire que F est une extension algébrique de Q, de
degré€ infini sur Q.

neN
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15. Soit K(a) une extension simple transcendante de K (Déf. 2.2). On pose
Ko = {f(a); f(X) € K[x]}.
1°) a) L’élément ¢ étant transcendant sur K, justifier la propriété suivante :
K[c] est un anneau factoriel.
Quelles sont les unités de I’anneau K[or] ? ([13], Ch. 1)
b) Montrer que tout polyndme non constant f(X) € K(a)[X] peut s’écrire
FX) = c(@) £, (%),
oi c(a) € K(ax) et f,(X) est primitif dans K[e][X] ([13], Déf. 5.102).
¢) Si, dans K(@)[X], on a
c(@)f1(X) = d(x)g,(X),
avec c(a),d(a) non nuls dans K(a) et f,(X),g,(X) primitifs dans K[ct](X], prouver
qu’il existe k € K* tel que
F(X) = ke, (X).

2°) Soit B € K(a) \ K. On pose B = %; ob :gg
K[X]. Soit

p(X) := Bv(X) — u(X) dans K[B][X].
a) Montrer que « est algébrique sur K(B). En déduire que B est transcendant sur K.
b) Si, dans K[B][X], on a une égalité de la forme

p(X) = q(X)f(X), oug(X) € K[X] et f(X) € K[B][X],

démontrer que degg = 0.
[Supposer degg > 0 et montrer que cette hypothése conduit & une contradiction, en
considérant une racine de ¢(X) dans une extension de K]
En déduire que p(X) est irréductible dans K{B][X]. [Considérer le degré de p(X) en B.]
¢) Démontrer que p, (X) = u(a@)v(X) — v(x)u(X) est primitif dans K[a][X].
3°) Soit F une extension de X telle que
KCF CK(q).

a) Montrer que « est algébrique sur F.
b) On pose f(X) :=Irrp(c,X). Compte tenu du 1°), on a

F(X) = e(@)£,(X),
ou c(a) € K() et f,(X) est primitif dans K[c][X]. Ecrivons

fX)= Z a;( Xiv f1(X)= Z bi(a)Xi,

0<i<n 0<i<n

€ K(X) etu(X)Av(X) =1dans

ot quel que soit i (0 < i < n),a,(X) € K(X) et b,(X) € K[X].

Soitm = max{degb,;; 0 <i<n}.

Justifier I’existence d’au moins un indice j(0 < j < n) tel que a( a) € K(a)\K. Pour
un tel indice j, on pose f :=a;(t).

On écrit § = vg:))g’ avec u(X) Av(X) = 1dans K[X].

Calculer B en fonction de b j(a) et b,(a). En déduire les inégalités
degu<m,degv<m.

c) Onpose p(X):= Bv(X)— u(X).

- Prouver que f(X) divise p(X), dans F[X].

On écrit alors, p(X) = f(X)q(X), dans F[X].

- Vérifier que les résultats des questions 1°), 2°) et 3°) a) permettent d’écrire

p(X) =a(a)p,(X), q(X)=b(a)g,(X), f(X)=c(a)fi(X),
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avec a(a) = ,b(a),c(e) dans K(a) et py,q,, f, primitifs dans K[c][X].

1
v(a)

- Justifier I’existence d’un €lément d, non nul dans X, tel que
p(X) =d f1(X)gq,(X). (2.22)

- En comparant les degrés en o des deux membres de (2.22), prouver qu’il existe 4,
non nul dans K, tel que
py(X) = d, f,(X).

d) Montrer que les résultats précédents entrainent F = K(f3).

16. Montrer que la trisection d’un angle, de mesure 8, est possible par la régle et le
compas si et sculement si le polynéme

4x3 - 3X —cos 6
est réductible sur Q(cos 6).

17. Dans le plan euclidien orthonormé Oxy ([25]), on considére le cercle trigonométrique
(T') coupant ’axe Oxen A = (1,0) et B = (—1,0).
Soit C = (c,0), un point de Ox tel que (par exemple) —2 < ¢ < —1, dans R. Le cercle
de centre C et de rayon I coupe (') en deux points distincts, M et M’, ol I’on suppose
M &’ ordonnée positive. Soit N le second point d’intersection de la droite CM avec (T') ;
on pose

g _
0:=0A,ON, o:=CACN,

0 et a désignant, respectivement, une mesure des angles OA,ON et CA,CN.

Compte tenu du choix de la position du point C sur I’axe Ox, démontrer que 6 = 3¢.
(On pourra considérer les triangles semblables CMH et CNK, ot H et K sont, respec-
tivement, les projections orthogonales de M et N sur Ox).



Chapitre 3
Extensions normales - Extensions séparables

Dans tout le chapitre, K désigne un corps et K* = K\ {0}.

1. Corps de décomposition d’un polynéme

A. Préliminaires

a) On rappelle qu’un polyndme f(X) € K[X], de degré n > 0, a au plus 7 racines, « dis-
tinctes ou confondues », dans K ([13], Cor. 4.48).

b) Dans le Ch. 2, nous avons défini la notion de corps de rupture pour un polynéme
irréductible et unitaire de K[X] (Déf. 2.21).

Afin d’étendre cette définition & un polynéme non constant, quelconque de K[X], rap-
pelons que, I’anneau K[X] étant factoriel ([13], Ch. 4), tout polyndéme f(X) € K[X]\ K
s’écrit de fagon unique (2 I’ordre pres des facteurs)

FX) =a(p (X)) (pp(X))"2...(pr(X))™, (3.1

ona€K*, reN* etpour 1 <i<r, les p;(X) sont des polyndmes irréductibles et unitaires,
deux a deux distincts dans K[X], les n; étant dans N*.

Les polyndmes p,(X), 1 <i < r, sont les facteurs ou diviseurs irréductibles et unitaires de
f(X) dans K[X].

Le polynéme f(X) est dit scindé sur K si, dans la relation (3.1), pour touti, 1 <i<rle
polyndme p,(X) est de degré 1 ([13], Déf. 4.46) ; autrement dit :

fX)=aX-a)"...X—o)" et Y n=degf. (3.2)

1<i<r

Dans ce cas, le polyndme f a n racines dans K et les o;, 1 < i < r, sont les racines dis-
tinctes de f dans K.

Rappelons qu’un corps K est dit algébriquement clos ([13], Déf. 4.42), si tout polynéme
non constant de K{X] a au moins une racine dans K.

On en déduit ([13], Prop. 4.44) que si K est un corps algébriquement clos, alors tout po-
lynéme non constant de K[X] est scindé sur K.

La notion de corps algébriquement clos sera reprise dans le Ch. 5, ou l’on démontrera,
en particulier, que le corps C est algébriquement clos.
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Définition 3.1. Etant donné un polyndme f(X), non constant dans K[X}], on appellera
corps de rupture de f sur K, tout corps de rupture d’un facteur irréductible quelconque
de f(X) dans K[X].

Remarque 3.2. On sait qu’un corps de rupture d’un polyndme irréductible et unitaire
p(X) de K[X] contient au moins une racine de p(X), mais pas nécessairement toutes les
racines de p(X) (Cf. Exemple 2.19) ; compte tenu de la Déf. 3.1, il en est de méme pour
un corps de rupture d’un polyndme quelconque, non constant dans K[X].

Le but du paragraphe suivant est de prouver que, pour tout polyndme non constant f(X)
de K[X], il existe un corps, extension de K, sur lequel f est scind€ et nous construirons la
plus petite extension de K satisfaisant a cette propriété (Th. 3.3).

B. Notion de corps de décomposition d’un polynéme

Théoréme 3.3. Soit f(X) un polynéme non constant de K(X) ; alors il existe une exten-
sion E de K telle que

1) KCE et f(X) est scindé sur E.

2) (KCE' CE et f(X) scindé sur E'Y = E' =E.

Démonstration. On note que si K est algébriquement clos, alors E = K.
On suppose donc que K n’est pas algébriquement clos.
Posons n:= deg f > 1 et raisonnons par récurrence sur n.
- Sin=1,fX)=a(X—-a),otacK*etac K,donc E=K.
— Supposons n > 1 et le théoréme vrai pour tout polynéme de degré n— 1 sur un corps
quelconque.
Soit p, (X) un diviseur irréductible et unitaire de f(X) dans K[X]. Un corps de rupture de
p,(X) est de la forme K(c, ), o @, appartient & une extension de K et p;(a;) = 0. C’est
aussi un corps de rupture de f(X) sur K (Déf. 3.1).
o, étant une racine de f(X) dans K(o, ), (X — ;) divise f(X) dans K( ¢, )[X] ([13]), Ch.4),
d’od

FX) =(X~a,)g(X), ou g(X) € K(,)[X] etdegg=n—1.
L’hypothese de récurrence implique qu’il existe une extension E de K(a;) satisfaisant
aux propriétés 1) et 2) du Th. 3.3, pour le polyndme g(X).
On adonc K(a,) C E et g(X) scindé sur E ; de plus, si E’ est une extension de K(, ) telle
que K(oy) C E' CE et g(X) scindé sur E/, alors E' = E.
Montrons que ’extension E de K(a, ), définie ci-dessus, est une extension de K satisfai-
sant au Th. 3.3 pour le polyndme f(X). On a en effet,

K(o,)) CE=KCE;
(f(X) = (X — ;) g(X) et g(X) scindé sur E) = f(X) scindé surE.

D’autre part, si E” est une extension de K telle que
K CE' CEet f(X) scindé sur E',
alors, nécessairement, o; € E’, d’ou K(o;) C E' C E. De plus,
f(X) scindé sur E' => g(X) scindé sur E’;

d’ol E' = E, d’apres I’hypothése de récurrence formulée pour g(X). O
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Définition 3.4. Etant donné un polyndme f(X) non constant dans K[X], on appellera
corps de décomposition de f sur K, toute extension E de K vérifiant les propriétés 1) et
2) du Th. 3.3.

Proposition 3.5. Soit E un corps de décomposition d’un polynéme f(X) non constant de
K[X];sin=degf >0etqy,...,a sont les racines distinctes ou confondues de f dans
E, alors

E=K(a,,...,0n),

donc E est une extension dlgébrique, de degré fini sur K.
Démonstration. On a
(KCEetVi(1<i<n),oq € E)=K(a,,...,00) CE. 3.3)
Le polyndme f étant scindé sur E (Th. 3.3), dans E[X], f(X) s’écrit :
fX)=aX-oy)...(X—op), ovack’.

Cette égalité exprime que f est scindé sur K(c,,...,q,); alors, la relation (3.3) et la
propriété 2) du Th. 3.3 impliquent

E=K(ay,...,0m),
donc I’extension E : X est algébrique, de degré fini (Th. 2.29). O

Remarque 3.6. a) Si, dans la preuve précédente, ;. .., 0, m < n, sont les racines dis-
tinctes de f(X) dans E, alors E = K(@,,...,00,).

b) Lapreuve du Th. 3.3 montre que la construction d’un corps de décomposition E d’un
polyndme non constant f(X) de K[X] n’est pas unique, a priori ; cependant, nous allons
démontrer que deux corps de décomposition d’un polynéme f(X) sont K-isomorphes.

Lemme 3.7. Soit A un isomorphisme d’un corps K sur un corps K’ et f(X) non constant
dans K[X]. On pose

FX) = A (X)), A
E étant un corps de décomposition de f sur K, soit L une extension de K’ telle que f(X)
est scindé sur L. Il existe alors un monomorphisme i : E — L tel que i k= A.

Démonstration. A désigne le prolongement canonique de A ([13], Ch. 4) ; 2 est donc un
isomorphisme de K{X] sur K'[X].

On suppose K’ C L et on raisonne par récurrence sur 2 := deg f > 0.

- Sin=1,alors E = K, on en déduit que y = A.

— Supposons n > 1 et la propriété vérifiée pour tout polyndme de degré n— 1, sur un corps
quelconque.

Soit p;(X) un diviseur irréductible et unitaire de f(X) dans K[X] ; le polynéme f(X)
étant scindé sur E, il en est de méme de p, (X).

Puisque % estun isomorphisme, p, (X) := i (p(X)) estun diviseur irréductible et unitaire
de f(X) dans K'[X] et deg p, = degp,.

De plus, f(X) étant scindé sur L, il en est de méme de g, (X). Ecrivons

n(X)=X-oy)...(X—a,), dansE[X],
p(X)=(X-B,)...(X-B,), dansLiX].
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Les extensions K(o, ) et K’'(B,) sont, respectivement, corps de rupture de p, sur K et de
P, sur K'. D’apres le Th. 2.23, il existe un isomorphisme 4, de K(a;;) sur K'(B,) tel que
Hyg = Aet (o) =B,

a, étant une racine de f(X), X — o, divise f(X) dans K(a,;)[X], d’od

F(X) = (X —a;)g(X), ob g(X) € K(0)[X], degg=n—1.
Soit i, I'isomorphisme de K (e, )[X] sur K'(B,)[X] prolongeant y, ;

5 (f(X)) = (X - B (8(X))s
or, W =1= [ (f(X))=A(f(X))=F(X).

Par hypothese, f(X) est scindé sur L; or B, € L, donc f,(g(X)) est scindé sur L. L'hy-
pothése de récurrence, appliquée au polyndéme g de degré n— 1, entraine alors ’existence
d’un monomorphisme

H:E— L telque Hika) =M et ,ul/K=A=>,u/K=A. O

Théoréme 3.8. Soit A un isomorphisme d’un corps K sur un corps K’ et f(X) un po-
lynéme non constant de K[X). Si E est un corps de décomposition de f sur K et E' un
corps de décomposition de f := A(f) sur K', alors les extensions E : K et E' : K’ sont
isomorphes et il existe un isomorphisme | : E — E'| tel que | /K= A.

Démonstration. Soit u et ' les injections canoniques, respectivement, de K dans E et
de K’ dans E’. D’apres le lemme 3.7, il existe un monomorphisme p : E — E’, tel que
= A, donc le diagramme suivant commute

A’ 74
K K
u !
E—F _p

Onapou=uod, dod K'=A(K)=nu(K) Cu(E)CE.

f@)=a [ X-a), dans E[X],
1<i<n
implique  £(X) = p(a) [] (X—p(e), dans E'X],

1<i<n

d’ob f scindé sur p(E). Mais E’ est, par hypothése, un corps de décomposition de £ sur
K’, par suite (Th. 3.3)
K' Cu(E)CE = u(E)=E',

donc u est un isomorphisme. , 0

Corollaire 3.9. Deux corps de décomposition sur K d’un polynéme f(X) € K[X]\K, sont
K-isomorphes.

11 suffit d’appliquer le Th. 3.8, dans le cas ol K’ = K et A = id,..
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Remarque 3.10. Les résultats précédents (Th. 3.3, Cor. 3.9) montrent qu’un corps de
décomposition d’un polyndme non constant f(X) de K[X] est, & un K-isomorphisme pres,
la plus petite extension de K sur laquelle f(X) est scindé.

Corollaire 3.11. f(X) étant un polyndme non constant de K[X|, si f(X) est scindé sur
un corps L, extension de K, alors L contient un corps de décomposition de f sur K.

Démonstration. Soit E un corps de décomposition de f(X) sur K. Les hypothéses du
corollaire impliquent, d’aprés le lemme 3.7, qu’il existe un plongement it : E — L tel
que fl = idy ; donc p(E) est un sous-corps de L, K-isomorphe 2 E. 0

Exemple 3.12. (a vérifier)
1) Le corps Q(¥/2, j) C C est corps de décomposition sur Q du polyndme X — 2.
2) C est corps de décomposition sur R, du méme polynéme X 32

2. Extensions normales - Cloture normale

A. Extensions normales

Définition 3.13. Une extension L de K est dite normale sur K, si
i) L est algébrique sur K.
ii) Tout polyndme irréductible de K[X], qui a une racine dans L, est scindé sur L.

Exemple 3.14. 1) On remarque que tout corps K est extension normale de lui-méme ;
en effet, K est algébrique sur K et de plus, tout polyndme irréductible de K[X], qui a une
racine dans K, est nécessairement de degré 1, donc est (trivialement) scind€ sur K.

2) C est une extension normale de R (une justification rigoureuse en sera donnée dans le
Ch. 5).

3) Q(v/2) n’est pas une extension normale de Q (Cf. Exemple 2.19).

Théoréme 3.15. L étant une extension de K, alors L est normale et de degré€ fini sur K si
et seulement si L est corps de décomposition sur K d’un polynéme de K[X].

Démonstration. — Supposons L : K normale et de degré fini ; alors L est algébrique et de
degré fini sur K, donc il existe un nombre fini d’éléments «, ..., &, dans L tels que (Th.
2.29)

L=K(a,...,0), reN"
Chaque @, 1 < i < r, est algébrique sur K ; posons  p;(X) = Irrg(a;,X).
Pour tout i(1 < i < r), le polyndme irréductible p; a une racine o; € L; alors, L €tant
normale sur K, p; est scindé sur L (Déf. 3.13). On en déduit que le polyndme

f(X) :=p(X)p,(X)... pr(X)

est scindé sur L, donc il existe un corps de décomposition E de fsurK telque KCECL
(cor. 3.11).
Mais @;, ..., @, €tant des racines de f dans L, on a (Prop. 3.5)

L=K(a,,...,0;) CE, donE=L.

— Réciproquement, soit L un corps de décomposition sur K d’un polynéme non constant
f(X) de K[X]. D’apres la Prop. 3.5, L est une extension algébrique et de degré fini sur K
etsifBy,...,PBs (s € N*) sont les racines distinctes de f dans L, alors

L=K(By- -, Bo). 34
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Pour prouver que L est normale sur K, considérons un polynéme p(X) irréductible dans
K[X], ayant une racine o € L et démontrons que p(X) est scindé sur L (Cf. Déf. 3.13). On
peut supposer p(X) unitaire (Rem. 2.22).

~ Sidegp=1, alors p(X) = X — o et la propriété est vérifiée.

— Supposons deg p > 1 et considérons le polyndme

g(X) == f(X)p(X), dans K[X].

Par hypothese, f(X) est scindé sur L; désignons par M un corps de décomposition de
g(X) sur XK contenant L.

Le polyndme p(X), irréductible sur X, est alors scindé sur M et a au moins deux racines
distinctes ¥, et %, dans M.

— Montrons que [L(Y,) : L] = [L(},) : L]. Pouri=1,2,0na

KCK(y)CL(y)CM et KCLCL(y)CM, (3.5)
dov  [L(1): K] = [L(%) : KWK (%) : K] (3.6)
= [L(y) : L)[L: K]. G.7)

Or, par hypothese, p(X) est irréductible et unitaire dans K{X|], donc
p(X) =Irrg(n,X) =Irrg(1,,X),
ce qui entraine (Th. 2.8 et 2.16)
[K(1) : K] = [K(%) : K] = degp. 3.8)
D’autre part, compte tenu de la relation (3.4), on a, pouri = 1,2,
L(v)=K(By,---,Bs,%) =K(%)(By,--.,Bs) (Prop. 1.14).

Par suite, L(y;) et L(7,) sont corps de décomposition de f(X), respectivement, sur les
corps isomorphes K(7,) et K(},) (Th. 2.16). On en déduit (Th. 3.8) que les extensions
L(7) : K(1,) et L(7,) : K(7,) sont isomorphes et en particulier

[L(n) : K(W)] = [L(1,) : K(%].
Cette dernitre €galité, jointe aux relations (3.6), (3.7) et (3.8), donne
[L{7) : L] = [L(1,) : L]. (39

Mais, par hypotheése, p(X) a une racine o dans L C M, et d’apres 1’égalité (3.9), quelle
que soit la racine y de p(X) dans M, on a

[L(Y) : L] = [L(@) : L] =1,

donc ¥ € L. Ainsi p(X) est scindé sur L, d’olt L normale sur K (Déf. 3.13). a

B. Cléture normale

Définition 3.16. On appelle cloture normale d’une extension de corps L : K, une exten-
sionNde Ltelleque KCLC Net

1) N est une extension normale de X ;

il) (L C M C N et M extension normale de K) => M = N.
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Théoreme 3.17. Pour toute extension de corps L : K, de degré fini, il existe une cloture
normale, N, de degré fini sur K et unique a un K-isomorphisme pres.

Démonstration. Si L : K est de degré fini, alors L est algébrique sur K et obtenu par
’adjonction & K d’un nombre fini d’éléments, algébriques sur K (Th. 2.29); supposons
[L:K]>1etécrivons

L=K(a,,...,0m), m € N*, o, algébrique sur K,Vi,1 <i < m.

Posons Vi,1<i<m, p(X) :=Irrg(0,X) et f(X):= H pi(X).
1<i<m

Les oy, 1 <i < m étant des racines de f(X), il existe un corps de décomposition N de
f(X) sur K contenant L, et ’extension N : X est normale et de degré fini (Th. 3.15).
Supposons que M soit une extension de L telle que L C M C N et M normale sur X, alors
chaque polyndme p;(x), ayant une racine ¢ dans M, est scindé sur M. Par suite, f(X) est
scindé sur M. On en conclut (Th. 3.3) que M = N.
Si N’ est une cloture normale de L : K telle que N’ # N, alors

L=K(ay,...,0m) CN’
implique I’existence d’un corps de décomposition E, de f(X) sur K, vérifiant LCECN'.
L’extension E : K est normale et de degré fini, d’ott E = N’ (Déf. 3.16).
Ainsi, N et N’ sont deux corps de décomposition de f(X) sur K, donc N et N’ sont K-
isomorphes (Cor. 3.9). O

Remarque 3.18. a) Pour une extension de degré fini L : X, une cldture normale est, a un
K-isomorphisme prées, la plus petite extension de L normale et de degré fini sur K.

b) La preuve du Th. 3.17 montre que si L = K(a), alors N est une cldture normale
de K(a) sur K si et seulement si N est corps de décomposition sur K du polynéme
Irrg(a,X).

Exemple 3.19. Soit o := v/2 dans R ; alors Q(¢) n’est pas une extension normale de Q,
car le polyndme X3 — 2, irréductible sur Q, n’a qu’une seule racine dans Q(a).
Cependant, si j et j> désignent les racines cubiques non réelles de 1’unité, dans C, alors
N:=Q(a,aj,aj?) =Q(a, j) est corps de décomposition de X3 — 2 sur Q, donc N est la
cl6ture normale de Q{a) sur Q, contenue dans C.

3. Extensions séparables

A. Polyndmes irréductibles séparables

Définition 3.20. 1) On dit qu’un polyndme irréductible de K[X] est séparable sur K s’il
n’a que des racines simples ([13], Déf. 4.41) dans un corps de décomposition sur K.

2) Un polyndme irréductible de K[X], qui n’est pas séparable sur K, sera dit inséparable
sur K.

Exemple 3.21. 1) Soit X° — 1 dans Q[X]; on a
X —1=X-D)X*+X3+ X2+ X +1).

Le polyndme p(X) := X* + X3 + X2 + X +1 est irréductible sur Q (Cf. [13]) et ses racines

sont les exp z%, 1 < k <4, deux 2 deux distinctes dans C.



42 Chapitre 3. Extensions normales - Extensions séparables

Le polynéme irréductible p(X) est donc séparable sur Q.

2) Il s’agit d’un exemple de polyndme irréductible inséparable.

Soit p un nombre premier impair ; posons F, = Z/pZ.

Soit ¢ un élément appartenant a une extension de ), et transcendant sur F,. On considére
I’extension simple transcendante de IF,, obtenue par I’adjonction de ¢ et on pose

K:=TFp(1).

Soit f(X) := X? —1 dans K[X].

Désignons par E un corps de décomposition de f sur K ¢t soit & une racine de f dans E;
donc a? =1¢.

Or, d’apres la définition de K, on a carK = p > 2; par suite, dans K[X] ([13], Prop. 1.72) :

X—-a)f =XF —a?f =XP -1 = f(X).
Quelle que soit la racine B de f(X) dans E, on a
0=pr—t=pr—ar = (B-a).
Un corps n’a pas de diviseur de zéro, donc
B-a)f=0=PB=aq.

On en conclut que le polyndme f a p racines égales & o dans E.

Démontrons, maintenant, que le polyndme f est irréductible sur K.
Supposons f réductible sur K, donc dans K[X],

f(X)=g(X)h(X), avec 1<degg<p, 1<degh<p.
Compte tenu de 1’unicité de la factorisation de f(X) dans E[X],
X =(X-a)Y=gX)=X-a),1<s<p.

g(X) est un polyndme de K[X], donc son terme constant (—1)*a* est dans K ; montrons
qu’alors, a € K. En effet, p étant un nombre premier,

1<s<p= pAs=1.

D’apres le théoréme de Bezout ([13], App. A, Th. 0.31), il existe a et b dans Z tels que
as+bp=1, d’on

(@ =) = (@) (aP)? et a*cK,aP=tcK) = ack.

Montrons que ce résultat conduit & une contradiction.
Par hypothese, ¢ est transcendant sur F,, d’out (Th. 2.5)

_ _ [ | vX)
K=Fpyt)= {Wt) w(X) eIF,,(X)}.

X
a € K, donc il existe -:)%(l) eF,[X] telque a = WI)

af =t <= (v(t))’—t(w(r))’=0.
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L’élément ¢ est transcendant sur IF,, donc ¢ n’est annulé par aucun polyndme non nul de
F,[X]; vérifions que (v(X))”—X (w(X))” n’est pas le polyndme nul.

Dans I’anneau factoriel F,[X], X est un élément irréductible et les polyndmes v(X) et
w(X) s’écrivent de fagon unique, a I’ordre pres des facteurs :

v(X) =q,(X)...q,(X); w(x) = ri(X)...r(X);

les g;,1 <i<k, etles r;,1 < j<lI, étant irréductibles dans F,[X] et définis & une unité
multiplicative prés ([13], Ch. 5).
Si (v(X))?-X (w(X))"=0, alors,

(X)) (X)) =X (r (X))?... (r(X))".

On en déduit que ([13], Prop. 5.26) kp =1+1p, d’ot p(k—1) = 1, ce qui est impossible,
puisque p est premier dans Z.

On en conclut que que le polynéme f(X) = X? — ¢ est irréductible et inséparable sur
K =F,(z).

Remarque 3.22. Dans tout ce qui suit, K désigne, de nouveau, un corps quelconque.

On rappelle qu’un polyndme f, non constant de K[{X], n’a que des racines simples dans
un corps de décomposition sur K si et seulement si son polyndme dérivé f/ vérifie ([13],
Cor. 8.49) :

f#0 et fAf =1
Proposition 3.23. Soit f(X) € K[X]\K et f'(X) son polynéme dérivé ; alors,
)carK =0 = f'(X) #0.
2)carK =p #0 = (f'(X) =0 <= f(X) =g(X?)),
o g(X) est un polyndme de K[X)|.

Démonstration. Posons n := deg f > 0; alors dans K[X],

0<i<n 1<i<n

1) carK = 0; alors, a, # 0 == na, # 0= f'(X) #0.
2) carK est un nombre premier p; I’expression de f'(X) implique

f(X)=0 <= Vi(1<i<n),ia;=0
< Vi(1<i<n), (a;=00upli).

On en déduit que

f(X)=0 <= fX)= Y bX"¥ oireN' b ek, Yk(0<k<r)

0<k<r

= f(X)=g(XP), ob g(X)= Y bXxt O

0<k<r

Théoreéme 3.24. K étant un corps,
~ Si carK = 0, alors tout polynéme irréductible de K[X| est séparable sur K.
~ Si carK = p #0, alors un polynéme irréductible f(X) de K[X] est inséparable sur K
si et seulement si
f(X)=g(X?), on gX)eK[X].
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Démonstration. — Si carK = 0 et si f(X) est un polyndme irréductible de K[X]}, alors f
est non constant, donc f” est non nul (Prop. 3.23) et

deg f' <degf = ftf, dans K[X).

L’irréductibilité du polyndme f implique alors : f A f/ = 1 ([13], Prop. 5.47). On en
conclut que f est séparable sur K (Rem. 3.22).

— Si carK = p # 0, pour un polyndme f(X) irréductible de K[X], deux cas sont pos-
sibles :

a) f'(X) # 0, alors comme dans le cas de la caractéristique nulle, f A f/ =1,

donc f est séparable sur K.

b) f(X) = 0, alors le polyndme irréductible f a au moins une racine multiple dans un
corps de décomposition sur K (Rem. 3.22.), donc est inséparable sur K et ( Prop. 3.23)
f/(X) =0 si et seulement si

f(X)=g(X?), ou g(X)eK[X] O

B. Notion d’extension séparable — Corps parfaits

Définition 3.25. :

1) Un polyndme f(X) € K[X]\ K sera dit séparable sur X si tous ses diviseurs irréduc-
tibles sont séparables sur K.

2) Etant donné une extension L de K, on dit qu’un élément o € L est séparable sur K si
o est algébrique sur X et le polyndme Irry (o, X) est séparable sur K.

3) On dit qu’une extension L de K est séparable sur K(ou que P’extension L : K est
séparable) si tout o € L est séparable sur K.

4) Un corps K est dit parfait si toute extension algébrique de K est séparable sur K.

Remarque 3.26. :

a) D’apres la Déf. 3.25., 1), un polyndme séparable, qui n’est pas irréductible, n’a pas
nécessairement que des racines simples dans un corps de décomposition.

b) Dans la Déf. 3.25., 2), 3) impliquent que toute extension séparable sur K est algébrique
sur K.

Théoréeme 3.27. Un corps K est parfait si et seulement si
carK=0 ou carK=p#0 e K={a’;a€K}.

Démonstration. Soit L une extension algébrique de K.

— Si carK = 0, alors tout élément de L est séparable sur K (Th. 3.24), donc L: K est
séparable et K est un corps parfait.

~ SicarK =p >0, posons K? :={a”; a € K} et supposons K = K? ; soit ¢ € L et
q(X) :=Irrg(a,X).

Si g(X) est inséparable sur K, alors g(X) est de la forme (Th. 3.24)

gX)= Y bX* oureN', b, €K, Vk(0<k<r). (3.10)

0<k<r
K=Kl =Vk(0<k<r),dc, €K, telqueb, = ¢}?, (3.1
dob g(X)= Y c2(xhP=(Y cxb?, (3.12)

0<k<r 0<k<r
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puisque carK = p ([13], Prop. 1.72). Le résultat (3.12) est alors en contradiction avec
'irréductibilité de g(X) dans K[X], donc g(X) est séparable sur K ; par suite, L est sépa-
rable sur K et K est un corps parfait.

Réciproquement, considérons un corps parfait K ; alors, carK =0 ou carK = p non nul.
Montrons que, dans le second cas, on a K = K?.

Soit b € K; si b =0, alors b = (; on suppose donc b 7 0 et on considére le polynéme
XP —b.

Dans I’anneau factoriel K[X], il existe au moins un polyndme irréductible q(X) divisant
X? — b et on peut supposer g(X) unitaire.

Soit a, appartenant & une extension de K, tel que g(a) = 0; alors a est aussi une racine du
polyndme X? — b et dans K(a)[X], ona

XP—b=XP—a’ =(X—a)?, puisquecarkK=p.
gX)|XP-b=qX)=(X-a)",1<m<p.

Mais K étant parfait par hypothese, g(X) est séparable sur K, d’ou nécessairement, m = 1,
donca€ Keta? =b; par suite, K =K?. O

Remarque 3.28. Si K est un corps tel que carK = p # 0 et K = K?, alors
K =K?" :={a"" ; a € K}, quel que soit I’entier n > 0.

Théoreéme 3.29. Etant donné des extensions de corpsL: K etM :L,ona
M : K séparable = M : L et L : K séparables.
Démonstration. On peut supposer K C L C M. Il est immédiat que
(L € M et M séparable sur K) => L séparable sur K.

Montrons que M est séparable sur L.
Soit & € M; par hypothése M : K est séparable, donc « est algébrique sur K. Posons
Pa(X) :=1Irry(a,X).

(Pa(X) € K[X) et K CL) = pa(X) € LIX]
et Pafa) =0 == « algébrique sur L.

Posons gg(X) :=Irr;(a,X); dans L{X], on a (Th. 2.8)
(9a(X) =Irr(a,X) et pa(@) = 0)== q4(X) | Pa(X).

o € M et M est séparable sur K, donc py(X) est un polyndme irréductible séparable sur
K. On en déduit que

(ga(X) | po(X) dans L{X])=> g(X) séparable sur L,
d’ot o séparable sur L, et par suite, M : L est séparable. O

Proposition 3.30. Soit L : K une extension de degré fini, normale et séparable, alors L est
corps de décomposition sur K d’un polynéme séparable.

Démonstration. On suppose [L : K] > 1; L est normal et de degré fini sur K, donc L est
corps de décomposition d’un polyndme non constant, f(X), de K[X] (Th. 3.15).

De plus, L est séparable sur K, par suite, tout facteur irréductible de f(X) étant scindé sur
L, est séparable sur X. On en conclut que f(X) est séparable sur K (Déf. 3.25). O
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La réciproque de la Prop. 3.30 sera démontrée au Ch. 7 (Th. 7.20).

Théoréme 3.31. Théoréme de I’éiément primitif
Soit L une extension d’un corps K telle que

[L:K] <o et L:K séparable,
alors L est une extension simple de K.

Démonstration. Dans cette preuve, nous supposons K de cardinal infini ; dans le cas
d’un corps fini, le théoréme résulte de propri€tés qui seront vues au Ch. 4. (Rem. 4.14).
Posons [L: K] =n> 1.

—Etudions le cas ou n = 2. Soit {a,B} une base de L sur K, alors L = K(e,8) (Rem.
1.25).

Les hypotheses impliquent que L est algébrique sur K'; posons

Pa(X) = I”K(aax) 5 PB(X) ::I"’K(Bvx) et f(X) :=Pa(X)PB(X)-

Soit M un corps de décomposition sur K du polynéme f(X) contenant L.
Posons degpy =r >0et deng =g > 0; soit

o =, 0,,...,0 les racines de py(X) dans M,
B, =B,B,,---,Bs les racines de pB(X) dans M.

L est séparable sur K, donc les o, 1 < i <r, (resp. B;,1 < j <) sont deux a deux distincts
dans M et (Prop. 3.5)

M=K(a,...,00,By,...,Bs)
Montrons qu’il existe £ € K* tel que

V(i,j)(2<i<r2<j<ys), ai+t[3j7éa+tﬁ. (3.13)
En effet, I’ensemble
o={-2"% . r<i<r2<j<s (.14)
B - B;

est une partie finie, non vide de M* = M\ {0} ; or le corps K étant de cardinal infini, il
existe nécessairement t € K* telque t ¢ P et

1¢P = a+if#o;+1B;, V(i, /) (2<i<rn2<j<s).
Pour ¢ fixé dans X et vérifiant la condition (3.13), posons 8 := o +¢f3 ; on a alors
018 # 0, V(i) (2<i<r2< <),
Considérons le polyndme coniposé ([13], Ch. 4) h(X) := py (0 —tX) dans K(6)[X]; alors
h(B) =po(a)=0 et Yj(2<j<s), h(B;) =pa(6—1B;) #0.

On en déduit que B est algébrique sur K(0) et que B est la seule racine commune aux
polyndmes A(X) et pB(X) de K(6)[X]. On pose p(X) := IrrK(e)(B,X). _

Pg(B) = 0= p(X) | ps(X), dans K(8)([X],
h(B) =0 = p(X) | A(X), dans K(0)[X].
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Toute racine de p(X) est donc une racine commune aux polyndmes h(X) et pB(X ).

D’autre part, L est séparable sur K, donc séparable sur K(6), par suite, nécessairement,
w(X) =X~ B. On en déduit que B € K(0); alors,

(0=a+1B et t€K*)= acK(6),

d’ot K(a, B) = K(8); ainsi le théoréme est démontré pour n = 2.

— Pourn > 2, on peut écrire L = K (0, @, . . ., O ), OO {4}, 0, ..., 0 } st une base de L
sur K et on raisonne par récurrence sur n.
On suppose la propriété vraie pour toute extension séparable de K, de degré n—1; en

particulier, il existe un élément 6 € K(¢,,...,0,_;) tel que

K(ay,...,0, ) =K(6);

alors L = K(6,,) et d’aprés I’étude du cas « n = 2 », il existe un certain A € L tel que
L=K(A). O

Définition 3.32. Pour une extension L : K séparable et de degré fini, on dit que A € Lest
un élément primitif, si L = K(1).

Exemple 3.33. Dans la remarque 1.19., on a montré que

Q(V2,v3) =Q(vV2+V3),
donc v/2 + /3 est un élément primitif pour I’extension Q(v/2,v3) : Q.

4. Extensions purement inséparables

Définition 3.34. Soit L : K une extension de corps;
1) Un élement o € L est dit purement inséparable sur X si
i) a est algébrique sur K,
ii) il existe m € N* tel que I'rry(a,X) = (X — o)™, dans L(X).
2) L’ extension L de K est purement inséparable sur K si tout & € L est purement
inséparable sur K.

Remarque 3.35. Compte tenu du 1) de la Déf. 3.34, toute extension L : K purement
inséparable est une extension algébrique.

Proposition 3.36. Erant donné une extension de corps L : K, un élément o € L est a la
fois, purement inséparable et séparable sur K, si et seulement si o € K.

Démonstration. Les Déf. 3.34. et 3.20., impliquent que o € L est a la fois, purement
inséparable et séparable sur X, si et seulement si

o est algébrique sur K et Irrg (o, X) =X — a,
c’est-a-dire o € K. 0

Remarque 3.37. Si K est un corps parfait (Déf. 3.25, 4)), toute extension algébrique L
de K est séparable, donc les seuls éléments de L purement inséparables sur K sont les
éléments de K|, ce qui ne présente pas un grand intérét.

En conséquence, nous supposerons, dans tout ce paragraphe, que K n’est pas un corps
parfait, autrement dit (Th. 3.27),

carK=p#0 et K#K? (KP={a?;acKk}). (3.15)



48 Chapitre 3. Extensions normales - Extensions séparables

Proposition 3.38. Soit L une extension d’un corps K vérifiant (3.15), et un élément o € L
algébrique sur K ; il existe alors k € N tel que o est séparable sur K.

Démonstration. Posons fo(X) :=1Irrg(@,X) et n:=deg fy.
- Sin=1,fy(X)=X— «a, donc o € K est séparable sur K.
— Pour n > 1, raisonnons par récurrence sur 7.
Si o est séparable sur K, 1a propriété est vérifiée avec k = 0.
Si o est inséparable sur K, alors (Th. 3.24)

fulX) = g(XP), ol g(X) € K[X].
On en déduit que, dans K[X], on a deg g < deg f, et fo(X) irréductible et unitaire implique
g(X) irréductible et unitaire. Par suite,

g(aP) =0 = g(X) =Irry(a?,X)
et I’hypothése de récurrence implique qu’il existe &’ € N tel que
¥
(aP)P" est séparable sur K,

d’ol o séparable sur K, pour k = k' +1. O

Théoréme 3.39. Erant donné une extension L d’un corps K vérifiant (3.15), un élément
o € L est purement inséparable sur K si et seulement s’il existe r € N et a € K tels que

fa(X) :=1Irrg(@,X) =x¥ -a.

Démonstration. Supposons ¢ purement inséparable sur X ; il existe m € N*, tel que
fa(X)=(X—oa)", dansL[X].
L’ entier m s’écrit de fagon unique
m=sp", o reN et pts dans N* d’od

foX) = (X — )" =X —aP’)*, dansL[X].

Or, les coefficients du polyn6me f(X) sont dans K, donc en particulier, le coefficient de
X=DP" c’est-a-dire +sa”’, appartient 2 K ; alors

PAs=1==sl, #0=> 0" €K;
(X — )™ = (X? — o)’ iréductible surK =>s =1,
dot fu(X)=(X-a)"=X" —a,oha:=a” ck.

Réciproquement, si o € L et fo(X) = X?" — a, dans K[X], alors a = o ; par suite
faX)=XF —a = (X-a)”,
donc « est purement inséparable sur K. O

Théoréme 3.40. K érant un corps vérifiant (3.15), si L : K est une extension purement
inséparable, de degré fini, alors [L : K| est une puissance de p.

Démonstration. L'hypothése [L : K] < o implique que L est obtenue par I’adjonction 2 K
d’un nombre fini d’éléments algébriques sur X (Th. 2.29) :

L=K(a,,,...,0n), neN*.
Posons K, := K(¢),K, := K{(&,),...,Kn:=K,_(0) =L.
Par hypothése ¢, est purement inséparable sur K ; montrons que pour tout j(2 < j <n), Q;
est purement inséparable sur K i1
Etant donné j(2 < j < n), posons

[i(X) =Irrg(a;,X) et gi(X):= IrrKj_l(aj,X).
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«; est purement inséparable sur K, donc dans K [X],ona
fj(X) =(X- aj)'"i, ou m; € N*.
D’autre part, dans K;_, (X1,
(gj(X) = I""Kj_l(ajax) etfj(aj) = O) = gj(X) | fj(X)’
dod, g;(X)=(X-a)™, 1<m;<m, dansN.
Par suite, o ; est purement inséparable sur K i1
Posons K;, := K ; d’apres le Th. 3.39, pour tout j (1 < j < n), il existe ri€eNeta;€K; ,
tels que

ja

—xPI _
g;i(X)=X?"~a,

On en déduit que
Vi(l<j<n), [K;:K; \]=[K; ,(a;):K;_,]=p".
Par suite,
[L:Kl=[K.:K]= J] K;:K;,]= [T p",
1<j<n 1<j<n
donc [L: K] est une puissance de p. (]

Théoréme 3.41. X érant un corps vérifiant (3.15), soit a € K\ KP ; alors, pour tout entier
n>0, le polyndéme f(X) := X?" —a est irréductible sur K.

Démonstration. Soit g(X) un diviseur irréductible et unitaire de f(X) dans K[X] et soit
K (o) un corps de rupture de g(X) (Déf. 2.21).
g(a)=0= f(a)=0=a” —a.
Dans K(a)[X],on a
f(X)=XP" —a” =(X —a)?, puisque cark = p.
Par suite, tout diviseur, irréductible et unitaire A(X) de f(X) dans K[X] s’écrit, dans
K()[x],

MX)=(X-a)",0<m<n dansN;
alors h(a) =0=¢q(X) | h(X) dans K[X].

Les polyndmes g(X) et A(X) étant irréductibles et unitaires dans K[X], on en déduit que
q(X) = h(X). Ainsi f(X) est nécessairement une puissance de g(X) :

FX) = (g(x))" keN", et degf=p" = kdegg=p".

Par suite, les entiers k et degg sont des puissances de p; d’ou
f(X)= (q(X))pr, pour un certain r € N.
Soit ¢ € K, le terme constant de g(X) ; le terme constant de f(X) est alors
a=(xc)?, oh reN.
En supposant r > 0, on aurait a € K?, ce qui est contraire a 1’hypoth¢se, donc r = 0 et
f(X) = XP" —a=q(X) est irréductible dans K[X]. O

Théoréme 3.42. Soit L une extension d’un corps K vérifiant (3.15), alors a € L est
purement inséparable sur K si et seulement s’'il existe r € N tel que a” €K.

Démonstration. D’aprés le Th. 3.39, si o est un élément de L purement inséparable sur
K, alors il existe un entier r > Q et a € K tels que
Ja(X) =Irrg(a,X) = X7 —a,
donc a” =acKk.
On remarque que  est alors le plus petit élément de N tel que a?” € K.

o . Y o
En effet, s’il existait un entier 7/ tel que 0 < ¥/ < reta? =b € K, « serait racine du
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polyndme g(X) :=X P _bek [X], de degré strictement inférieur a celui f(X), ce qui
est impossible.

Réciproquement, soit & € L tel que at?” € K, pour un certain entier > 0. On peut suppo-
ser que r est le plus petit élément de N satisfaisant & cette condition.
Sir=0, alors @ € K, donc « est purement inséparable sur X.
Sir>0etaf €K, supposons que &P € KP; il existe alors b € K tel que aP” = bP, ce
qui implique a’ '=bek , d’ou une contradiction avec ’hypothése de minimalité faite
sur ~. On en déduit que
(r>0 et af €K)=> af ¢KP.
D’apres le Th. 3.41., le polynéme X? — a?” est irréductible sur K, et nécessairement
Irrg(0,X) =X? —a¥ = (X — ),
donc « est purement inséparable sur K. 0

5. Exercices

1. Soit f(X) = X*+X2%+1 dans Q[X].
1°) f(X) est-il irréductible dans Q[X]?
2°) Existe-t-il des racines de f(X) dans Q ? ou dans R ?
3°) Vérifier qu’il existe un corps de décomposition F, de f(X) sur Q, contenu dans C.
Déterminer [F : Q).

2. K étant un corps, soit f(X) € K[X] tel quedeg f =n> 1.
Démontrer que f(X) est irréductible dans K[X] si et seulement s’il n’a aucune racine
dans les extensions L de X telles que

n

K] < z , on 2 signe la partie entiére de
L:K 3 i 7 désigne 1 i iere d 2

3. Soit f(X) € K[X] ou K est un corps; on suppose deg f =n > 1.
1°) Soit p, (X) un diviseur irréductible et unitaire de f(X) dans K[X].
a) On note L, un corps de rupture de p,(X) sur K ; montrer que
1<[L,:K]<n.
b) Soit F un corps de décomposition de f(X) sur K. Démontrer que
I<[F:K]<nl
2°) On suppose que le polynéme f est irréductible sur K ; prouver que I’on a alors,
n<[F:K]<n! et ndivise[F :K].
3°) Vérifier que les polynOmes
fX)=x3-2 et gX)=Xx*-2
sont irréductibles sur Q.
F (resp. E) désignant un corps de décomposition de f (resp. g) sur Q, déterminer

[F:Q] et [E:Q).

4. Soit Z/2Z = {0,1} le corps 2 2 éléments ; on pose F, := Z/2Z.
Dans F,[X], on considere le polyndme f(X) :=X2+X +1.
1°) Vérifier que f(X) est irréductible sur F,. Etant donné une racine & de f(X) dans
une extension de IF,, préciser le degré de I, () sur F,,.
2°) a) Montrer que F,(cx) est corps de décomposition de f(X) sur F, et écrire la
factorisation de f(X) dans F,(a)[X].
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b) Soit K := {0,1,x,a + 1}. En écrivant les tables d’addition et de multiplication
des éléments de K, montrer que K est un sous-corps de F, (o) ; en déduire I’égalité

5. Soit y:= v/2++v/2 dans R.
1°) Déterminer p(X) := Ier(y,X).
2°) Montrer que le polyndme p(X) a un corps de décomposition K sur Q tel que
QCKCR.
Préciser le corps K et déterminer [K : Q).

6. Soit f(X) =X*+4X? +2 dans Q[X].
1°) Vérifier que f(X) est irréductible sur Q ([13], Prop. 5.112 et 5.108) et réductible
(c’est-2-dire non irréductible) sur Q(v/2).
2°) Trouver un corps de décomposition F de f(X) sur Q tel que
QCcQ(W2)cFcC.
— Préciser les degrés [F : Q] et [F : Q(v/2)].
— F est-il corps de décomposition de f(X) sur Q(v/2) ?

7. Soit K :=Q(i, j,v2),0u ¥ = -1, > =1,j#1, dans C.
1°) a) Vérifier que K est une extension algébrique, de degré fini sur Q. Calculer
(K : Q).
b) Justifier I’existence d’un élément A € K tel que K = Q(A4).
2°) a) En tenant compte de la Rem. 1.19.b) (Cf. Exemple 3.33.), prouver que
K=Q(, V2+3).
b) Déterminer le polyndme Irrg(v2 +v/3,X).
¢) En suivant la démonstration du Théoréme de 1’élément primitif (Th. 3.31), trouver
un élément A € K tel que K = Q(A).

8. Soit K un corps de caractéristique p # 0 et K(a) une extension simple, transcendante
de K (Déf. 2.2).
1°) Démontrer que le polyndme X? — arP est irréductible sur K(o?) ; en déduire que
[K (@) : K(aP)] = p.
2°) Soit K(f3) une extension simple, transcendante de K, telle que
o ¢ K(B) et B ¢ K(ar).
a) Prouver que [K(a;, B) : K(a?, B?)] = p?.
b) Vérifierque u€ K(a,B) = uP € K(ot?,BP);
en conclure que K(a, B) n’est pas une extension simple de K(a?,B?).

9. Soit K un corps, p un nombre premier et a un élément donné dans KX, tel que
a#0,a# 1.
On suppose, dans toutes les questions qui suivent, que le polynéme X? — a est irréduc-
tible sur K et on note & une racine de ce polyndme dans une extension de K.
1°) Donner I’expression d’un élément quelconque de K (o) en fonction de .
2°) On suppose carK = p.
Démontrer que le polynéme XP — o n’a pas de racine dans K (o).
3°) On suppose p =2 etcarK # 2.
Démontrer que le polyndme X? — & a une racine dans K (o) si et seulement si —4a est
une puissance 4™ dans K (c’est-a-dire qu’il existe x € K tel que —4a = x*).
4°) On suppose p # 2 et carK # p.
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Soit L un corps de décomposition sur K du polynéme X# — 1.

a) Vérifier que X? — 1 n’a que des racines simples dans L.

b) On note I" ’ensemble des p racines de X? — 1 dans L.

— Vérifier que I forme un sous-groupe cyclique du groupe multiplicatif L* = L\ {0}.
— En déduire que, pour tout € # 1 dans I', on a L = K(¢).

— Déterminer le produit e€2¢3...eP 7L,

5°) On suppose toujours p # 2 et carK # p.

Soit € # 1 dans le groupe I' défini dans la question précédente.

On suppose que le polyndme X? — a, irréductible sur K, par hypothese, est , de plus,
irréductible sur K(€).

On pose M = K(a., €).

a) Vérifier que le polyndme X? — a est séparable sur K et que, pour 0 <i< p—1, les
€léments o€’ sont les racines de X? —a dans M.

En conclure que M est une extension de degré fini, normale et séparabie sur K.

b) Montrer que, pour tout entier i,0 < i < p—1, il existe un automorphisme o; du
corps M tel que

i) = ae' et Oy oy = idy .

(On remarquera que M = K(¢)(a) = K(e)(e'a), Vi(0 < i< p—1)).

¢) Le but de cette question est de prouver que le polyndme X? — & n’a pas de racine
dans K(a).

On suppose qu’il existe B € K(o) tel que B7 = a, il s’agit alors de montrer que cette
hypothese conduit & une contradiction avec ’irréductibilité sur K du polyndme X7 —a.
— Vérifier que B? = o implique K(B) = K(a). En déduire que B est algébrique sur K.
— On pose g(X) := Irrg(B,X). Quel est le degré du polyndme g(X) ?

Montrer que g(X) est scindé sur M.

—Les 0,0 < i< p—1, étant les automorphismes de M définis dans la question 5°)b),
on pose, pour tout i,

o,{(B) = B;
— Prouver que les B;,0 < i < p— 1, sont exactement les racines de g(X) dans M. On
pose
b:=PBoBy---B,_1

Comparer b au terme constant de g(X).
Calculer b7 ; en conclure que X? — o n’a pas de racine dans K(a).

10. Soit J une dérivation d’un corps K (Ex. 8., Ch. 1). Pour tout f(X) = Y} a,X’, dans
0<i<n
K[X], on pose

Pxy=Y a@)x-
0<i<n

1°) Calculer (f +g)° et (fg)° pour f et g dans K[X].
2°) Soit K(a) une extension simple de K.
a) On suppose qu’il existe une dérivation d; de K(a) prolongeant d (c’est-a-dire que
J, K= d).
Pour tout n € N, calculer d,(a"); en déduire d, (f(a)), pour tout f(X) € K[X].
b) On considere le morphisme

6 : K[X] — K(a)
f(X)+— f(a).
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On pose K[c] := Im 6 et on note 6, la restriction surjective de 0 ; autrement dit :
6, : K[X] — K[a] et pour tout f(X) € K[X], 6,(f(X)) = f(a).
Comme dans I’Ex. 8., Ch. 1, on définit I’anneau de matrices

M(K(a)):={(g i’) ; (x,y)eK(a)xK(a)}.

Soit B € K(a); on considere 1’application

¢ : K[X] — M(K(a))

fla)y fo(a)+f(a)B
f(X)'_’( 0 f(a) )

ou f/(X) désigne le polyndme dérivé de f(X).
Vérifier que ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires.
3°) Comme précédemment, soit K(a) une extension simple de K.
a) On suppose o transcendant sur K et, comme ci-dessus, on note 0, la restriction
surjective de 6. Justifier les propriétés suivantes :
6, est un isomorphisme et K(a) est le corps des fractions du domaine d’intégrité K [o].
On pose @, = @06, et on note € I'injection canonique de K{a] dans K(a). Prouver
qu’il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires ¥ de K{a] dans M(K(a)) tel
que Yo€ = @,.
En déduire que, pour tout B € K(a), il existe une unique dérivation d, de K{a) qui
prolonge d et telle que d; (o) = B (Cf. Ex. 8,Ch. 1).
b) On suppose & algébrique sur K et B € K(ox) ; on considere

K[x]
(p(X))

(voir 1a preuve du Th. 2.11), montrer qu’il existe un

p(X) :=Irrg(e,X) et on note 7 la surjection canonique de K[X] sur

K[X]
(p(X))

unique morphisme d’anneaux unitaires
y de K(a) dans M(K(a)) tel que yom =@
st et sculement si on a

En identifiant K(ax) 2

(p(X)) CKero. (3.16)

Montrer que la condition (3.15) équivaut a la condition
p°(a)+p'(a)B =0. (3.17)

En déduire que la condition (3.16) équivaut a I’existence d’une dérivation 8B de K()
prolongeant d et telle que aﬁ(a) =B.

Vérifier que si la dérivation 8B existe, alors elle est unique.

- Si ¢ est séparable sur K, prouver que 8B existe pour une seule valeur de B € K(a).

-Si aestinséparable sur K etsi p(X) = Z cX !, démontrer que 8B existe, pour tout
0<i<d
B € K(a), si et seulement si d(c;) = 0, quel que soit i (0 < i < d).



Chapitre 4
Corps finis

Signalons que les corps finis sont encore appelés « champs de Galois », mais nous n’uti-
liserons pas ce vocable.

1. Cardinal d’un corps fini

Rappels :

a) Tout corps fini (¢’est-a-dire de cardinal fini) est nécessairement de caractéristique non
nulle (Rem. 1.7).

b) Pour tout nombre premier p, le corps Z/pZ est de cardinal p et de caractéristique p
(Ch. 1).

¢) SiV est un espace vectoriel sur un corps K, alors (voir un cours d’Algébre Linéaire)

dimgV=n<o <= VK" 4.1)

Notations :
a) p étant nombre premier, on notera F, le corps Z/pZ.
b) Le cardinal d’un ensemble X sera noté card(X) ou |X|.

Théoréme 4.1. Si K est un corps fini de caractéristigue p, il existe alors un entier n > 1
tel que |K| = p".

Démonstration. K est un corps de caractéristique p # 0, donc K est une extension de F),
(Ch. 1); on peut supposer F, C K, alors,

(F, CK et |K|<oo)=[K:F,| <oo.
Posons n := [K : | ; ainsi K est un espace vectoriel de dimension finie, n, sur F,, ; d’ou
K ~F," (Rappel c), ci-dessus), ce qui implique |K| = p". O
2. Groupe des éléments non nuls d’un corps fini
A tout corps K on peut associer le groupe multiplicatif abélien K*.
Si K est un corps fini de cardinal p” (Th. 4.1), alors K* est un groupe abélien fini de

cardinal p" — 1.

Théoréme 4.2. Le groupe multiplicatif des éléments non nuls d’un corps fini est cyclique.
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Démonstration. 1°) Rappels ([12], Ch. IIT)
Un groupe fini G est cyclique s’il est engendré par un élément x et dans ce cas (en suppo-
sant que G est un groupe multiplicatif),

IGl=m=G=<x>={x*;0<k<m—1}.

L’ élément x est alors un générateur de G.
Le nombre des générateurs d’un groupe cyclique G d’ordre m est ¢(m), ou @ est la fonc-
tion d’Euler ([12], Prop. 3.21).
De plus, pour tout diviseur d de m dans N*, le nombre des éléments de G, d’ordre d, est
o(d)>0et

m=Y ¢(d), 1<d<m 4.2)

d|m

2°) Le Th. 4.2 résultera du lemme suivant ([12], Ex. 19, Ch. III).

Lemme 4.3. Soit G un groupe (multiplicatif) fini d’ordre m ; si pour tout diviseur d de m
dans N, le nombre d’éléments x de G vérifiant I'égalité x% =1, est au plus égal a d, alors
G est cyclique (1 désigne I’élément unité de G).

Démonstration. On remarque que ’hypothese du lemme ne suppose pas G abélien.
Quel que soit le diviseur d de m dans N*, désignons par A (d) le nombre des éléments de
G, d’ordre d. On a alors

Ad)>0 et m=) A(d), 1<d<m. 4.3)
dim

¢ étant la fonction d’Euler, montrons que
(1<d<m, d|n et A(d) #0)=> A(d) = 9(d).

En effet, A(d) # 0 implique qu’il existe au moins un élément y € G d’ordre d ; le sous-
groupe cyclique de G engendré par y, noté < y >, est alors d’ordre d et tout x €< y >
vérifie : x4 = 1.
Compte tenu de ’hypothése du lemme, on en déduit que les seuls éléments x de G, vé-
rifiant x¢ = 1, sont les éléments du groupe < y > . Par suite, les seuls éléments de G,
d’ordre d, sont les générateurs du groupe < y >, d’ob

A(d) = o(d).
Pour prouver que le groupe G est cyclique il suffit de montrer que A(m) est non nul. En
tenant compte des résultats (4.2) et (4.3), on obtient

Am)=m— Y A(d)2m— Y o(d)=0(m)>0,
dim,d#m d|m.d#m

d’ou A(m) #0. O

3°) Preuve du Th. 4.2,

Pour un corps K fini, de caractéristique p et de cardinal p” (Th. 4.1), le groupe K* est
d’ordre p" — 1.

Pour tout diviseur d de p" — 1 dans N*, le polyndme X¢ — 1 a au plus d racines dans K
({13], Cor. 4.48) et plus précisément, dans K*, puisque O n’est pas I’une de ses racines.
On en déduit que le groupe fini K* satisfait aux hypothéses du lemme 4.3, donc K* est
cyclique. O



§ 3. Caractérisation des corps finis 57

En particulier, le groupe F,* est cyclique d’ordre p — 1.

Corollaire 4.4. Quel que soit le corps K (fini ou non), tout sous-groupe fini du groupe K*
est cyclique.

Démonstration. En effet, si G est un sous-groupe fini de K*, le raisonnement fait pour la
preuve du Th. 4.2 montre que le groupe G vérifie les hypothéses du lemm 4.3, donc G est
cyclique. a

3. Caractérisation des corps finis

Théoréme 4.5. Erant donné n € N*, un corps K, fini et de caractéristique p, est de
cardinal p" si et seulement si K est corps de décomposition sur ¥, du polynome X P _X.

Démonstration. Soit K un corps fini tel que carK = p et |K| = p"; alors K est une exten-
sionde F,, et [K : Fp] = n (voir la preuve du Th. 4.1).

Denpllus (Th. 4.2), e groupe K* est cyclique d’ordre p” — 1, donc tout o € K* vérifie :
af 7t =1.

Considérons le polyndme f(X) := X?" — X = X(XP"~! — 1) dans F,[X]; alors tout élé-
ment & de K est racine du polyndme f(X).

D’autre part, carF, = p implique f'(X) = —1,d’ou fA f' = 1.

On en déduit ([13], Cor. 8.49) que le polyndme f(X) a p” racines simples dans un corps
de décomposition sur F, ; ce sont donc les p”" éléments de K. Par suite, K est corps de
décomposition du polyndme X?" — X sur F,.

Réciproquement, soit K un corps de décomposition sur F,, du polyndme f(X) = X?" —X.
Comme on I’a vérifié précédemment, f{X) n’a que des racines simples dans K.

Soit R = {al,az,...,ap,,} I’ensemble des racines distinctes de f(X) dans K. Montrons
que R est un sous-corps de K.

On remarque que {0,1} C R ; posons [1,p"]:={ie N; 1 <i<p*}.

Pourtouti€ [1,p"],onaq; = aiP", donc quels que soient i et j dans [1,p"] :

o—a;= a,.”" — aj”" =(a;,— aj)”", puisque carK = p.
oz,.ozj“l = oz,."’"(ozj"’")_l = (a,.aj_l)”", en supposant &; # 0.
On en conclut que R est un sous-corps de K. On a F, C R et f(X) scindé sur R; or par

hypothese, K est corps de décomposition de f(X) sur F,, par suite (Th. 3.3), R=K, d’ou
|K| = p". [

Corollaire 4.6. Quels que soient le nombre premier p et l'entier n > 1, il existe un corps
fini de cardinal p", défini & un IF ,-isomorphisme preés.

Ce résultat se déduit des théoremes 3.3 et 4.5 et du Cor. 3.9.

Notation : Un corps fini de caractéristique p et de cardinal p”,n > 0, étant unique 2 un -
isomorphisme pres (Cor. 4.6), nous utiliserons couramment, la notation F,» pour désigner
un tel corps et nous supposerons F, C F -
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4. Sous-corps d’un corps fini

Rappel ([13], App. A, Prop. 0.37) :
Quels que soient les entiers @ > 1,7 > 0,5 > 0, on a, dans N*,

(@—1)|(@"—1) < s|n. 4.9
Lemme 4.7. Etant donné un corps K et un entier n > 1, alors pour s € N*,
X*—1|X"—1, dans K[X] <= s|n, dans N*. “4.5)

Démonstration. 1¢" cas : carK =0 ou carK=petp{n.
Supposons s | n; il existe alors un entier d > 1 tel que n = sd, donc dans le cas ou
carK=petptn, ona pts Onendéduitque

X"—1=(X*¥-1=X-D)xXE@D x4 1 x11),
d’od X*—1]X"—1, dans K[X].
Réciproquement, supposons X* — 1 | X" — 1, dans K[X]; on a alors, 0 < s < n, dans N.
On en déduit qu’il existe des entiers g et r tels que

n=sq+r, g>0, 0<r<s.
Par suite,

X'—1=X9X"-1=(X"-1)X"+X"-1;
alors, X*—1|X9-1= (X*-1|X"-1 <= X*-1|X"-1).
Compte tenu de la condition 0 < r < s, on en déduit que
X-1|X"-1=r=0=>s|n

2¢me cas:carK=p #0et p|n.
Dans N, on peut écrire n = kp%, avec o >0,k > 0, ptk, alors la condition carK = p
implique

X"—1=(xHP" —1=x - 1" (4.6)

Sis|ndansN,onas=KkpB ouk |k, doncptk,et0< B <o, dob,
X 1= 1) = (x¥ - 1)?’;
parsuite, (K |k, ptk,0< B <a)= (X¥ —1)? | (x*-1)?"

donc, sln=X-1|X"-1.

Réciproquement, supposons X" — 1 =X*" —1 = (X*~1)?" ob,dans N, ptket @ #0
;81 X°— 1] X" —1 dans K[X], alors nécessairement,

X5 -1 =(X"I—1)”ﬁ, avec K |ketO< B < a;
dot, (X*—1=X"_1) = s=¥pP = s|n. O

Théoréeme 4.8. Quels que soient le nombre premier p et I'entier n > 1, il existe une
bijection entre ’ensemble des sous-corps de ]Fp,, et I'ensemble des diviseurs de n dans
N*. Plus précisément,

F s sous-corps de ¥, <= s|n, dans N*.
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Démonstration. Rappelons que pour n = 1, le corps F, n’a pas de sous-corps propre
(Prop. 1.4); dans ce cas, on peut dire que le théoréme est trivialement vérifié. On suppose
dans la suite, n > 1.

Notons § un sous-corps de F ,, ; S est donc un corps fini de caractéristique p, donc il existe
un entier s > 0, tel que |S| = p* (Th. 4.1). On peut écrire :

§=F, e F,CF,CF,.

D’apres les Th. 4.5 et 3.3, F , (resp. F ) est 'unique corps de décomposition sur I, du
polyndme X?" — X (resp. X7’ — X), contenant F,.
La preuve du Th. 4.5 montre que I est un sous-corps de F . si et seulement si toute

racine de X' — X dans F , est aussi racine de X?" — X dans F,» ; alors, compte tenu des
résultats (4.4) et (4.5),ona

F s sous-corps de F ), <= (xP1—1) | (xP"~1 =1), dans F,[X],
— (p.\'__ 1) I (pn_ 1)7 dans N*7
<= s|n, dans N*. O

Remarque4.9. a) Si F, C F, CF,,, alors le groupe multiplicatif '}, est I'unique sous-
groupe d’ordre p° — 1 du groupe cyclique F,.
Le Th. 4.8 peut étre démontré a partir de cet argument.

b) La preuve du Th. 4.7 montre que quel que soit le diviseur s de n dans N*, F o ©st corps
de décomposition du polynéme X?" — X, sur le corps Fos.
5. Propriétés des corps finis

Lemme 4.10. Lemme de Frobenius
Soit K un corps de caractéristique p # 0, alors I’ application

¢:K—K
a—a’

est un endomorphisme de K, appelé endomorphisme de Frobenius.
Si le corps K est fini, alors ¢ est un automorphisme de K.
Pour K =T, ¢ = idy.

Démonstration. carK = p, donc quel que soit (a,b) € K x K, on sait que
¢(a+b)=(a+b)P =aP +b” et ¢(ab) = (ab)? =aPb®, de plus, ¢(1)=1.

Ainst, ¢ est un endomorphisme non nul, donc injectif de K.
Si K est fini, alors, ¢ injectif = ¢ bijectif, donc ¢ est un automorphisme de K, d’ot

K={a’;acK}. @7
siK=F,,ona,quelquesoitacFy, a”? =q,d’olt ¢ = ilep. O

Théoreéme 4.11. Tout corps fini est parfait.
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Démonstration. K étant un corps fini de caractéristique p, 1’égalité (4.7) est vérifiée,
donc, d’apres le Th. 3.27, K est un corps parfait (Déf. 3.25). |l

Théoréeme 4.12. Si K est un corps fini, alors toute extension de degré fini sur K est une
extension simple, normale et séparable de K.

Démonstration. On suppose carK = p et |K| = p",n> 0, donc [K:F,] =n.
Soit L une extension de K telleque K C Let [L: K] =r > 1; L est une extension algébrique
de K (Th. 2.26) et K étant un corps parfait (Th. 4.11), L est séparable sur K.
D’autre part,
(L:K]=r et [K:Fpl=n)==[L:Fp]=rn.

On en déduit que L est corps de décomposition du polyndme X?” —X sur K (Rem. 49
b)), donc L est une extension normale de K (Th. 3.15).
On a supposé r > 1, donc il existe g(X) € K[X] tel que

XPTU 1= (XP"1—1)g(X), degg>0. 4.8)

D’aprés la preuve du Th. 4.5, les éléments du groupe cyclique L* (resp. K*) sont les
racines du polyndme XP" 1 — 1 (resp. X7"~1 —1).

Si A est un générateur du groupe L*, alors A ¢ K*, donc A est une racine du polynéme
£(X) défini par la relation (4.8) et K C K(A) C L.

Mais, L={0}UL*={0}u{A*;1<k<p™—1} = LCK(A),
d’ott L =K(4). O

Corollaire 4.13. p érant un nombre premier, tout corps fini F pn €St une extension simple,
normale et séparable de .

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Th. 4.12 avec K =Fp et L=F . O

Remarque 4.14. D’apres le Th. 4.12, le Théoréme de 1'élément primitif (Th. 3.31) est
vérifié par toute extension de degré fini d’un corps fini.

D’apres la preuve du Th. 4.12, tout générateur @ du groupe cyclique Iy, est un élément
primitif (Déf. 3.32) pour I’extension IFP,, : Fp, 5 C’est-a-dire que

]Fpn - FP((D).

Plus généralement, quels que soient le diviseur s de n dans N* et le générateur @ du
groupe cyclique F',, ona

Précisons qu’en posant g := ﬁ’ pona ([12], Ch. III)
Fpp ={0*; 1<k<p*—1} et Fhp={o?;1<1<p—1).

Mais, il est important de noter, qu'un élément o, primitif pour une extension Fp:F
donc tel que

p»

P P >
n’est pas nécessairement un générateur du groupe IF;‘,,.. (Cf. Ex. 3. et 4. de ce chapitre).
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Cette remarque sera utile au Ch. 6, pour I’étude des extensions et polyndmes cycloto-
miques sur un corps fini.

Cependant, quels que soient le nombre premier p, I’entier n > 1 et I’élément ¢, primitif
pour 'extension F ,, : Fp, ona

[]Fp,, (Fpl=n= degIrr]Fp(a,X) =n.

On en conclut que pour tout nombre premier p et tout entier n > 1, il existe au moins un
polyndme irréductible de degré n, dans F,[X).

6. Exercices

1. Soit K un corps fini tel que |K| = g(q est une puissance de la caractéristique de X).
Comme dans I’Ex. 7., Ch.1, pour tout entier n > 0, on considére 1I’endomorphisme de

groupes

u,: K* — K*
x—x"

Démontrer que u, est un automorphisme du groupe K* si et seulement si
nA(g—1)=1

2. Soit K un corps fini de caractéristique p.
1°) On suppose qu’il existe une involution ¢ de K (Cf. Ex. 11., Ch. 2) telle que ¢ # idj.
On pose
Ls:={x€K; o(x)=x}.

Compte tenu des résultats de I’Ex. 11,, Ch. 2, montrer qu’il existe n € N*| tel que
ILs|=p" et |K|=p™

2°) Réciproquement, soit K = ]Fp;,, un corps fini de cardinal p**, ou p est premier et
ne N*.
Démontrer que I’application

7:K— K

x*—»x’/'

est 'unique involution de K, autre que idy, etque Ly = F ..
3. Soit IF, le corps a deux €éléments.
1°) Prouver que les polyndmes
pPX)=X*+X+1 et gX)=X*+X>+X2+X+1
sont irréductibles sur I, .

o . ]F2[X] - ]FZ[X]
2°) On pose K := (p(X)) et L: @x)"

Vérifier que K et L sont des corps finis dont on précisera le cardinal ; sont-ils iso-

morphes ?

3°) Soit, respectivement, 7 et o les surjections canoniques de I, [X] sur K et L. On pose
a=xn(X) et B=oc(X)
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Montrer que o engendre le groupe cyclique K*, mais que B n’engendre pas le groupe
cyclique L*.

Trouver, en fonction de B, un générateur y du groupe L* et en déduire un isomorphisme
¢ de K sur L tel que P, = id]F2 etp(a)=1.

4. Soit Fy =Z/3Z.
1°) Montrer que les polyndmes X> — X +1, X>—X —1 et X2 +1 sont irréductibles
sur 5.
2°) On considere les quotients de I’anneau F4[X| par les idéaux respectivement engen-
drés par ces polyndmes ; on pose

PO ;s R ;s N
X3-x+1)" 7 (X3-Xx-1) (X2+1)

On note, respectivement, 7, o, 7 les surjections canoniques de F5[X] sur K, L, H. Jus-

tifier les propriétés suivantes :

a) K, L, H sont des corps finis ; préciser leurs cardinaux.

b) Les corps K et L sont isomorphes.

¢) K, L, H sont des extensions simples de I, telles que si
a:=n(X),B:=0(X)et y:=1(X),alors K =F,(at), L=F;(B) et
H =TF4(y).

3°) On considere les groupes cycliques K*, L*, H*.

a) Préciser I’ordre de chacun de ces groupes.

b) Démontrer que o (resp. B) engendre le groupe K* (resp. L*).

¢) Prouver que ¥ n’engendre pas le groupe H* et trouver un générateur de H*, en
fonction de 7.

8. Carrés dans un corps fini.
Soit K un corps fini de caractéristique p et de cardinal g (g est une puissance de p). On
pose
K :=TF,, IF?, = {2 x€F,}, IF‘;2 = ]Fg\ {0}.

1°) Montrer que si p =2, alors F, = ]Fg (Lemme 4.10).
2°) On suppose p # 2. Vérifier que I’application
y:F,— Fp
x— 3

est un endomorphisme du groupe Fy.
-1
En considérant Im y et Ker y, prouver que [F}?| = 22— ; en déduire | 2.
3°) On suppose toujours p # 2. Démontrer les propriétés suivantes :
a) xe]F; =>x9’3‘l =41.
b) x€F}? > O =1
¢ —1le IF;2 <= g¢—1=0 (mod 4).
d) Si —1 etx ne sont pas des carrés dans Fy, alors —x est un carré dans F,.
4°) Soit p un nombre premier impair ; dans le corps F,, on pose

A:={-x*;x€F,} et B:={1+y’;ycF,}.



§ 6. Exercices 63

p+1
2
En déduire qu’il existe x et y dans IF), tels que 1 +x24+y*=0.
En déduire qu’il existe des entiers a, b tels que p | 144+ b%.
6. 1°) Etant donné un entier n > 1, soit p un nombre premier divisant 14 (n!)? dans N*.
a) Vérifier que 'on a p impair et p > n.
b) En application du 3°)c) de I’exercice 5) précédent, montrer que

Montrer que |A| = |B| =

1+(n)?=0 (mod p) <= p-1=0 (mod 4)

En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1+4m, m € N*.
Donner quelques exemples de tels nombres premiers.

2°) Soit p un nombre premier de la forme p =4m+ 1.

Dans F,[X], on considere le polyndme

f(X):=Xx%" 1.

Justifier I’ affirmation suivante : f(X) est scindé sur F, et les racines de f(X), dans F,,
sont les éléments de Fj, =F )\ {0}.

3°) a) Prouver qu’il existe au moins un entier a € Z tel que p divise a®™ + 1. Pour un
tel entier a, on pose b =a™ ; montrer que p divise b + 1 dans Z.

b) On considere p dans I’anneau des entiers de Gauss Z{i] ([13]). Vérifier que p n’est
pas premier, donc n’est pas irréductible dans Z[i]. En déduire qu’il existe, ¢ +id € Z|[i],
différent d’une unité et non associé A p, qui divise p dans Z[i] ([13)).

— Démontrer que p = ¢* +d>.

— En conclure que tout nombre premier p = 4m+-1 dans N, est la somme des carrés de
deux entiers ¢ et d, uniques au signe pres, et tels que c Ad = 1 dans Z.

¢) Déterminer les nombres premiers p =4m+ 1 tels que 1 < p < 30 et les écrire sous
forme d’une somme de deux carrés, dans N.

7. 1°) Prouver que le polyndme f(X) = X* + 1 est irréductible dans Z[X] (Appliquer le
critere d’Eisenstein & f(X +1)).
En déduire que X* + 1 est irréductible dans Q[X].
2°) Soit p un nombre premier. On considere f(X) = X*+ 1 dans F,[X], out F,, est le
corps a p éléments.

a) Montrer que f(X) est réductible dans I, [X].

b) On suppose, dans cette question, p premier impair.

Montrer qu’un élément @, appartenant & une extension K de I, est racine du polyndme
f(X) si et seulement si & est un élément d’ordre 8, dans le groupe multiplicatif K*.
Vérifier que 8 divise p> — 1.

En déduire que pour tout nombre premier impair, le polyndme X* -+ 1 a une racine dans
le corps sz (de cardinal p?).

3°) En utilisant le résultat de 1’Ex. 2., Ch. 3, prouver que, quel que soit le nombre pre-
mier p, le polyndme X* + 1 est réductible sur Fp.

8. Etant donné un entier a > 1, sans facteur carré dans Z, on note /a la racine carrée
positive de a, dans R, et on considére le polyndme

foX) =X +2(1—a)X?> + (1 +a)>.
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1°) a) Soit i le nombre complexe tel que i = —1 ; montrer que le corps K := Q(i, 1/a)
est corps de décomposition, sur @, du polyndéme f,(X).

b) On pose z:= i+ +/a ; démontrer que K = Q(z) et que de plus,

fa(X) =Irrg(z,X).

En déduire que f,(X) est irréductible dans Z[X].

2°) Soit p un nombre premier ; on note 7 la surjection canonique de Z sur Fj, := Z/ pZ.
Soit 7 : Z[X] — F,[X] le prolongement canonique de 7. On pose

VneZ, n(n)=n; Vg(X)eZX], 3(X) =7(g(X)).

a) Pour p =2, vérifier que le polynéme f;(X) est réductible dans F,[X].

b) Démontrer que, quel que soit p # 2, le polyndme f,(X) est réductible sur F, en
considérant les cas suivants :

1) p divise a.

2) pnedivisepasa et

ou bien, @ est un carré dans ]F;‘, ;

ou bien, @ n’est pas un carré dans F), et

—1 est un carré dans F, ou —1 n’est pas un carré dans F.
(Voir I’Ex. 8. de ce chapitre)

9. Etant donné un domaine d’intégrité A ([13], Déf. 1.21) on dira qu’un polyndme est
irréductible sur A, s’il est irréductible dans A[X].
1°) Soit A un anneau factoriel ({13)], Déf. 5.87) et K := FrA, le corps des fractions de
A ([13], Déf. 5.2).
On considere un idéal premier I de A tel que B := A/I est : soit un anneau factoriel,
soit un corps.
Pour tout a € A, on note @ la classe de a modulo 7. Soit

f(X):=Y aX'cAX]etF(X):= Y @X'eB[X].

0<i<n 0<i<n
On suppose n > 0 et @, # 0; démontrer que
f(X) irréductible sur B => f(X) irréductible sur K. 4.9)

En déduire que si f(X) est irréductible sur B et f(X) primitif ([13], Déf. 5.102) dans
A[X], alors f(X) est irréductible sur A.

Applications :

a) Vérifier que X3 +X + 1 est irréductible sur F, = Z/2Z ; en déduire que le polyndme
X*+86X? + 525X + 1341 est irréductible sur Z.

b) Prouver que X2 +¥2 + 1 est iréductible dans R[X,Y].

2°) Soit p un nombre premier et F, = Z/pZ; on considere le polynome

f(X):=X?P-X—1, dansF,[X].

a) Vérifier que f(X) n’a pas de racine dans F,.

b) Soit & une racine de f(X) dans un corps de décomposition, noté E, de f(X) sur F,.
Montrer que f(X) n’a que des racines simples dans E et que ces racines sont les o +a,
ol a décrit .

¢) Prouver que X? — X — 1 est imméductible sur F,; en déduire que X7 — X — 1 est
irréductible sur Z.
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3°) En utilisant le résultat de I’Ex. 2., Ch. 3, montrer que X* + X + 1 est irréductible
sur le corps F, ; en déduire que les polyndmes X4 +X + 1 et 3X* — 6X2 + 19X +9 sont
irréductibles sur Z.

4°) Compte tenu des résultats des questions 1°) et 3°) de ’Ex. 7. ci-dessus, vérifier que
la propriété exprimée par la relation (4.9) n’admet pas de réciproque.

10. Soit p un nombre premier et F,, := Z/ pZ.
1°) Soit ¢(X) un polyndme irréductible et unitaire dans F,[X]. On pose d := degg > 1
et on note (¢(X)) 'idéal de F,[X] engendré par-q(X).
FpX
(q(Xx))
g(X) divise X7 — X dans F,[X].
b) Soitn > 1 dans N; démontrer que

a) Vérifier que

est un corps fini, dont on précisera le cardinal. Montrer que

g(X) | X" - X dans F,[X] <= d|n dansN".

2°) Soit f(X) € Fp[X] tel que n:=deg f > 1.
Soitn = r,r,...r, la factorisation de n en un produit de nombres premiers r;,1 <i <k,
les r; n’étant pas nécessairement distincts. Pour tout i(1 < i < k), on pose d; = 2

r

Démontrer que le polyndme f(X) est irréductible dans F,[X] si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites dans F,[X] :

FEIXT -X o FOAEP —X) =1, Vi(l <i<K).

3°) Soit DY, 'ensemble des polyndmes de F,[X|, irréductibles, unitaires et de degré n.
a) Prouver que I’ensemble D7, est fini. On pose [} := card(D}).
b) Démontrer la relation :

7 -x=TI[] a)- (4.10)
din qug
En déduire que
pr=YdI 4.11)
din

et que pour tout entiern> 1,ona p" > nlj.
¢) A partir des résultats précédents, démontrer que pour tout entiern > 1, on a

p-1

p-1

11. Soit F; un corps fini de cardinal g, olt g est une puissance d’un nombre premier p.
Question préliminaire : Pour tout polyndme f(X) € F,[X], on pose

S(f) =Y f(x).

x€F,

nl; > p" -

(4.12)

Pour tout m € N, on considére S(X™) := Z X ; prouver que
x€F,

SX™)=-1,sim=0 ou sim>1let(g—1)|m;
S(X™) =0, sinon.
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Soit n € N*; dans I'anneau F,[X,,...,X;], on désigne par F une famille finie de poly-
ndmes non constants :

F={fi:A€A}, 1<|Al<w.

On rappelle que x = (xy,...,X,) € Fy est un zéro d’un polyndme f € Fy[X,,..., X}, si
f(x)=0.
Soit V I’ensemble des zéros communs aux polyndmes f;, A € A. Pourtout 4 € A, on
note deg f, le degré total de f, .
Le but des questions 1°) et 2°) est de prouver la relation (4.13) (Th. de Chevaliey-
Warning, [43])

Y degf, <n= |V|=0 (mod p). (4.13)

AeA
1°) Dans F,[X, ...,X,], on considere le polyndme P défini par

— -1
Pi=Tla(1- 7).

Pour tout x € F}, on a donc P(x) =IT; A (1~ £ (x)).
Démontrer les propriétés suivantes :

ayxeV=Px)=1; byx¢V = P(x) =0.

2°) Pour tout f € Fy[X, ..., X,], onpose S(f):= Y f(x).
xelFg
a) Démontrer que
VI=S(P) (mod p). 4.1%

b) Prouver que
Y degf, <n—=>degP <n(g—1).
A€A

En déduire que P est combinaison linéaire sur IF,,, de monO6mes de la forme :

XM X, on Y m;<n(g—1).
1<i<n

Prouver que, pour un tel mondme, il existe j(1 < j < n) tel que S(XJ'."J') =0.

En déduire que S(Xl'"I LX)y =0.

Justifier alors le résultat (4.13), moyennant la relation (4.14).

3°) En application de la relation (4.13), montrer que si, pour tout A € A, les polyndmes
£y, sont sans terme constant, alors la condition Y, _, deg f; < n implique que ces
polynbmes ont au moins un zéro commun, non nul.

En conclure que toute forme quadratique sur un corps fini, f(X;,X,,...,X,),n >3, a
au moins un z€ro non trivial.



Chapitre 5
Cléture algébrique d’un corps

Dans tout ce chapitre, la notion essentielle sera celle de corps algébriquement clos, dont
la définition ([13], Déf. 4.42) a ét€ rappelée dans les Préliminaires du Ch.3.

Proposition 5.1. Pour un corps K, les propriétés suivantes sont équivalentes
i) K est algébriguement clos.

ii) Tout polynome non constant de K|X] est scindé sur K.

iii) Tout polynome irréductible de K|X| est de degré 1.

Démonstration. i) = ii) ([13], Prop. 4.44).

if) => iii) : Supposons que f(X) soit un polyndme irréductible, de degré n > 1, dans
K[X]; I'hypothese ii) implique que f(X) est scindé sur K, ce qui est impossible, donc
deg f=1.

iily == i) : Dans I’anneau factoriel K[X|, tout polyndme non constant, f(X), a au moins
un diviseur irréductible ; d’apres I’hypothese iii) celui-ci est de degré 1, donc f(X) a au
moins une racine dans X ; autrement dit, K est algé€briquement clos. O

Remarque 5.2. a) Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.
En effet, soit K un corps fini; posons g := |[K| et K = {a;; 1 <i < g}.
En notant 1, I’élément unité de K, considérons, dans K[X], Ie polyndme

fX)=X-a)X—-a,)... X—ag)+1;

alors, quel que soiti(1 < i< g), ona f(a;) # 0, donc K n’est pas algébriquement clos.
b) Un corps algébriquement clos n’admet aucune extension algébrique propre.

1. Théoréme fondamental de I’Algebre

C’est ainsi, qu’en général, est désigné (en Algebre) le Théoréme suivant.
Théoréme 5.3. Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Il existe plusicurs démonstrations de ce résuitat, extrémement important dans I’ensemble
des mathématiques. La premiere fut donnée par Gauss, en 1799. Compte tenu de la rigueur
des mathématiques actuelles, cette démonstration présentait quelques imperfections, mais
le principe général en était correct. Elle fut d’ailleurs reprise par Gauss, lui-méme, en
1815, puis par d’autres mathématiciens. Dans sa version « revue et corrigée », elle figure
dans plusieurs ouvrages (par exemple, [27]).

La preuve du Th. 5.3., donnée ici, utilise les propriétés P,, P,, P; ci-dessous, ainsi que le
Théoréme fondamental des polyndmes symétriques ([13], Th. 8.14).



68 Chapitre 5. Cloture algébrique d’un corps

P, : Tout polynéme de R[X], de degré impair, a au moins une racine dans R.

Cette propriété résulte d’un théoréme d’ Analyse, dit Théoréme de la valeur intermédiaire
(supposé connu) ([4]). .

En effet, soit f(X) dans R[X], de degré n impair: f(X) = Z aX'

0<i<n
La fonction polyndme f : R — R ([13], Déf. 4.21) est continue ; en supposant, par
exemple, le coefficient directeur de f, a,, strictement positif, alors (Th. de la valeur inter-
médiaire) -
( im f(x)= —coet lirJrrl f(x) = +o0) => Ix, € Rtel que f(x,) =0.
X— oo

X——

P, : Tout nombre réel a > 0 a une racine carrée dans R.

Une preuve en est donnée dans I’ App. A de ce livre (Cor. A.10).
Les racines carrées, positive et négative d’un nombre réel a > 0, sont respectivement no-
tées \/a et — /a.

P, : Tout nombre complexe a une racine carrée dans C.

Ce résultat est une conséquence de la propriété P, (voir un cours de 1 cycle [3], ou
I’Ex. 1. de ce chapitre).

Remarque 5.4. A partir de la propri€té P;, on montre facilement que tout polynome du
second degré, a coefficients dans C, a deux racines dans C distinctes ou confondues (Ex.1.
de ce chapitre).

Notations : Pour z € C, on désigne par z I’imaginaire conjugué de z et on note ¢ I’auto-
morphisme de C tel que

VzeC, 0(2) =2
Soit 6 ’automorphisme de C[X] prolongeant ¢. Pour f(X) € C[X],

fX)= Y aXxt = 6(fX))= Y ax~

0<k<n 0<k<n
On pose alors,  f(X) := 6 (f(X)).

Remarque 5.5. Compte tenu des notations ci-dessus, ¢ étant un automorphisme, on a

degf=degf, .1)
f(X) irréductible <= f(X) irréductible. (5.2)
PouraeC, f(a)=0 < f(&) =0. (5.3)

Lemme 5.6. Tout polynome irréductible de C[X], de degré impair est nécessairement de
degré 1.

Démonstration. Supposons f(X) € C[X], irréductible et de degré n > 1, impair.
11 s’agit de montrer que ces hypothéses conduisent & une contradiction. Sans restreindre
la généralité, on peut supposer f(X) unitaire et on pose

8(X) = f(X) f(X),
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ol1, compte tenu des notations définies plus haut, f(X) := & (f(X)).

(E(X) = F(X) f(X) = g(X)) = g(X) € R[X].

a) Supposons g(X) non irréductible dans R[X].
I existe alors g,, g, dans R{X] tels que

888, 1<degg <degg, 1<degg,<degg. 54

Les polyndmes f et f sont irréductibles dans 1’anneau factoriel C[X]. D’autre part, les
relations (5.4) montrent que g, et g, ne sont pas des unités dans C[X]; alors, compte
tenu de 1'unicité de la factorisation d’un polynéme de C[X] en un produit d’éléments
irréductibles, ([13], Déf. 5.67), on a nécessairement, dans C[X],

818 =ff= (g, ~ fetg, ~f) ou (g ~fetg, ~f) (5.5)

Les relations (5.5) impliquent, en particulier

degg,=degf=n>1.
Or par hypothése, n est impair et g, (X) € R[X]; d’aprés la propriété P,, le polyndme g,
a donc au moins une racine dans R et, compte tenu des relations (5.5), il en est de méme
pour le polyndéme f (ou f) ce qui contredit I’hypothése : f irréductible dans C[X].

b) On suppose g(X) irréductible dans R[X].
On pose d := degg = 2n (Cf. relation (5.1)). Soit E un corps de décomposition de g sur
C. On a supposé f unitaire, donc g = ff est aussi unitaire. Dans E[X], on peut écrire

gX)= ] x-ay, (5.6)

1<i<d

oules o, 1 < i< d, sont distincts ou confondus dans E. On considére alors le polyndme

rX):= [] X—(x+a). 5.7

1<i<j<d

Le degré de h est égal au nombre de couples d’entiers (i, j) telsque 1 < i< j < d;d’autre
part, on an > 1 et impair, d’otr

-1
a'egh:Cﬁ:M

=n(2n—1) = degh > 1 et impair. (5.8)
La relation (5.7) montre que le polyndme h est unitaire et que tous ses coefficients, autres
que le coefficient directeur, sont des polyndmes symétriques en les ¢, 1 <i < d, dans
Rle,..., 0 ).

Désignons par X;, 1 <i < d, les fonctions symétriques élémentaires des o; ([13], Ch.
8). D’apres le Théoréme fondamental des polynémes symétriques ([13], Th. 8.14), pour
chaque coefficient ¢ de h, autre que le coefficient directeur, il existe un unique polynéme
9 EREZ,,...,T ] tel que

c=c(0,...,05) =@(Z,,..., L ).
Les oy, 1 <i < d, étant les racines du polyndme g(X) € R[X], quel que soit

i(1<i<d),X, € R([13], p. 259). On en déduit que h(X) € R[X]. Or hest de degré impair
(C1. (5.8)) donc h a une racine dans R (Cf. P)).
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Soit B une racine réelle de h(X); il existe alors un couple (i,j) telque 1 <i< j<det
B = o;+ ;. Posons

B
2
g(X) e R[X],B € R, donc p, et p, sont dans R[X].

Le polyndme g étant, par hypothese, irréductible dans R[X], il en est de méme pour les

polyndmes p, et p, ([13], Ch. 5, Ex. 19); on en déduit que, dans ’anneau factoriel R[X]
([13], Ch. 5),

B

p(X)=g(X+3) et ppX)=g(-X+3

)-

degp, =degg=degp, = p;~p, ou p,Ap,=1
Mais p; (———) = (&) =0 et py( ) =gla;) =0.
Par suite, p, et p, ne sont pas premiers entre eux, donc ils sont associés et g €tant unitaire,
P, €t p, sont aussi unitaires. On en conclut que p, = p, d’ou

P1(_X) = p,(X) = p,(X).
Le polyndme p, est symétrique en X, donc il existe un polyndme p dans R[X], tel que

p1(X) =p(X?).

(degp, =degg=2n,n>1) == degp=n.

Le polynéme p(X) € R[X], de degré impair n > 1, a au moins une racine réelle a (Cf. P)).
Notons o une racine carrée de a dans C (Cf. P;); alors

p(a2) =0 = py(@) =glo+5) = sla+ Br7ar By <o,
d’ou f(a+—[2i)=0 ou 7(a+-§)=0(<=¢» f(a+§)=0).

Ainsi f a une racine dans C, ce qui contredit encore I’irréductibilité de f dans C[X].
On en conclut que, dans C[X], tout polyndme, irréductible et de degré impair, est néces-
sairement de degré 1. O

Preuve du Théoréme fondamental de I’ Algébre (Th. 5.3) :

Démonstration. 11 s’agit de montrer que tout polyndme irréductible f(X), de C[X], est

de degré 1 (Cf. Prop. 5.1).

Supposons n := deg f > 1 et f(X) unitaire. Dans N*, on peut écrire, de fagon unique,
n=2"qg, avec m>0 et g impair.

D’aprés le lemme 5.6, le résultat & prouver est vrai pour m = 0.

On suppose m > 0 et on raisonne par récurrence sur m; 1’hypotheése de récurrence étant

qu’un polyndme irréductible de C[X], de degré 2™ ¢/, ot 0 < m’ < m et ¢’ impair, est

nécessairement de degré 1.

Soit F un corps de décomposition de f sur C. Dans F[X], on peut écrire

fX)= H (X*)'i),

1<i<n
ot les 4; sont distincts ou confondus dans F. On pose

kx)= [T xX-4+4)).

1<i<j<n
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nin—1)

degk = =2""1g(2"g—1) et ¢ :=q(2™g— 1) est impair.
D’autre part, comme dans la preuve du lemme 5.6., on montre, a ’aide du Théoréme

fondamental des polyndmes symétriques, que k(X) € C[X].
Dans I’anneau factoriel C[X], écrivons

k(X)=r (X)ry(X)...r/(X), avec I > 1, 5.9

les ri(X), 1 <i <, étant irréductibles et unitaires (non nécessairement distincts). Pour
tout i (1 <i <), posons deg r; = 2™ig, et (quitte a changer I’ordre des r;) supposons, dans
N,

m; >0, g;impair et0<m, <m, <...m,. (5.10)

Les relations (5.9) et (5.10) impliquent alors, N
degk=2""1¢' = Y Mg, =2™(q + Y 2™ ™Mg,). (5.11)

1<i<l 2<i<!

En écrivant, dans N,

g+ Y, 2™ Mg, =2°q", avec s > O et g” impair,
2<i<!

on obtient, en tenant compte des relations précédentes,
g =mtg = m—1=m +s =>m <m-1.

Le polyndme irréductible et unitaire r; (X) est donc de degré 2™ ¢, , avec

0 < m; < met q, impair; ’hypothese de récurrence implique alors degr, = 1, par suite
le polyndme k(X ) a au moins une racine dans C.

Notons u une racine de k(X) dans C; il existe donc un couple (i, j)telque 1 < i< j<n
etA,+A ; = 1. On considére les polyndmes

£X) :=f(X+%) et fo(X) :=f(—X+%).

Le polyndme f étant irréductible et unitaire dans C[X], il en est de méme des polyndmes

(]

fi et f,. De plus, on vérifie que

On en déduit, comme dans la preuve du lemme 5.6., que f; = f, et qu’il existe un poly-
ndme ¢(X) € C[X] tel que

est une racine commune 2 f; et f,, dans F.

H(X) = £(X) =1(X?);
alors, 2degt =degf, =degf =n=>degt =2""q.
Compte tenu de I’hypothese de récurrence, tout diviseur irréductible de ¢(X) dans C[X]
est de degré 1, donc le polyndme ¢ a au moins une racine ¢ dans C. Soit ¥ une racine
carrée de ¢ dans C (Cf. Py).

He)=0=> £,( =0 = f(r+5) =0.

La derniére égalité contredit I'irréductibilité de f(X), supposé de degré n > 1 dans C[X],
doncdegf=1. O

Remarque 5.7. Une autre démontration du Th. 5.3, utilisant la théorie de Galois, sera
donnée au Ch.7.
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2. Plongement d’un corps dans un corps algébriquement clos

Théoréme 5.8. Pour tout corps K, il existe au moins un corps E algébriquement clos et
extension de K.

Démonstration. La preuve proposée s’inspire de celle d’Emile Artin ([5]).
1/ Anneau de polynémes a une infinité d’indéterminées

Etant donné un corps K et une famille {X;},,, o1 I est un ensemble de cardinal infini, on
notera
A= K[{X; b)),
I’anneau des polynémes sur K, & une infinité d’indéterminées, {X;},,, dont les éléments
sont définis comme suit.
On dit que
feA < IneN'et3I{i,,...in} CItelsque f € K[X,.I,...,X. ]

in

De fagon naturelle, on munit A d’une addition et d’une multiplication : quels que soient f
et g dans A, pour

fe K[X,.l,...,X,.”] et g€ K[X.l,...,ij],
on considere f + g et f g dans ’anneau K[X,.l yen ,X,.”,le . ,ij].
On vérifie que A est alors muni d’une structure d’anneau unitaire, commutatif, 1’élément
unité de A étant celui de K ; de plus, K se plonge canoniquement dans A.

2/ Démonstration du Théoréme 5.8

Soit A I’anneau des polyndmes sur K, 2 une infinité d’indéterminées indexées par 1’en-
semble I = K[X]\ K, donc

A= K[{Xf}fel([x]\](]'

Notons J I’idéal de A engendré par I’ensemble
{r(X;) eKlX;]CA; feK[X]\K}.

Montrons que J est un idéal propre ([13], Déf. 1.45) de A.
Un élément quelconque de J s’écrit sous la forme

1<i<n
oin € N*etpourtouti(l1<i<n),g €A, f,€ KIX]\K.
Supposons que 1’on ait
Y s fiX)=1. (5.12)

1<i<n
Pour tout i (1 < i < n), désignons par ¢; une racine du polyndme f;(X f.), dans un corps
de décomposition sur X et considérons le corps

L:=K(a,,...,0).
La relation (5.12) est valable dans L{{X f} FEKIX)\ !> c€ qui entraine la contradiction sui-
vante

1= Z & filay) =0.

1<i<n
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On en déduit que 1 € J, donc J # A.

J étant un idéal propre de I’anneau unitaire et commutatif A, il existe un idéal maximal M
de A contenant J ({13}, Cor. 2.72).

Posons E, := A/M ; E, est un corps ([13], Th. 2.62) ; soit 7 la surjection canonique de A
sur E,| et u I'injection canonique de K dans A :

| Gy QLI

7t o u est un morphisme non nul, donc un monomorphisme de K dans E,, par suite E, est
une extension de K. En identifiant X a son image par 7 o u, on peut considérer que 1’on a
KCE,.

Montrons que tout polyndme f(X) € K[X]\ K a au moins une racine dans E;.

D’apres la définition des idéaux J et M, on a

VFEKIXI\K, f(X;)€ICM=>n(f(X,))=0, dans E,.

Posons o := 7(X,) et f(X) :o<z'< an} dans K[X,]\K; alors
<jsn

n(f(X) =0 <= Y a0/ =f(a)=0.

0<j<n

Ainsi « est une racine de f dans E,.

En reprenant, i partir du corps E|, le raisonnement fait a partir de K, on construit un corps
E,, extension de E |, tel que
KCE, CE,

et tout polyndme de E, [X] \ E, a une racine dans E,.
En réitérant le processus, on obtient, de proche en proche, une chaine croissante d’exten-
sions de corps :

KCE C---CECE,_ ,C...
telle que, quel que soit k € N*, tout polyndme de E, [X]\ E, a au moins une racine dans

Ek+1'

Onpose Ey:=K et E:= U E,.

keN
La famille {E, },y est totalement ordonnée par I’inclusion, donc E est un corps, exten-
sion de K. Vérifions que E est algébriquement clos.
Dans EX]\E, soit f(X) = Xocic, @ X', degf =n > 1; il existe alors k € N tel que
{ag,a,,...,an} C E ; par suite, f(X) € E,[X]\E,.
Le polyndme f(X) a donc au moins une racine dans E, | C E, d’ol E algébriquement
clos.
On en conclut que tout corps K peut étre plongé dans un corps algébriquement clos. [

3. Cloture algébrique d’un corps

Définition 5.9. On appelle cloture algébrique d’un corps K, toute extension L de K telle
que

i) L est algébrique sur K.

i) L est un corps algébriquement clos.
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Théoréme 5.10. Tout corps K admet une cloture algébrique.
Plus précisément, si E est un corps algébriquement clos, extension de K, alors

K :={a € E; aalgébrique sur K} (5.13)
est un corps et c’est une cloture algébrique de K.

Démonstration. D’apres le Th. 5.8., pour tout corps K, il existe au moins un corps E

algébriquement clos et extension de K. On considére alors I’ensemble K défini par la

relation (5.13).

Vérifions que K est un sous-corps de E.

On a K # 0, car K C K. Il faut alors prouver que quels que soient ¢, 8 dans K, ona o — 8

etoBdansKetsia#0,alorsa ! €K.

D’aprés la définition de K, & et 8 sont algébriques sur K, donc K(a, B) est une extension

algébrique de KX telle que
' K CK(a,B) CK.

Or a — B et o sont dans K(a, ), donc dans K. De plus, & # 0 implique

alck(a) CK(a,B)CK.
On en déduit que K est une extension algébrique de K.

Il reste a prouver que K est un corps algébriquement clos.
Soit f£(X) un polynéme non constant dans K[X].
KCE—= f(X)€ E[X]\E.
E étant algébriquement clos, f(X) a au moins une racine o dans E.
Or, f(X) € K[X], donc a est algébrique sur K ; d’apres la Rem. 2.32,

(K : K algébrique et a algébrique sur K) = o algébrique sur K.

On en déduit que & € K, par suite K est algébriquement clos.
En conclusion : K est une cldture algébrique de K. 0

Exemple 5.11. :

1) C estextension algébrique de R (C = R(i)) et C est un corps algébriquement clos (Th.
5.3), donc C est une cldture algébrique de R.

2) On remarque que C n’est pas une cloture algébrique de Q, car C n’est pas algébrique
sur Q, puisqu’il contient, en particulier les nombres 7 et e qui sont transcendants sur Q
(Cf. App. B, ou cor. 5.20.). Cependant C est algébriquement clos et contient Q, donc

Q= {a €C; aalgébrique sur Q} ¢ C

est une cloture algébrique de Q (Th. 5.10.).
On peut prouver, de différentes fagons, que Q est de degré infini sur Q.
Dans I’Ex. 13., Ch. 2., on montre que si

pl <p2 < - <pn <pn+l <...
est la suite croissante des nombres premiers dans N, alors

F:Q, ot F =Q(/B1o\/Frr- s/ Prr---)»

est une extension algébrique de degré infini sur Q. D’apres la définition de Q,ona

QCFcQ

alors
[F: Q]infini = [Q: Q)] infini.

L’Ex. 2. de ce chapitre donne une autre justification de cette propriété.



§ 3. Cloture algébrique d’un corps 75

Remarque 5.12. A priori, il peut exister différents corps algébriquement clos et exten-
sions de K, donc éventuellement différentes cl6tures algébriques de K, mais nous allons
prouver qu’elles sont toutes K-isomorphes.

Lemme 5.13. Soit L: K et E : K des extensions de corps, respectivement définies par les
couples (L,u) et (E,v) (Rem. 1.9). Si l'extension L : K est algébrique et si le corps E est
algébriquement clos, alors

1) il existe un monomorphisme 0 : L — E tel que cou=v;

2) si de plus, L est algébriquement clos et E est algébrique sur v(K), alors G est un
isomorphisme.

Démonstration. On peut supposer K C L et K C E, c’est-a-dire que u et v sont des injec-
tions canoniques.

1) On désigne par F I’ensemble des extensions algébriques F de K tellesque K C F C L
et pour lesquelles il existe un monomorphisme 7: F — E, tel que Tx =V

Soit 8 ’ensemble des couples (F,T), o0 F € F.Ona 8 #0, car (K,v) € 8.
On considere, dans 8, la relation binaire, notée <, définie par

(Ft)<(F,7) <= FCFett,=1

Larelation < est une relation d'ordre partiel dans 8 (2 vérifier).
Montrons que 1’ensemble partiellement ordonné 8 est inductif ([13], Déf. 2.69).
Soit {(F;, 7,) },; une famille totalement ordonnée d’éléments de 8, alors
F := ;¢ F; est un corps tel que K C F C L; de plus, pour tout i € I, F; est algébrique sur
K, par suite F est algébrique sur K.
On définit un monomorphisme 7 : F — E en posant, quel que soiti € [, Typ, = Tp Ce qui
implique Ty =V.
On en déduit que le couple (F, 1), ainsi défini, appartient & S et est un majorant pour la
famille {(F}, 7;)},c,;- Par suite, I’ensemble partiellement ordonné § est inductif ; alors,
selon I’axiome de Zom ([13], p. 50), il existe au moins un élément maximal dans S ;
notons (M, o) un tel élément.
Ona K CMCL M algébrique sur X et O/ =V démontrons que M = L. Supposons
M G L il existe alors o € L tel que a ¢ M. Par hypothese, o est algébrique sur K ;
posons p(X) 1= Irrg(a,X).
Soit § : K[X] — E[X] le prolongement canonique de v ; on pose
p(X) :=¥(p(X)).
Par hypothese, E est algébriquement clos, donc le polyndme p(X) a au moins une racine
B dans E.
Désignons par 0’ le monomorphisme de M () dans L défini par :
O';M =0 et o'(a)=p.
On a alors
G;K———v et KCMCM(a)CL.
De plus M(a) est algébrique sur K, d’ol
M(a),6’) €8 et (M,0) S (M(),0');
ce qui contredit la maximalité de (M, ) dans 8 ; ainsi, M = L, d’ou le diagramme com-
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mutatif :

o
L

donc ¢ ou = v, ce qui est équivalent & O = idy, lorsque u et v sont les injections cano-
niques.
2) Montrons que si E est algébrique sur v(K) et L algébriquement clos, alors le mono-
morphisme ¢ : L — E est surjectif.
D’aprés ce qui précede, on a
WK)=0(K) et o(K)Co(L)CE.

D’autre part,

L algébriquement clos = ¢ (L) algébriquement clos.
Soit y € E ; posons p(X) :=1Irr,, (K) (7,X). On peut considérer p(X) comme un polynéme
de o (L)[X], or o (L) est algébriquement clos, donc y€ 6 (L),d’ou 6 (L) =E.
On en conclut que © est un isomorphisme. O

Théoréme 5.14, Deux clotures algébriques d’un corps K sont K-isomorphes.

Démonstration. Soit E, et E, deux clbtures algébriques d’un corps K.

Les hypotheses permettent d’appliquer la partie 2) du lemme 5.13. avec L=E, etE =E,.
On obtient, alors le diagramme commutatif suivant, o ’on peut supposer que a et v sont
les injections canoniques de K dans E; et K dans E,,

K

(9
El E2

d’apres le lemme 5.13, ¢ est un isomorphisme, de plus 6 ou = v équivaut a O/ = idy ;
donc ¢ est un K-isomorphisme.

Remarque 5.15. Le Th. 5.14 montre que tout corps K a une cloture algébrique unique, a
un K-isomorphisme pres ; on pourra donc éventuellement parler de la cldture algébrique
d’un corps et celle-ci sera généralement noter K.

4. Cloture algébrique d’un corps fini

Comme dans le chapitre 4, p étant un nombre premier et n un entier strictement positif,
on notera IF ,, un corps fini de caractéristique p et de cardinal p” et on supposera F, CF -

Rappel : Un corps fini ne peut étre algébriquement clos (Rem. 5.2).

D’autre part, pour m et n dans N*, on a (Th. 4.8)
Fom CF, < min.
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Par suite, quels que soient m et n dans N*,
1<m<n== m!|n! =>]Fp,,,,§]Fp,,,.

Théoreme 5.16. Soit p un nombre premier, alors pour tout entier n > 1,
E = U ]Fpk, est une cloture algébrique du corps fini ]Fp'"
keN*

Démonstration. La famille {]Fpk,} xen+ de corps finis de caractéristique p, étant totale-

ment ordonnée par I'inclusion, E = U ]Fp,d est un corps. De plus,
keN*

VkeN', (F, CF, — F,CE). (5.14)

a) Montrons que, quel que soit n € N*| E est une extension algébrique de Fon.
Soit n donné dans N* et x quelconque dans E;

x€E = dmeN'telquexe ]Fp,,,,.
On choisit e plus petit entier m tel que x € Fp,,,,.

—~Sim < n, alors ]Fp,,,! - ]Fp,,, = X € ]Fp,,, et (Th. 2.26.)
[]Fp,,, (Fpn] <o = ]Fp,,, algébrique sur F,,
d’ou x algébrique sur F .
-Sin<m,cnaalors, F,, C IFP,,, CF , et [FP,,,, 1 F o) <o,
d’ot, comme précédemment, x algébrique sur F ..

b) Démontrons que E est algébriquement clos.
Soit f(X) € E[X] tel que f(X) = Z aX' degf=r>1.
o<i<r
Il existe k € N* tel que {a,a,,...,a,} C ]Fp,‘, ;onaalors f(X) € I[“p,(,[X].
Soit L un corps de décomposition de f sur ]Fp,(!, alors L est de degré fini sur I{“pk! (Th.
4.5); on en déduit que L est de degré fini sur F,, car

[L:Fpl=]L: ]Fp,‘,] []Fp,(, :Fp).

Si [L:F,] =, alors L est un corps fini de cardinal p* que I’on peut identifier 3 F s (Cf.
Ch. 4) et d’apres la relation (5.14),ona L = ]Fpw CE.

Par suite, le polyndbme f(X) est scindé sur E ; on en déduit que E est algébriquement clos
(Prop. 5.1.).

En conclusion, quel que soit ’entier n > 1, E = U F e est une cldture algébrique du

keN*
corps fini F . O

5. Transcendance de e et de 7 sur Q

Une preuve complete de la transcendance, sur @, des nombres réels e et x, utilisant des
méthodes classiques d’Analyse, est donnée dans I’appendice B. La démontration que nous
proposons ici s’appuie sur le Théoréme de Lindemann-Weierstrass ([29], p. 268), que
nous ne pouvons démontrer dans le cadre de ce livre, mais que nous appliquerons.
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Définition 5.17. Soit L: K une extension de corps ; des éléments @,,..., 0, de L, n € N*
sont dits algébriquement indépendants sur X si
YV f(Xy,...,.Xn) €K[X,,... . Xa|\K, fla,,...,0n)#0.

Remargque 5.18. a) La définition 5.17 généralise, pour n > 1, la définition d’un élément
transcendant sur un corps (Déf. 2.2), qui correspond aucas n = 1.

b) Des éléments algébriquement indépendants, sur un corps K, sont, a fortiori, algébri-
quement indépendants, sur tout sous-corps de K.

Théoréme 5.19. Théoréme de Lindemann-Weierstrass
Quel que soitn € N*, 5iz,,2,,...2, Sont des éléments de Q linéairement indépendants sur
Q, alors les nombres complexes €' €2, ... € sont algébriquement indépendants sur Q.

Corollaire 5.20. e et w sont transcendants sur Q.

Démonstration. D’apres le Th. 5.19, appliqué dans le cas n = 1, quel que soit z # 0 dans
Q, € est transcendant sur @ ; alors, en prenant z = 1, on obtient : e transcendant sur Q,
donc a fortiori, sur Q.

Par ailleurs, dans C, * =cosw+isint =—-1€ QC Q.

Par suite, d’aprés ce qui précéde, in & Q; alors, i € Q implique 7 ¢ @, donc 7 est
transcendant sur Q. [}

6. Théoréme de Frobenius

Le corps gauche des quaternions réels H ([13], Déf. 1.6), qui intervient dans le Théo-
réme de Frobenius (publié en 1878), est étudié dans "Eléments de théorie des anneaux”
({13], Ch. 3).

Rappelons que R et C sont des sous-corps commutatifs de H et qu’en particulier, le centre
([13], Déf. 1.32.) de H est le corps R. ([13], Prop. 3.86.).

Théoréme 5.21. Tout corps K, non nécessairement commutatif, dont le centre contient le
corps R des nombres réels, et qui est de dimension finie sur R, est isomorphe soit & R,
soit au corps des nombres complexes C, soit au corps des quaternions réels H.

Démonstration. En notant Z(K) le centre de K, on a, par hypothese,
RCZ(K)CK et [K:R]=dimgK < o (5.15)

— Si K est un corps commutatif, alors Z(K) = K et
I<[K:R]<eo=K=R ou K~C,
car C est cloture algébrique de Ret [C: R] = 2.

— Supposons K non commutatif; dans la relation (5.15), on a
RCZ(K)C K.
Soitx € K\R et R(x) le plus petit sous-corps commutatif de K contenant R et x, alors

1 <[R(x):R] < o0 = R(x) ~C.
On en déduit qu’il existe &, € K\ R tel que

g=-1 et R(g) =R(x).
Le corps R n’ayant pas d’extension algébrique propre, autre que C (2 un isomorphisme
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pres), R(g,) est un sous-corps commutatif maximal de K et tout élément de K qui com-
mute avec €, est dans R(g;).
Soity € K\ R(g,) ; y ne commute pas avec &, posons z := y&; — .
Ona z#0, €z=y+¢gye et z€ =—y—gYg,
d’ou (z€, = —€,2#0) = 2 € R(¢g,) = R(2) #R(¢,).

Or, R(z) est, une extension algébrique propre de R contenue dans K, d’ot
R(z) =R(g) ~ C.
Onen déduitque  R(z) #R(g;) = R =R(z) NR(g)).
Par suite, 8 =—§ 1= 2281 = —z§27= 8122,
=2 € R(z)NR(g;) =R.

Mais z € R, donc z2 n’est pas un nombre réel positif, d’oit z2 < 0 dans R.
. . . .. z
Soit v/—z2 la racine carrée positive de —z° dans R ; posons &= \/—_—5, alors
-z

g=-1 et &g =—8&F.
Posons &, := €&, ; dans K, €, &,, &, vérifient les relations

€ =& =€ = -1, (5.16)
£16) = —6F =& 1 8 = —65 = £} &6 = —£5 =&, (5.17)
De plus, les éléments 1, €, &, & sont linéairement indépendants sur R, comme on peut le

vérifier, en montrant que les relations (5.16) et (5.17) impliquent (avec £, := 1)

(Y ag=0000€R,Vi(0<i<3))=>a,=0,Vi(0<i<3).
0<i<3

On en déduit que le sous-corps K, de K engendré par {1,¢,,&,,&} est isomorphe au
corps des quaternions H ([13], Ch. 3) ; R est alors le centre de K, eton a

RCR(g)CK,CK, avecR(g)~C.

Montrons que K; = K.
Supposons qu’il existe u € K\ K ; alors u ¢ R(g;). En considérant I’extension de R
contenue dans K et obtenue par I’adjonction de €; et u, soit R(€;, «), on obtient

R(g) CR(g,,u) CK,

ce qui est en contradiction avec la maximalité du corps commutatif R(¢,) dans X, d’ol
K, =K. O
1

7. Exercices

1. Justification de la propriété P; et de la Rem. 5.4.
1°) Montrer que pour tout élément a + ib € C = R(i), ol i = —1, il existe z € C tel
que 22 = a+ib.
Indication : en posant z = x - iy, vérifier que la question revient a trouver x et y dans R

tels que
24y =a*+b* et 2xy=b.
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En déduire qu’en désignant par v/a? + b2 la racine carrée positive de a* + b? dans R,

on obtient
a+Va+b* . [—a+Va*+b?
z==% 5 +€i > ,

ole=1sib>0 et e=-1 sib<O.
2°) Montrer que le résultat précédent entraine que tout polynéme du second degré
f(X) = aX?+ BX + v de C[X] a deux racines dans C, distinctes ou confondues.
e _ B B* v
Indication : écrire f(X) =a [(X + 5&) -1 a]'
2. Etant donné un nombre premier p ([13], App. A, Déf. A.5), pour tout entiern > 1, on
considere le polyndme

foX) =X"+pX" 1+ pX" 24+ pX +p.

1°) Prouver, & 1’aide du critere d’Eisenstein ([13], Prop. 5.112), que tout polynome
fn(X) estirréductible dans Z[X] ; en déduire que f,,(X) estirréductible dans Q[X] ([13],
Prop. 5.108).
2°) Démontrer que pour tout entier n > 1, on a [Q : Q] > n; en conclure que

[Q: Q] est infini.

3. Les corps Q@ et QN R sont-ils des corps ordonnés ? (Cf. App. A.)

4. 1°) Soit K =Q(v/2) et L=Q(i), oui* = —1dans C.
Déterminer, dans C, la clbture algébrique de chacun de ces corps.
2°) Soit M = Q(x) et M la cldture algébrique de M contenue dans C; vérifier que
QM C.

5. Soit L une extension algébrique d’un corps K de cardinal infini. En considérant L
comme une réunion disjointe d’ensembles finis, chacun d’eux étant ’ensemble des ra-
cines, dans L, d’un polyndme unitaire, irréductible de K[X], prouver que

card(L) = card(K).
En déduire que la clbture algébrique Q de Q est dénombrable.

6. Nullstellensatz théoréme de Hilbert
K étant un corps algébriquement clos, soit # > 1 dans N et
K[X,,...,X,] I’algebre des polyndmes & n indéterminées sur K.
Conventions préliminaires :
~ Un élément P de K" sera appel€ un point ;
PeK" < P=(a),...,an), 4, €K,Vi(1<i<n).
K" est alors considéré comme n-espace affine sur K ([23]).
- Pour f € K[X,,...,Xs] et P = (a,,...,a,) dans K", on pose
f(P):= f(ay,...,an).
On dit que P est un zéro de f st f(P)=0.
- Pour f € K[X,,...,X,], on pose
V(f):={PeK"; f(P)=0}.

On dit que V(f) est I’hypersurface de K" engendrée par f ([23]).
D’une fagon générale, pour une partie non vide S de K[X,, ..., X,], on pose

V(S):={PeK"; f(P)=0,VfeS}
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V(S) est, par définition, la variété algébrique affine de K™ engendrée par S ([23)).
Si S est une partie finie, non vide, de K[X|, ..., Xy|, telle que

S={f,--fr}sreN, feK[X,,.... %], Vil <i<r),
on écrira V(S)=V(fy,---. fr)

I

1°) a) Vérifier que V(0) = K" et V(K[X,,...,X,]) = 0.
b) Set S étant des parties non vides de K[X;,. .., X,], montrer que
SCS = V(8§)DV(S).
c) § étant une partie non vide de K[X,, ..., X,], vérifier que
V(s) = ﬁfesV(f).
I désignant 'idéal de K[X|, ..., X,] engendré par S, prouver que
v =V(S).
2°) On dit qu’une partie E de K" est une variété algébrique affine de K", s’il existe une
partie non vide S de K[X|, ..., X,] telle que
E=V(S).
Démontrer que, pour toute variété algébrique affine E de K", il existe une famille finie
{fi>---, fr},r € N*, de polynémes de
K[X,,...,X;] telle que
E=V(fy,..-.fs) (voir[13], Th. 4.72)
— Vérifier que K" et la partie vide de K" sont des variétés algébriques affines de K™.
— En conclure que toute variété algébrique affine de K" est ’intersection d’un nombre
fini d’hypersurfaces de K.
1

Etant donné une partie non vide F de K", on pose
I(F):={f eK[X,,....,Xs]; f(P)=0VPEF}
et par convention I(0) = K[X,, ..., X,}.
1°) a) Prouver que pour toute partie F de K*, I(F) est un idéal de K[X,, .., X,]. On dira
que I(F) estl'idéal de F.
b) Montrer que I(K") = (0) (voir [13], Prop. 4.71).
¢) Vérifier que pour deux parties de K", F et F/,
FCF = I(F) 2 I(F").
d) § étant une partie non vide de K[X;,...,X,] et F une partie de K", démontrer que
SCI(V(S)) et FCV(I(F)).
En déduire les égalités
VI(V(S) =V(S) et I(V(I(F)))=I(F).
2°) Soit point P = (a,,...,a,) € K ; on considere I’application

op:K[X,,... . Xs] — K
f— f(P).

On note que 0O, est un morphisme d’anneaux unitaires.

Prouver que / := Ker op est un idéal maximal de K[X,,...,X;].

3°) Rappels ([13], Ex. 14, et 15,, Ch. 2) :

B désignant un anneau unitaire commutatif, pour tout idéal J de B, on pose
VIi:={xeB;ImeN* x"elJ}.

V7 est appelé le radical de J.
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/7 est un idéal de B contenant J et on dit que J est un idéal radical si J = v/J. On
vérifiera que tout idéal premier est un idéal radical.

a) Montrer que pour tout point P de K", I(P) est un idéal radical.

b) Prouver que, plus généralement, quelle que soit la partie F de K", I(F) est un idéal
radical.

I

I étant un idéal de K[X|,...,X,], le but de ce qui suit est de démontrer I’égalité :
V() =vI1. (5.18)

1°) Montrer que pour tout idéal I de K[X;,...,X,], ona

VI =V(VI) et VICIV{)).
2°) L’ objet de cette question est de prouver ’inclusion

V(D) € VI.
a) Examiner les cas I =0 et I = K[X,,...,X,].
b) Onsuppose I # 0 etl # K[X,,...,Xn]; justifier ’existence, dans K[X],...,X,], d’un
nombre fini de polyndmes, f;,..., fr,
r > 1, engendrant I.
Etant donné un polyndme g € I(V(I))\ {0}, il s’agit de trouver m € N* tel que g" € .
On considére I'anneau de polynémes a n + 1 indéterminées :
B:=K[X,,...,Xs, Y]
Soit J I'idéal de B engendré par { f;,..., f,8Y —1}.
— Démontrer que I’on a V(J) # @ dans K™.
— Justifier I’exitence de r + 1 polyndémes {h,,...,h,,q} dans B, tels que
1=Y hfi+q(g¥ —1).
1<j<r
On considére le morphisme d’anneaux unitaires
¢ : KXy, Xn, Y] — K(X,,..., %),

o K(X,,...,X,) est le corps des fractions rationnelles a # indéterminées sur K|, tel que
bk = idg, $(%) =X, Vi(1 i< n)et (V) = -

Démontrer que 1 = Z ¢(h‘.)fj, oll, pour tout j(1 < j<r), ¢(hj) est de la forme
1<j<r
r.
gri;, avec r; € K[X), ..., Xa] etm; € N*.

Trouver m € N* tel que g” € I. En déduire 1’égalité (5.18).

3°) Prouver, en utilisant la relation (5.18), que pour tout idéal propre I de K[X,, .. ., Xy
onaV(I)#0.

[Montrer que V() = @ conduit 2 une contradiction].

b



Chapitre 6
Polynémes et extensions cyclotomiques

Pour tout corps K, on note K une clture algébrique de K.
Rappel de notation ([13]) : le p.g.c.d. de deux éléments non nuls a,b d’un D.I. est désigné
paraAnb.

1. Notion de racine #°™ primitive de ’unité

Définition 6.1. Etant donné un corps K et un entier n > 1, on appelle racine n7 de
’unité de K , tout a € K racine du polyndme X" — 1 de K[X].

Proposition 6.2. Les notations étant celles de la Déf. 6.1, sicarK =p >0 et n=p™,
m € N*, alors, dans K, 1 est I'unique racine du polyndme X" — 1 de K{X|.

Démonstration. Les hypothéses carK = p et n = p™ impliquent, dans K[X], ({13], Prop.
1.78)
X"—1=x"-1=(X-1)"",

donc 1 est I'unique racine du polyndéme X?” — 1, 2 1’ordre de multiplicité p™. O

Remarque 6.3. Si, dans la Déf. 6.1, on a carK = p > Oet p | n, alors il existe k € N* tel
que n=kp™,m € N* et ptk, d’oi, dans K[X],

X"—1=Xx%""_1=(x*-1)"".

Compte tenu de la Prop. 6.2, I’équation X" — 1 = 0 se raméne a
X*—~1=0,avec ptk.

En conséquence, dans toute 1a suite de ce chapitre, nous supposerons que, dans le contexte
de la Déf. 6.1, le corps K et I’entier n satisfont a 1a condition :

carK=0 ou carK=p>0etptn 6.1)

Proposition 6.4. Si un corps K et un entier n > 1 vérifient la condition (6.1), alors le
polyndme X" — 1 a n racines distinctes dans K.

L’ensemble U,, des n racines n®* de I’unité de K, est un sous-groupe cyclique du groupe
multiplicatif K* = K \ {0}.

Démonstration. La proposition est immédiate pour n = 1; supposons n > 1 et posons
gn(X):=X"—1;0nag,(X)=nx""1.

La condition (6.1) implique alors g, A g}, = 1, donc le polyndme g,(X) n’a que des racines
simples dans K (Rem. 3.22)
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Soit U, I’ensemble des 7 racines distinctes de g,(X) dans K, on aU, CK',1 € U, et si
o, B sont deux éléments de U,, alors

(@B Y'=aB=1)= ap ' €U,

On en déduit que U, est un sous-groupe fini d’ordre 7 du groupe multiplicatif K~ ; par
suite le groupe U, est cyclique (Cor. 4.4). O

Définition 6.5. Etant donné un corps K et un entier n > 1 vérifiant la condition (6.1),
on appelle racine #°™¢ primitive de Punité de K, tout générateur du groupe cyclique U,
([12], Ch. D).

Remarque 6.6. Dans les conditions de la Déf. 6.5, un élément @ de U, est une racine
nf™ primitive de I'unité si et seulement si @ est un élément d’ordre n dans le groupe Uy,
([12], p.36) ; c’est-a-dire, pourn > 1:

o"=1 et Vk(1<k<n), w1

On rappelle que le nombre des générateurs d’un groupe cyclique d’ordre n est @(n), ol
¢ est la fonction d’Euler ([12], p.99). Le calcul de ¢(n) ([12], p.105) donne ¢(1) =1 et
pour

ou les p;,1 < i < k, sont des nombres premiers deux a deux distincts et les m; sont non

nuls dans N, .
1 1
=n(l-—)(1—-—)...(1——). 6.2
@(n) =n( Pl)( 1’2) ( Pk) (6.2)

Notations : Dans le contexte de la Déf. 6.5, I’ensemble des racines n®™* primitives de
I'unité d’un corps X sera noté Q,,. Compte tenu de la propriété rappelée dans la Rem. 6.6,
ona

| Qn |=@(n)
et quel que soit @ € Q,,
U, = {@*; 1<k <n, dans N}, (6.3)
Q. ={o*cl,; knn=1}. (6.4)

Exemple 6.7. Si K = Q, alors Q C Q C C (Cf. Ch.5) et quel que soit I’entier n > 1,

2kmi
U, ={o, = exp—n—l-; 1<k<n}, (6.5)
Q= {0y €Up; kAn=1}. (6.6)

2. Extensions cyclotomiques - Polynomes cyclotomiques

Comme dans le paragraphe précédent, K désigne un corps et # > 1 un entier qui vérifient
la condition (6.1).

Proposition 6.8. Compte tenu des notations définies précédemment, pour tout ® € Q,,,
le polynome Irry(®,X) est séparable et K(®) est une extension de degré fini et normale
sur K.
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Démonstration. La propriété est triviale pour n =1, on suppose n > 1.

Quel que soit ® € Q,, le polyndme Irry(®,X) divise X" — 1 dans K[X], il est donc sépa-
rable sur K, d’apres la Prop. 6.4.

On remarque que si @ et @’ sont deux racines n
d’apres la relation (6.3), on a

émes primitives de 'unité dans K, alors

Up={0*;1<k<n}={0®;1<k<n},

ainsi ® € K(0') et @' € K(w), d’od K(0) = K(0').

L’extension K(®) : K est donc indépendante du choix de @ dans €,,.

Pour tout ® dans Q,,, K(®) est un corps de rupture du polynéme X" — 1 ; mais U, C K(®)
entraine que K(w) est corps de décomposition de X" — 1 sur K. On en déduit que K(®)
est une extension normale et de degré fini sur X (Th. 3.15). 0O

Remarque 6.9. La Prop. 6.8 montre que tout @ € Q,, est séparable sur K ; on en déduira,
au Ch. 7 (Cor. 7.18), que K(®) : K est séparable.

Définition 6.10. Compte tenu des notations et des résultats ci-dessus,
1) Quel que soit @ € Q,, I’extension K(®) : K est appelée la n®™® extension cycloto-
mique de K.
2) Le polynéme &,(X) := H (X —w)
wED,
est appelé le ™ polynéme cyclotomique sur K.

Remarque 6.11. Le polynome ®,(X) est unitaire dans K[X] ou, plus précisément, dans
K(0)[X], ob @ € Q,,. D’autre part,

1| = @(n) = deg®, = ¢(n),
ou ¢ est la fonction d’Euler.

Exemple 6.12. Supposons K = Q et déterminons les polyndmes &, (X) pour 1 < n <4,
sachant que, pourn > 1,0na

i
—%’E;lgk<n,k/\n=1}.

Q={1} = &,X)=X-1.
Q,={-1} = &,(X) =X +1.
Q={j,/*} = &,(X)=X>+X+1
Q, = {i,—i} = ®,(X)=X>+1.

Q,= {exp

Pour 1 < n < 4, on remarque que le 7°™ polyndme cyclotomique sur Q est unitaire dans
Z[X]. Cette propriété sera confirmée et généralisée par le Th. 6.14, dont la preuve utilisera

le lemme suivant.

Lemme 6.13. Soir A un anneau unitaire commutatif et p(X) un polynéme non constant
de A{X], dont le coefficient directeur est inversible dans A; alors, pour tout polynéme
f(X) € A[X], il existe q(X) et r(X) dans A[X] tels que

f(X)=pX)q(X)+r(X), avec r(X) =0 oudegr < degp.

Démonstration. Soit (p(X )) I'idéal de A[X] engendré par p(X) et
B:— AIX]/(p(X).
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On note 7 la surjection canonique de A[X] sur B ; on pose

n(X):=x et pourtouta € A,7(a):=a.
Le coefficient directeur de p(X) étant inversible, on peut supposer que p(X) est unitaire.
En effet, si

p(X)= Y aX’, avec ay inversible, on peut écrire
0<i<n

p(X) = anp,(X), ol p,(X) est unitaire dans A[X]; alors,
(p(X)) = (p1(X))=> B=A[X]/(p, (X))

Nous supposons donc p(X) unitaire. Pour tout f(X) € A[X], on pose

n(f(X)) = f(X);
ainsi, f(X)= Y bX'=f(X)= Y bx"
0<i<m 0<i<m

En posant A := 7t(A), on peut identifier B 4 I’anneau de polyndmes Afx] et dans B,

pX)=x"+ Y a=0=x1"=- ) ax';
0<i<n—-1 0<i<n—1

par suite, pour tout élément f(X) € B, il existe #(X) € B tel que
<n

F(X) = r(X), avec degr(X) <n—1.

On en conclut qu’il existe r(X) € A[X] tel que

fX)=r(X) (mod p(X)), avec r(X)=0o0udegr<n-1, donc,
f(X) =p(X)g(X)+ r(X), avec r(X) =0oudegr<n—1<degp. O

Théoréme 6.14. Etant donné un corps K et un entier n > 1, satisfaisant a la condition
(6.1), pour tout d divisant n dans N*, on a

1) x"—1=[]o,x).

din
2) carK = 0= ®,(X) unitaire dans Z|[X].
(carK = p > O et p{n) => Pn(X) unitaire dans F,[X|, ou F, =Z/pZ.

Démonstration. Sans restreindre la généralité des hypotheses, on peut supposer que, si
carK =0 (resp. carK = p > 0), le sous-corps premier de K est Q (resp. F) ; alors, dans
le premier cas, on a X" — 1 € Z[X] et dans le second cas, X" — 1 € F,[X].

1) Le groupe U, des racines n®™* de 1’unité dans K étant cyclique d’ordre n (Prop. 6.4),
pour tout diviseur d de n, dans N, il existe exactement @(d) éléments d’ordre d dans
U, ([12], Ch. III), ce sont les racines dome primitives de I’unité dans X, ¢’est-a-dire les
€léments de €2,. On en déduit que

U,=JQ,. 6.7

din

DansK[X],onadonc X"-1= [ (X-a)=][([] ®-)),

acU, din aeQ,
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d’ot, d’apres la définition de & ,(X) (Déf. 6.10),

x*—1=[]®,X). (6.8)
din

2) Pour n = 1, quelle que soit la caractéristique du corps K, ona @, (X) =X —1, donc la
propriété 2) du Th. 6.14 est vérifiée.

Pour n > 1, on raisonne par récurrence sur n. L'hypothése de récurrence implique que
pour tout diviseur d de n tel que 1 < d < n, dans N¥, ®,(X) est unitaire dans Z[X] si
carK = 0 (resp. unitaire dans F,(X] si carK = p > O et p{ n). Posons

ox)= [ @,.

din,d<n

Le polyndme ¢(X) est unitaire dans Z[X] si carK = 0 (resp. unitaire dans Fp[X] si
carK = p > 0et p{n). Compte tenu de la relation (6.8), dans K[X}), on a

X"~ 1=¢(X)Pn(X) (6.9)
— Dans le cas ol car K = 0, en appliquant le lemme 6.13, on obtient, dans Z[X],
X"—1=¢(X)q(X)+r(X), avec r(X) =0oudegr < deg¢. (6.10)

—Dans le cas ot car K = p > 0, p{n, on obtient (6.10) en effectuant la division euclidienne
de X" — 1 par ¢(X) dans F,[X].
Les relations (6.9) et (6.10) impliquent, dans K[X]),

0(X)(Pn(X) — g(X))= r(X). (6.11)

Si r(X) # 0, alors le premier membre de I’égalité (6.11) est un polyndme de degré supé-
rieur ou égal au degré de ¢, tandis que le second membre est de degré strictement inférieur
a celui de ¢, d’ ot une contradiction.

On en déduit que r(X) = 0, par suite, P,(X) =¢q(X). Ainsi la relation (6.9) est une égalité
dans Z[X] (resp. dans F,[X]) et les polyndmes ¢(X), X" —1 étant unitaires, $,(X) est
unitaire. O

En vue du Th. 6.17, nous introduisons ici la fonction arithmétique de Mobius ; il s’agit,
comme pour la fonction d’Euler, d’une fonction arithmétique classique ([28]).
Définition 6.15. On appelle fonction de Mobius, I’application
u:N —N*
d— p(d)
telle que (1) =1
u(d) = (=1, si d est produit de k nombres premiers distincts
1(d) =0, sid est divisible par le carré d’un nombre premier.

Proposition 6.16. Pour tout entiern > 0,0na

Y= {(1) e

an sin> 1.
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Démonstration. D’aprés la Déf. 6.15, la propriété énoncée est vraie pour n = 1. Pour
n> 1, soit p;, p,,..., p; les nombres premiers distincts divisant n, alors

Yu@=u®)+ Y up)+( Y wpp))++upps---py)
dln 1<i<k 1<i<j<k
=14 (-1)C} +(-1)*C +---+ (-1}
= (1+(-1)*=0. 0

Théoréme 6.17. Etant donné un corps K et un entier n > 0 vérifiant la condition (6.1), si
d,(X) est le n°™ polyndéme cyclotomique sur K, alors

&,(X) = [ [(x% - 1)H), (6.12)
din
ou Y est la fonction de Mobius.

Démonstration. Pour tout n € N*| posons h(n) := ®,(X) et H(n) := X" —1.
* ! n
D’autre part, pour d divisant n dans N*, posons d' = —

A partir de la relation (6.8) et de 1a Prop. 6.16, on obtient

I_I(Xd' _ l)u(d) _ I'I( (d) I_I I_Ih (d)

din din din cld
Posons A={(d,c)eN*xN*;d|netc|d'}.
On a aussi A={(d,c)eN*xN*;c|netd|c'}, ohc’=§,

rou [[oe" =19~ ] ()= TI([Twce)"

din (d,c)eA cln dicd
=T](r(c))", ovy=Y nu(d) (Prop.6.16)
cln dic
= h(n) = D,(X). (]

Exemple 6.18. Appliquons le Th. 6.17. pour trouver le polynéme cyclotomique Pg(X)
sur Q, sans utiliser les racines 89" de 1’unité dans C. La relation (6.12) nous donne

dy(X) = (x® - 1)“(1)(X4 — 1)“(2)(X2 — 1) (x — 1)#(8)
=xt-nx*-1n!
=X4+1.

3. Polyndmes et extensions cyclotomiques sur

Théoréme 6.19. Soit n € N* et P,(X) le rf”“’ polyndme cyclotomique sur Q, alors, pour
toute racine n°™¢ primitive de 'unité ® € Q, on a

Irrg(@,X) = ®p(X), donc [Q(@):Q]=o(n)

Démonstration. La propriété est vérifiée pour n = 1; on supposera n > 1.
Q, étant ’ensemble des racines n™* primitives de I’unité dans QQ, par définition on a

(X)) = [] X- ).
weQ,
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D’apres le Th. 6.14, ®,(X) est dans Z[X] C Q[X], par suite, pour tout ® € ,,,
Pp(®) =0 = Irrg(®,X) | @n(X), dans Q[X]. (6.13)
Posons py(X) = Irrg(®,X) ; il existe alors g(X) € Q[X}, tel que

Pn(X) = pa(X)g(X). (6.14)

P, (X) est unitaire dans Z[X] (Th. 6.14), p,(X) est unitaire dans Q[X], donc g(X) est
unitaire dans Q[X].
On rappelle alors ([13], Lemme 5.106) qu’il existe ¥ et 8 dans Q*, tels que

ot g(X) et A(X) sont primitifs dans Z[X].
Notons a (resp. b) le coefficient directeur de g(X) (resp. A(X)); les égalités (6.15) im-
pliquent 1 = ya et 1 = &b. En tenant compte de la relation (6.14), on obtient

ab®,(X) = g(X)h(X), dans Z[X].

Dans Z[X], les polynomes g et & sont primitifs et &, (X) est unitaire, on peut donc suppo-
serab=1ecta=1,b=1,d"00 p,(X) = g(X).
Par suite, le polyn6me unitaire p,(X) est primitif dans Z[X] et irréductible dans Q[X] ;
on en conclut ([13], Prop. 5.108) que

Po(X) est unitaire et irréductible dans Z[X].

Il reste a vérifier que pour @' # o dans Qu, ona p,(X) = p,(X).
I suffit de montrer que tout @’ € Q, est racine de p,(X). On sait que
Qu={w*;1<k<netkAn=1}.
a) Supposons ®' = @",1 < r < n, r{netrpremier. Posons
Por(X) =Irrg(0,X);
alors, p,(®") =0=> py(X)etp, (X") ont une racine commune ®.

Supposons p,-(X) A pep(X) = 1. Les polyndmes p . (X) et p,(X) sont alors deux divi-
seurs unitaires et irréductibles de X" — 1 dans Z[X], donc il existe g(X) € Z[X] tel que

X" —1=py(X)py (X)q(X). (6.16)

Notons 7 la surjection canonique de Z sur le corps Z/rZ et #& le prolongement cano-
nique de 7, de Z({X] sur (Z/rZ)[X]. Pour tout f(X) € Z[X], on pose #(f(X)) = f(X);en
particulier,

RX"-1)=X"-1.

Le nombre premier r ne divise pas n, donc X" — 1 n’a que des racines simples dans un
corps de décomposition sur Z/rZ. D’autre part, la relation (6.16) entraine

X" —1=Ppu(X)Py (X)g(X), dans (Z/rZ)[X]. (6.17)

Or p,(X) et p,,-(X") ont une racine commune, donc ils ne sont pas premiers entre eux et
Pw(X) étant irréductible dans Z[X], nécessairement

Po(X) | poyr(X7), dans Z[X].
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I existe donc u(X) € Z[X], tel que p - (X") = pp(X)u(X) et r étant premier,
PoX)A(X) = Pgr(X") = (Pr(X))", dans (Z/rZ)[X].

On en déduit que, dans 1’ anneau factoriel (Z/rZ)[X], les polynémes P, (X) et Py, (X) ont
au moins un diviseur irréductible commun, que nous noterons v(X). La relation (6.17)
implique alors

(#(X))*| X" T, dans (2/rZ)[X).
Mais v(X) étant irréductible, on a deg%(X) > 1, donc le polyndme X" — 1 a au moins une
racine double dans un corps de décomposition sur Z/rZ, ce qui est en contradiction avec

I’hypothése : r{ n (Prop. 6.4). On en conclut que, dans Z{X], les polyndmes irréductibles
et unitaires p - (X) et p,(X) ne sont pas premiers entre eux, par suite,

Por(X) = pu(X). (6.18)

b) Supposons @ = w*,avec 1 <s<nsAn=1
Soit s = r,r,...r, la factorisation de s, en nombres premiers, non nécessairementdistincts
dans N. A partir du résultat (6.18), on obtient :

Po(X) =Py (X) =Py, (X) =+ =P yr.r (X) = Pgs(X).

Ainsi, quel que soit © € Q,, pup(X) = Ier(a),X } admet pour racines les ¢(n) racines
n®s primitives de 1’unité contenues dans Q, donc

D,(X) | Ier(a),X), dans Q[X].

En tenant compte de la relation (6.13) et du fait que les deux polyndmes considérés sont
unitaires dans Z[X], on obtient, pour tout ® € Q,,,

@ (X) =Irrg(®,X), d'on [Q(e):Q]=¢(n). D

4. Théoréme de Wedderburn

Théoréme 6.20. Tout anneau a division (ou corps gauche) fini est un corps (commutatif).

Démonstration. 11 existe plusicurs démonstrations de ce théoréme, celle que nous don-
nons ici est une application du Th. 6.14 (relation (6.8)).
a) Soit A un anneau a division (ou corps gauche) fini ({13], Déf. 1.6) ; le groupe multipli-
catif fini A* = A\ {0} est alors non abélien.
Soit Z(A) le centre de A ([13], Déf. 1.32) :

ZA)={x€A; ax=xa,VacA}.

Le but de la démonstration est de prouver que Z(A) = A.

On remarque que Z(A) est un sous-corps commutatif de A et, A étant fini, Z(A) est un
corps fini ; posons
q:=|Z(A)].
L’anneau a division fini A est un espace vectoriel sur Z(A4), nécessairement de dimension
finie et
n:= dimZ(A)A = |A| =4".



§ 4. Théoréme de Wedderburn 91

On est ramené & prouver que n = 1.

b) Supposons n > 1 et considérons le groupe A* comme opérant sur lui-méme par conju-
gaison ({121, p.177) :

A* X A* — A*

a,x r——+axa‘1.
3

Soit {x;},<;<,» 1 <r < g"—1dans N, une famille de représentants des classes de conju-
gaison (distinctes) de A*.
Pour tout x € A*, notons C(x) le centralisateur de x dans A* ([12}, p.64) :

C(x) ={a€A*; ax=xa}.
C(x) est un sous-groupe de A* ([12], p.76) et, [A* : C(x)] désignant I’indice de C(x) dans
A*, "Iéquation aux classes” s’écrit ici ([12], Cor. 5.22) :

A=) A*:Cx)l=q¢"-1 (6.19)

1<i<r
Soit Z(A*) le centre du groupe A*; on a

Z(A*) =Z(A)\ {0} = |2(A")| =g 1.

XEZAY) =Cx)=A"=[A":C(x)] = 1.

Quitte a réordonner I’ensemble des x; (1 < i < r), on peut supposer
X, €Z(AM)Vi(1<i<q—1) et xgZ(A"),Vi(g<i<r).

Par suite, 1a relation (6.19) permet d’écrire

g —1=q-1+ ) [A":C(x)). (6.20)

g<i<r
Pour tout i (g < i < r), posons
D;={a€A; ar;=xa} =C(x;)U{0}.

On vérifie que D, est un sous-anneau de A, contenant Z(A) ; ainsi D, est un espace vectoriel
de dimension finie sur le corps fini Z(A) ; alors,

n; = dimZ(A)Di = |D;| =q" = |C(x,)| =4¢" — 1.

C(x;) étant un sous-groupe de A*, son ordre g" — 1 divise ¢" — 1 = |A*| ([12], Th. 2.9) et
on obtient ([12], Prop. 2.15) :

A ) = L1

q"i—1
La relation (6.20) s’écrit alors,
qg—1
1=g- 21
" —1=¢q 1+qu.:-gr‘1"f—1 (6.21)

Rappelons que, dans N, ([13], App. A, Prop. A.37)

qgi—-1|q"—1 < n;|n
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D’autre part, d’apres le lemme 4.7, on a
d|n, dansN* <= X?—1|X"~1, dans Q[X].

Pour tout diviseur d de n, il existe donc g,(X) € Q[X], tel que

X"—1=(X4-1)g,(X). (6.22)
Or,d’aprés le Th. 6.14,0n a
X4 —1=[]®uX), deplus, k|d=>k|n, (6.23)
kid
alors (6.8)=>X"—-1=(X-1) [] @.X). (6.24)
d'lnd<d'<n

Dans le domaine d’intégrité Q[X], les relations (6.22) et (6.24) impliquent
gaX)= I @, =( J] @, X)Pu(X).

d'ind<d'<n d'ind<d'<n

Par suite (Th. 6.14.), quel que soit le diviseur d de n, g,(X) est unitaire dans Z{X] et
D,(X) divise g,(X) dans Z[X].
On en déduit que, dans Z, pour I’entier ¢ = |Z(A)| > 1 et pour tout diviseur d > 1 de n,

(622) = s,00) = 5=

En appliquant la relation (6.25) aux diviseurs n; de n intervenant dans la relation (6.21),
on obtient :

-1
= ()| L. (625)

g —1 g -1
= P, _—

FoD = %@ L o

D’autre part, (6.8) => ®,(q) |¢" 1,

alors (6.21) = d,(q) |g—1.

(Vi(g<i<r), Pulq)|

2kmi
Or, ®,(q) = H (g—w), o = exp—%, 1<k<n, kAn=1;sipourtout ® € Q,,
we,
on note |g — ®| le module du nombre complexe g — ®, alors,

0#1—|lg—0|>g-1, dob, |P.(q)|>qg—1,dans Z;
par suite, pour n > 1, ’entier ®,(g) ne peut diviser g — 1.
On en conclut que n = 1, donc A = Z(A), ainsi I’anneau a division fini A est un corps
(commutatif). O

5. Polynomes cyclotomiques sur un corps fini

Remarque 6.21. a) Les résultats du chapitre 4 montrent que rout corps fini de caracté-
ristique p est une extension cyclotomique du corps .

En effet, F, étant un corps fini de caractéristique p et de cardinal

qg=p",me N* ona(Rem. 4.14),

F, =F,(), (6.26)
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ol @ est un générateur du groupe cyclique F, donc une racine (g — 1)¥™¢ primitive de
P'unité de F, ainsi F, est la (g — 1) extension cyclotomique de F,.

Plus généralement, étant donné le corps fini F,m, pour tout diviseur s de m, F ,» est une
extension cyclotomique du sous-corps F s (Cf. Rem. 4.14).

b) Compte tenu de la relation (6.26),

g=p" <= [Fq:F)|=m=[Fp(0):Fp,

donc le degré du polyndme 7 rrg, (@, X) est m.
— Dans les cas particuliers suivants,

p=2etm=10u2, oubien, p=3etm=1, 6.27)

on vérifie que m = @(p™ — 1) ; on en déduit que dans F,[X],
Irer(a),X) = <I>q_1(X), ou g=p".
— Mais en général (c’est-a-dire, sauf dans les cas particuliers précédents), on a (voir, par
exemple,lecas p=3m=2):
1<m<e(pm—1), donc degIrrFP(co,X) < deg<1>q_1(X), oug=p".

Si Qqal est ’ensemble des racines (g — 1)
Fp[X], ona, pourtout @ € Q,_,,:

primitives de 'unité de F,, alors dans

Irer(a),X) | @, (X) et IrrIFp(a),'X) #d,_,(X). (6.28)
On en déduit que le polyndme ®,_, (X), ot g = p™, n’est pas nécessairement irréductible
sur F, ; cette propri€té sera confirmée par I’€tude qui suit.
A. Notion de n°" polynéme primitif sur F,

Soit p un nombre premier et n > 1, un entier tel que p { n, auxquels on associe U, et Q,
définis par les relations (6.3) et (6.4), dans FF,.

éme

La n°™ extension cyclotomique Fp(®) :
de degré fini (Prop. 6.8.) ; alors,

1/ Pourtout @ € Q,, posons pg,(X) = IrrIFP(w,X).
IFp est indépendante du choix de @ dans Q, et

(degpop(X) =m, Vo € Q,) <= ([Fp(®):Fp]=m, Vo € Qp,), (6.29)
> (Fp(0) =Fn, VO € Q). 6.30)

Définition 6.22. Dans le contexte ci-dessus, on appellera, n polynéme primitif sur
F,, tout polyndme py(X) = Irr]Fp(a),X), ol w € Q,.

Remarque 6.23. Par définition, tout @ € Q, engendre le groupe cyclique U, d’ordre n,
formé par les racines du polyndme X" — 1 € F,[X]. Par suite, dans les conditions (6.29),
(6.30), Uy est un sous-groupe du groupe cyclique F,» d’ordre p™ — 1, d’olt

nip"—1 et n#p"-1=U, & Fpm

Dans le cas ol n # p™ — 1, aucun €lément @ € Q, n’engendre le groupe F», cependant,
pour tout ® € Q,, on a F,» = F,(®) (Cf. Rem. 4.14), donc o est un élément primitif
(Déf. 3.32) pour I’extension F . : Fp.
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2/ Le n® polyndme cyclotomique sur F,, ®,(X), est unitaire dans F,[X] (Th. 6.14.) et
il découle de sa définition (Déf. 6.10), que, quel que soit le polynéme p(X), unitaire et
irréductible dans F,[X], on a

p(X) | Pp(X) < T € Q,, telque p(X) = pu(X). (6.31)

Proposition 6.24. Le n®™ polynéme cyclotomique sur F,, ®,(X ), est le produit des n®™
polyndmes primitifs sur F), distincts et
(degpo(X) =m,V 0 € Q,) = m| ¢(n).

Démonstration. D’aprés sa définition, le polyndme ®,(X) n’a que des racines simples
dans F,, donc dans I'anneau factoriel F,{X], on peut écrire

@,(X) = p(X)Pr(X)...p(X), ob 1<k<o(n) (6.32)

et les polyndmes p;(X), 1 <i <k, sont unitaires, irréductibles, deux a deux distincts et
séparables (Déf. 3.16). Compte tenu de (6.31),

Vi(1 <i<k), o, € Qqtel que p(X) = pg,(X);
alors, (degpe,(X)=m,Vi(1 <i<k))=>km=deg®,(X)=¢(n). a

3/ Calculde m = [Fp(®) : Fp], ol @ € Q,.
Remarque 6.25. D’apres les résultats obtenus précédemment,

(weQ, et m=[Fy(w):Fp]) =>n|p™—1, dansN*. (6.33)
D’autre part, nlp"—1 <= p"=1 (modn). (6.34)

Considérons alors I’anneau  Z/nZ = {0,1,...,n—1}.
(pfn et ppremier) == pAn=1,

par suite, p est un générateur du groupe cyclique (Z/nZ,+), donc un élément du groupe
multiplicatif G,,, formé par les éléments inversibles de I’anneau Z/nZ. On rappelle que le
groupe G, est d’ordre @(n).
De plus, m =degpy,(X) = [F,(®): F,] entraine que m est, dans N*, le plus petit entier
tel que p™ =1 (mod n) ; en notant o(7) I’ordre de P dans le groupe multiplicatif G, on
en déduit que

m= [Fp(w):F,] <= o(P)=m, dans G,. (6.35)

Cas particuliers :

1) On rappelle que, dés le début de ce paragraphe, on a supposén > 1 car, n=1—=m=
1, quel que soit le nombre premier p.

2)p=1 (modn) = m=1.

En particulier, (n =2 et p impair) => p=1 (mod 2) = m=1.

Proposition 6.26. Soit n > 2 dans N et p un nombre premier tel que ptn et p # 1
(mod n). Si la factorisation de n dans N* est

n= 2"‘q‘1"1 g%, (6.36)

ou l'on suppose o > 0,k > 0 et pour k > 0, les g;, 1 < i < k, sont des nombres premiers
impairs deux a deux distincts et les ; sont non nuls, on obtient les résultats suivants, pour
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le degré m de la n®™ extension cyclotomique sur F, :
8 cy q p

(k=0;a=2) = m=2; 6.37)
(k=0:;2<0a) => m=2%72, (6.38)
(1<k;0<a<2)= m=p.p.cm. (o(ﬁ(,.)); 1<i<k); (6.39)
(1<k;a=2)= m=pp.ecm(2,0B,);1<i<k); (6.40)
(1<k;2<a)=> m=p.p.cm(2°72 o(Py): 1< i<k), (6.41)

ol P désigne la classe d’équivalence de p modulo q;"" et o(ﬁ(i)) est lordre de P
dans le groupe multiplicatif an,,.

Démonstration. Compte tenu de la relation (6.35), les résultats énoncés découlent de la
structure du groupe G, (Cf. Ex.1., de ce chapitre).

L’hypothése n > 2 entraine que pour k=0, 0ona a > 2.

L'hypothése p # 1 (mod n) implique P # 1dans Z/nZ; on écarte ainsi les casoum = 1.

Examen des différents cas (le détail des preuves est laissé au lecteur, en application de
I’Ex. 1. de ce chapitre) :

(k=0,a=2) = n=4,alors G,~Z/2Z = m=o0(p) =2.
(k=0,2 < 0t) = G, ~(Z/27) x (Z/2*7*Z)
= m=p.p.cm.(2,297%) =292

(1<k, a=0) = G,,szq,l,,l x--~><quk

= m=p.p.cm. (o(ﬁ(i)); 1<i<k).
(1<k @=1) = Go~G,xG o x--xG
9 9

= m=p.p.c.m. (o(ﬁ(i)); 1<i<k).

(1<k, a=2) = G ~GyxG 4 X"'XGak
qll qk

= m=p.p.c.m. (2, o(P)s 1 <i<k).
(15k,2<a)_—=>G,,:G2axGalx...xG \
g, 42

= m=p.p.cm. (2°72, o(Py)i1<i< k). O

Exemple 6.27. 1) n=23=32, p="1. Soit 7 la classe d’équivalence de 7 modulo 2°;
dans le groupe G5, d’ordre @(2°) =2* =16, on a, d’apres le résultat (6.38),

‘ m=o0(7)=23=8.
On en conclut que 1a 32°7¢ extension cyclotomique sur F; est F ;
primitif sur I, est de degré 8 alors le 32 polynome cyclotomique sur I, qui est de
degré ¢(32) = 16, est le produit de deux polyndmes unitaires, irréductibles, de degré 8.
(Prop. 6.24.).

tout 32 polyndme

2) n=3*=27,p=19. Le groupe G, estd’ordre 9(3%) =2 x 32 = 18 et cyclique (Ex.
1., Ch. 6).
Pour tout x € Z, soit X la classe de x modulo 33. Le résultat (6.39) donne
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m = 0(19) dans le groupe G,;.

12 =361 =19 =10—=19" =190=T,
d’ott m=0(19) =3.
En conclusion : la 27" extension cyclotomique sur FigestF g5 les 27%mes polyndmes
primitifs sur F, sont de degré 3 ; alors le 27%m¢ polyndme cyclotomique sur F,q, qui est de
degré 18, est le produit de six polyndmes unitaires, irréductibles, de degré 3.

3) n=3x5%="175, p=2. Le groupe G, est cyclique et d’ordre
@(n) = @(3) p(5%) =2 x (4 x 5) = 40.
Notons, respectivement, 2, 2, et 2 les classes d’équivalence de 2 modulo 75, modulo 3 et
modulo 52 ; alors d’apres la Prop. 6.26., relation (6.39),
o ) m=0(2) = p.p.c.m.(0(2),0(2)),
o1 0(2), o(2) et o(2) sont les ordres de 2, 2 et 2, respectivement, dans les grou-pes G5, G,
et G,.
Dans le groupe G, d’ordre 2, on a o(2) = 2 et on vérifie que 2 engendre le groupe cyclique

GsZ’ d’ordre 20, d’ou

m=p.p.c.m.(2,20) = 20.
Ainsi la 759" extension cyclotomique sur I, est F 0 ; le degré d’un 75¢m¢ polyndme pri-
mitif sur I, est égal & 20, donc le 75 polyndme cyclotomigue sur F,, qui est de degré
40, est le produit de deux polyndmes unitaires, irréductibles, de degré 20.

4) n=2%x5=40, p=7. L’ordre du groupe G, est

e(2>x5)=2?x4=16.
D’aprés la Prop. 6.26, relation (6.40),

m=p.p.c.m.(2,0(7)),
ou 7 est la classe d’équivalence de 7 modulo 5 et o(7) est I’ordre de 7 = 2 dans le groupe
G;. Or, 2 est d’ordre 4 dans G, d’ou m = 4.
La 40°™ extension cyclotomique sur F, est donc F., ; tout 40°™ polyndme primitif sur
F, est de degré 4 et le 40°™ polyndme cyclotomique sur F.,, qui est de degré 16, est le
produit de quatre polyndmes unitaires, irréductibles, de degré 4.

B. Factorisation dans F,[X] - Algorithme de Berlekamp

Ce paragraphe est motivé par la recherche d’une méthode de détermination ( pour tout en-
tier n> 1) des facteurs irréductibles du n™ polyndme cyclotomique sur F,, c’est-a-dire,
des n®"** polyndmes primitifs sur F, (Prop. 6.24)

emes

1/ Propriétés préliminaires

Lemme 6.28. Etant donné un anneau factoriel A et un entier k > 1, on considére, dans A,
des éléments non nuls a,,a,,...,a,, deux & deux premiers entre eux et un élément b # 0
tel que

b divise H a;

1<i<k
Pour tout i(1 < i< k), on pose d;=bAa;, alors
1) Pour tout couple (i,j),1<i< j<k,ona d;Nd;=1.
2) Il existe une unité u € A telle que b= u H d;.
1<i<k

et Vi(1<i<k), bta,.
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Démonstration. On remarque que, pour tout i (< i < k), bt a, entraine d; # b.
1) Soit (i, /), 1 <i< j<k,posons = d;Ad;; alors

(6)d;, et d;=bra,)= b]a,
De méme, on a & | a;; par suite, a;Aa; =1==>d;Ad; = 1.

2) Quel que soit i(1 <i<k), ona d, | b ; alors,
(dnd;=1,Y(i,)),i# j)= [] &b,
1<i<k
donc il existe u € A* tel que b=u H d;.

1<i<k
Démontrons que u est une unité dans A.
Quel que soit i(1 < i< k), d; = b Aa; implique qu’il existe «;,B;, dans A%, tels que
({13], Prop. 5.43)
Posons ¢ = H o; ; des égahtés (6.42) et de I’intégrité de I’anneau factoriel A on déduit
1<i<k

que ==

b=u] d, [[ ai=a ][] d e b ][] a)= ula. (6.43)

I<i<k  1<i<k 1<i<k 1<i<k

Deplus, Vi(l <i<k)b=u [] d;,=Bd;) = B,=u[]d;.
1<j<k J#i

D’aprés (6.42), Vi(1<i<k), oAB;=1,dob

Vi(1<i<k), (gAu[]dj=1= aAu=1). (6.44)
J#i

Dans I’anneau factoriel A, (6.44) implique a Au = 1 et avec le résultat (6.43), on obtient
(ulaetuno=1) =>ucl,,
U, étant le groupe des unités de A. O

Proposition 6.29. Soit F,; un corps fini de cardinal q et de caractéristique p.
1) Pour tout polyndme g(X) € F,[X],ona

(8(x))T—g(x) = H (8(X) -

ack,

et (degg >0, a # o' dansFy) = (g(X)—a) A (g(X)—o')=1.

2) Etant donné g(X) € F [X]\F,, si f(X) est un polynéme non constant, unitaire de
F,[X], divisant (g(X))?—g(X) et ne divisant aucun des g(X) — &, & € F,, alors,en posant
Va € Fy, dg(X) = f(X) A (g(X) - 1)
et en prenant dy (X)) unitaire, on obtient

fx) =[] da(). (6.45)

aekF,

Démonstration. 1) Posons Y := g(X), et considérons Y7 —Y dans F,[Y].
Tout & € F, vérifie a? — o =0, donc est racme du polyndéme Y9 -7, par sulte

Yi-Y =[] (¥-a) = (g(X))"—8(X) = H(g(X

aclF, ackF,
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Supposons que g(X) — a et g(X) — &’ aient un diviseur commun r(X) € F,[X]\F,. Soit
Be E, une racine du polyndme r(X); alors
(g(B)—a=0et gf)—a'=0)= o=,
ce qui est contraire & ’hypothése o # @', donc
(gX)—a)A(g(X)— o) =1.

2) Compte tenu des hypothéses, appliquons le Lem. 6.28., dans I’anneau factoriel Fg[X] ;
on obtient

fX)=u]] da(X), ucF;,

acF,
Mais f(X) étant unitaire, ainsi que les dy(X), onau =1, donc

fx) =[] da(x). 0

acF,

2/ Polyndomes f(X)-réducteurs

Les résultats de ce paragraphe découlent de 1a Prop. 6.29 et du Théoréme Chinois (encore
appelé Théoreme des restes chinois) que nous rappelons ici ([13], Ch. 2).

Théoréme Chinois

Etant donné un domaine principal A ([13], Déf. 2.7) et k € N*, si p,,p,,...,p, sont des
éléments non nuls et deux & deux premiers entre eux dans A, alors, quel que soit le k-uple
(€15Ca---5Ct) € Ak, il existe a € A tel que

Vi(1<i<k), a=c,

l

(mod p,).
De plus, si b € A vérifie la méme propriété que a, alors

b=a (mod [] p)

1<i<k

Dans ce qui suit, on se limite a étudier la factorisation, dans F,[X], d’un polynéme f(X)
tel que
fX) = p1(X)py(X) ... p(X), keN, (6.46)

ou les p;(X), 1 <i <k, sont irréductibles, unitaires, et deux & deux distincts dans F,[X],
le probléme étant de trouver une méthode de détermination des p;(X), connaissant f(X).

Proposition 6.30. Etant donné f(X) € F,[X] satisfaisant & la condition (6.46) et un k-
uple (a,,0,,...,04) d’éléments de Fy, alors il existe g(X) € Fg[X] tel que
Vi(1<i<k), gX)=a (mod p,(X)); 6.47)
ce qui entraine  (g(X))! =g(X) (mod f(X)). (6.48)
Démonstration. Etant donné un k-uple (@, 0, ..., ;) d’éléments de Fy, C F,[X], d’apres
le Théoréme Chinois, appliqué dans le domaine principal Fy[X], il existe g(X) € F,[X] tel
que
Vi(1<i<k), gX)=0o; (mod p,(X));
parsuite  (g(X))?=0af (mod p;(X)),
et geF,=al=0= (gX))'=a (mod p;(X)).
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La seconde partie du Théoréme Chinois et I’hypothese (6.46) entrainent
(8(X))?=g(X) (mod [] piX)):
1<i<k
donc (6.46) et (6.47) = (g(X))? =g(X) (mod f(X)). O

Remarque 6.31. Dans le contexte de la Prop. 6.30,
a) on note qu'un polyndme constant, @, satisfait a (6.47) si et seulement si le k-uple
donné (@, @,,..., 0 ) est tel que
Vil<i<k), ;= a.
b) pour un polyndme g(X) de F,[X]\F,, ona (g(X))?=g(X9),
car g est une puissance de la caractéristique p du corps I, ; par suite

(e(X))’=g(X) (mod f(X)) <= g(X)=g(X) (mod f(X)).

Proposition 6.32. Soit f(X) € F,[X] vérifiant (6.46).
1) Etant donné un k-uple (@), 0.,,...,0) € IF’,;, parmi les polyndmes de F (X qui vérifient
(6.47), il existe un unique polyndme h(X) tel que
degh <degf.
2) Si h(X) € F,4[X] satisfait aux conditions

(h(X))?’=h(X) (mod f(X)) et degh<degf, (6.49)
alors il existe un unique k-uple, (@), 0,,...,04) € IF’; tel que

Vi(1<i<k), h(X)=o; (mod p;(X)).

1

3) Il existe exactement ¢t polyndmes de F,[X] vérifiant (6.49).

Démonstration. 1) Soit g(X) € F,[X] vérifiant (6.47) pour un k-uple de ]F’;,
(0,0,...,04). Sidegg <degf,onprend h=g.

Dans le cas oli degg > deg f , en effectuant la division euclidienne de g(X) par f(X) dans
F,4[X], on obtient un unique couple de polyndmes ( 1(X),h(X)) tel que

8X) =uX)f(X)+h(X) et degh<degf;
d’od, A(X) =g(X)— pu(X)p(X)...pp(X).
Or, par hypothése, g(X) vérifie (6.47), donc pour tout i(1 <i <k),
34,(X) € F, [X], tel que g(X) = A,(X) p;(X) + a3
Fob h(X) = A,(X) p,(X) + 04— 1(X) py (X) ... p(X),
donc, A(X)=¢; (mod p,(X)).

1
Ainsi h(X) vérifie (6.47) et degh < deg f; s’il existe h;(X) # h(X) dans Fg[X], satis-
faisant & ces mémes propriétés, alors le Théoréme Chinois, appliqué a A(X) et h,(X), et
I’hypoth¢se (6.46) entrainent
hi(X)=h(X) (mod f(X)),
donc, f(X) divise h,(X) — h(X) dans F,[X], mais

(degh; < deg f etdegh < deg f) => deg(h, —h) < deg f
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d’ ot une contradiction ; on en conclut que A, (X) = hA(X).

2) Soit h(X) € F,4[X] vérifiant les conditions (6.49).
D’apres la Prop. 6.29, 0ona

(h(X)) -h(x) = [] (h(X)— ) (6.50)
aclF,
et (degh >0, a # o dans F;) => (h(X) — @)A(R(X)—o)=1. (6.51)

Pour A(X) non constant, vérifiant (6.49), 1a relation (6.50) implique

IT )| [T (a(X) - ).

1<i<k ack,

Dans I’anneau factoriel F4[X], les polyndmes p,(X) sont, par hypothése, deux a deux
distincts et irréductibles donc premiers ; par suite,

Vi(1<i<k),3q; €F, tel que p;(X) | h(X) — ¢
et VaeF;(a# o= p(X)thX)-a)).

On en déduit qu’il existe un unigue k-uple, (a;,...,0) € F, tel que

Vi(1<i<k), h(X)=a, (mod p(X)).

1

D’autre part, quel que soit @ € Fy, le polyndme constant & vérifie (6.49) et il lui corres-
pond le k-uple, (@,,...,0) € F, tel que @; = @, quel que soiti, 1 <i<k (Rem. 6.31.).

3) D’apres la détermination (ci-dessus) de I'unique k-uple (@, ..., ;) d’éléments de F,
associé a un polyndme h(X), vérifiant (6.49), le nombre de ces polyndmes est égal au
nombre d’applications de I’ensemble {p,(X),...,p,(X)} dans F,, c’est-a-dire, ¢* ([3],
Ch.III). 0

Définition 6.33. Etant donné f(X) € F,[X] vérifiant la condition (6.46), on dira que
h(X) € F,[X] est un polyndme f(X)-réducteur s’il satisfait aux conditions :

(h(X))'=h(X) (mod f(X)) et O<degh<degf. (6.52)

Remarque 6.34. Pour f(X) vérifiant (6.46), la Prop. 6.32 montre qu’il existe g* poly-
ndmes h{X) satisfaisant aux conditions (6.49), dont g sont des polyndmes constants.

Proposition 6.35. Soit f(X) satisfaisant a la condition (6.46), avec k > 1.
Si h(X) € F,[X] est un polynome f(X)-réducteur, alors, en posant, pour tout o € F,
do(X) = f(X) A (h(X)— ), on obtient

fX) =[] da(X). (6.53)

ackF,

Démonstration. Par hypothése, on a 0 < degh < deg f, donc f(X) ne divise aucun des
facteurs h(X) — a ; I’application de la Prop. 6.29 donne alors

fX)= Hda(x)- 0

aclF,
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Remarque 6.36. La factorisation (6.53) de f(X) dépend du choix du polynéme f(X)-
réducteur h(X).
D’autre part, dans ’égalité
H piX)= H de(X)

1<i<k ackF,
les p,(X), 1 <i < k sont, par hypothése, distincts et irréductibles, mais il n’en n’est pas,
nécessairement de méme, pour les polyndmes
do(X) = f(X) A (R(X) — @), € Fg, ot h(X) est un polyndme f(X)-réducteur donné.
En effet, soit (@, ..., ;) 'unique k-uple d’éléments de F, associé€ a A(X)(Prop. 6.32).
Pour € Fo\ {0}, 0,,..., 00}, 0na

Vi(1<i<k), p(X)A(R(X)—)=1, doudy(X) = 1.
Par suite, degdy >0 < a € {a,,,,...,0,} et dans ce cas (Rel. 6.51),

o; # O = dg (X) /\daj(X) =1.

D’autre part, dans I’'unique k-uple associé au polyndme k(X ), tous les éléménts ne sont
pas égaux (Prop. 6.32, Rem. 6.34), mais certains peuvent I’étre ; par exemple, si o; = @,

pi(X) | (h(X) — o)) = p,(X) |dal(X),
P2 (X) | (A(X) — o) = p,(X) | dg (X).

Ainsi p) (X)p,(X) | dg, (X), donc, dg (X) n’est pas un facteur irréductible de f(X).
Cependant, nous verrons, dans le paragraphe suivant que le calcul des dy(X) pour, éven-
tuellement, plusieurs polyndmes f(X)-réducteurs, permettra de déterminer les k facteurs
distincts et irréductibles de f(X).

3/ Algorithme de Berlekamp

Pour f(X) € F,[X] vérifiant (6.46), I’ Algorithme de Berlekamp est un processus qui per-
met déterminer les polyndmes f(X)-réducteurs et par suite les facteurs irréductibles, uni-
taires, distincts de f(X).

Théoréme 6.37. Algorithme de Berlekamp
Soit f(X) € F,[X], vérifiant (6.46) ; on suppose s := deg f > 1.
Pour tout i(0 < i < s— 1), on note r,(X) le reste de la division euclidienne de X' par
f(X), dans F4[X]. On pose .
r{(X):= Z b,-ij et B:= (bij),
0<j<s—1
ou la matrice B appartient & I'anneau M;(F4) des matrices carrées d’ordre s sur Fy.
1) Pourh(X):= Y, aX' €Fy[X], les conditions (6.49) :
0<i<s—1
h(X?) = h(X) (mod f(X)) et degh<degf

est équivalente a

(@g,aq5---,a,_1)(B=1})=0 (6.54)

ou, 0 désigne I'élément nul de F° et I est la matrice unité de M(F,).
2) f(X) est le produit de k facteurs unitaires, irréductibles, distincts (Cf. (6.46)) si et
seulement si

rang(B—1)=s5s—k. (6.55)
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Démonstration. 1) Pour tout i, 0 < i <s— 1, il existe g;(X) et r,(X), uniques dans F,[X]
([13], Th. 4.33), tels que

X9 = f(X)q,(X)+r(X), et degr,<degf, dou
X = r(X) (mod f(X)) et degr;<degf.

Les conditions (f(X) vérifie (6.46)) et (deg f = s > 1) impliquent r,(X) #O0.
Soith(X):= Y aX' dans F,[X], vérifiant (6.49).
0<i<s—1 ‘
Compte tenu de la Rem. 6.31, b), on a alors, dans 1’anneau quotient Fg[X]/(f(X)) (en
conservant la notation X pour la classe de X modulo f(X)),
h(X?) =h(X) et degh<degf, d’ou

h(X) vérifie(6.49) <= Y ar(X)= Y aX|

0<i<s—1 0<i<s—1

= Z a,( Z b, X') = Z ax';
0<i<s—1  0<j<s—1 0<i<s—1

= Y (Y ap)X'= Y aX,
0<j<s—1 0<i<s—1 0<j<s—1

= Y a;b;=a;,Vj0<j<s—1),
0<i<s—1

= (ao,al,.-.,as_l)(B_I) =0.

2) Ce qui précéde montre que la matrice B est déterminée par la donnée du polyndme
f(X) et d’apres la relation (6.54), les coefficients a;,0 < i < s— 1, forment une solution
du systeme (S) de s équations linéaires sur F,, 4 s inconnues, dont la j* équation
(0< j<s—1)sécrit
ab;;—a;=0.
0<i<s—1

On peut aussi considérer que la matrice (B — I) définit le morphisme
¥Y:F, —F,;
(ay,a4,...,a,_ 1) — (ag,a,,...,a,_)(B-1).

Ona diqu Im¥ + diqu KerW¥ = s, d’ot (Prop. 6.34.),

le systéme (S) a g* solutions <—> dim]Fq KerW =k,
— dim]Fqlm‘{’ =s—k,
<= rang(B—I)=s—k. O
Remarque 6.38. KerW est le sous-espace nul correspondant au morphisme ¥ ou a la

matrice B—1.
Les définitions de s et k, impliquent 1 <s—k<s—1 et

rang(B—1) =5—1 <= f(X) irréductible
rang(B—1)=s—k<s—1 <= f(X)réductible et
produit de k facteurs irréductibles, unitaires, distincts.

Le premier cas montre que ’algorithme de Berlekamp peut servir de crirére d'irréducti-
bilité pour les polynomes de F, [X].
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Dans le second cas, si ’on identifie toute solution (ay,a,,...,a,_;) du systtme (S), au

polyndme A(X) = Z aX', alors le F4-espace vectoriel Ker'¥ contient au moins une
0<i<s—1

base formée de k polyndmes h j(X ),1 < j <k, o 'on peut supposer h;(X) =1 et les

h;(X),2 < j < k, sont des polyndmes f (X)-réducteurs.

4/ Applications de I’algotithme de Berlekamp

Exemple 6.39. Soit, dans N, n > 1 et p premier tel que p { n.
La Prop. 6.24. montre que tout polyndme cyclotomique ®,(X) sur F, satisfait 2 la condi-

tion (6.46), ses facteurs irréductibles et unitaires étant les n°** polyndmes primitifs sur

I, ; ceux-ci peuvent donc étre déterminés par la méthode de I’ Algorithme de Berlekamp
(Th. 6.37), appliquée dans le cas ou g = p.
Exemple : on considere le 7°¢ polyndme cyclotomique sur F, ; avec les notations du Th.
6.37, on a, dans ce cas,
g=2, f(X)=P;(X), s=degf=@(7)=T-1=6.
XT-1=X-1D)X+X°+X*+ X3+ X>+X +1)
implique &, (X) =X +X°+ X'+ X3+ X2+ X + 1.

Les polynOmes r;(X), pour 0 <i < §, sont les seconds membres des relations d’équiva-
lences ci-dessous (sachant que ¢ =2, donc -1 =1)

i=0=1=1 (mod ®4(X))

i=1=X>=X? (mod ®,(X))

i=2=X*=X* (mod ®,(X))

i=3=X=X"+X*+X>+X?+X+1 (mod ®,(X))

i=4=X8=X (mod &,(X))

i=5=X"%=X%? (mod ®,(X)).

On en déduit la matrice B — I, dans M(F,) :

000000
011000
001010
B-I=} 111011
010010
000101

La relation (ay,a,,...,a5)(B—I) = 0 équivaut au systéme (S) suivant

4

a; =0
a,+a;+a,=0
(8): 4 a,+a,+a; =0
as;=0
ay+az+a,=0
{ a3tas=0

On vérifie que
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(rang(B—1)=4=6—-2)==k=2.

Le 7% polyndme cyclotomique sur F,, ®,(X), est donc le produit de deux 775 poly-
ndmes primitifs, p,(X), p,(X), de méme degré m tel que 2m = 6, d’ou m =3 ; d’autre
part, 23 = 8, donc

Fgestla 7¢me extension cyclotomique sur F,.
Le systeme (S) a quatre solutions ; on a ¢ = 2, donc deux d’entre elles correspondent a
des polyndmes constants (Rem. 6. 34), d’ou deux polynémes P, (X)-réducteurs.
L’inconnue g, n’intervient pas dans le systéme (S), donc est quelconque dans I, ; de plus
a; = as = 0, d’ot les solutions de (S) :

(0,0,0,0,0,0), (1,0,0,0,0,0), (0,1,1,0,1,0), (1,1,1,0,1,0).

Les deux premiéres correspondent au polyndme nul et au polyndme A, (X) = 1, les deux
polyndmes &, (X)-réducteurs sont alors,

hy(X)=X+X2+X* hy(X)=1+X+X>+X%

D’aprs ce qui précede, le sous-espace nul est de dimension k = 2; {h,h,} et {h,h;}
sont des bases de ce sous-espace nul.
Déterminons la factorisation de P, (X)) par larelation (6.53) avec h,, sachant que les deux
7¢™¢s polyndmes primitifs sur I, sont de degré 3.
O, (XA X +X2+X) =X+ X +1=p;(X)
O, (X)A X X2+ X+ 1) =X+ X2 +1=p,(X),
dot @,(X)=X+X>+1)(X>+X+1).

Les racines des polyndmes p,(X) et p,(X) sont les racines 7°™*-primitives de I'unité du
corps F, ; ce sont donc les six générateurs du groupe cyclique U, = Fg \ {0}.

On remarquera que la valeur m = 3 du degré d’un 7™ polyndme primitif, est bien celle
que I’on obtient en appliquant la Prop. 6.26 :
(6.39) = m=0(2) dans G, =>m =3.

Exemple 6.40. Factorisation dans I, [X], de
FX)=X34+X0+ X+ X4+ X3+ X>+1.
Ona f/(X) =X*+X3 =X3(X +1),d’on f(X)Af(X)=1;le polyndme f(X) n’a donc
que des racines simples dans un corps de décomposition sur F, ([13], Cor. 8.49), on en
déduit que f(X) vérifie la condition (6.46), pour un certain entier k > 1.
Selon le Th. 6.37, déterminons les polyndmes r;(X),0 <i< 7.
i=0=1=1 (mod f(X))
i=1=>X?>=X? (mod f(X))
i=2=X*=Xx* (mod f(X))
i=3=X%=X% (mod f(X))
i=4= X=X+ X34 X*+ X3+ X2 +1 (mod f(X))
i=5=X"=x"4+X+1 (mod f(X))
i=6=X2=X"4+X+X*+X3+X%>+X (mod f(X))
i=7=X¥=X"4+X54+ X5+ X4+ X3+ X2+ X +1.
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On en déduit la matrice B — I, dans Mg(F,) :
/00000000
01100000
00101000
00010010
B=I=1 170110110
10010101
01111001
\1 1111110

La condition (ay,a,,...,a;)(B—I) = 0 équivaut au systeme (S) :

4

ay+as+a;=0
a,+ag+a; =0
a,+ay+a,+ag+a; =0
az+a,+as+ag+a; =0
ay+ag+a;=0
ay,+as+a; =0
a;+a,+a;=0
as+ag=0

(8): <

\

On vérifie que la matrice B— I est de rang 5 = 8 — 3, donc f(X) est le produit de 3 facteurs
irréductibles, unitaires, distincts. Le nombres des polyndmes f(X)-réducteurs est 23 —
2 = 6. A chaque solution (a,,a,,...a;) du systtme (S) correspond un polyndme A(X) =

Z aX i d’on, les polyndmes f(X)-réducteurs k j(X },2< j<7 (a, est arbitraire dans
0<i<?

F,).

(0,0,0,0,0,0,0,0) => hy(X)
(1,0,0,0,0,0,0,0) = h, (X)

(0,1,1,0,1,0,0,1) => h,(X)

(1,1,1,0,1,0,0,1) => hy(X) = 1 + X + X2 + X* + X7
(0,0,0,1,0,1,1,1) == hy(X) =X+ X° + X® + X7
(1, )=

( )=

( )=

0
1
X+x2+x4+X

1,0,0,1,0,1,1,1) = hg(X) = 1+ X> + X + X + X’
0,1,1,1,1,1,1,0) = hy(X
1,1,1,1,1,1,1,0) = h,(X

X+X2 4 x3 4 x4+ x5+ x5
=14+X4+X2 X3+ x4+ X + X6,

En calculant les p.g.c.d. par I’algorithme d’Euclide ([13], Ch. 5) et en tenant compte des
Rem. 6.36, on obtient :

f(X) Nhy(X) = X* + X* 41, irréductible dans F,(X];
F(X) Ahy(X) = X? 4+ X +1, irréductible dans F,[X];
F(X) Ahg(X) = X* +X +1, imréductible dans F,[X].
On en déduit la factorisation de f(X) recherchée :

fX)=X2+X+D(X3+X+1)(X3+X2+1).
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Remarque 6.41. a) Comme on I’a signalé dans la Rem. 6.36, dans la formule (6.53),
certains facteurs dy (X ) peuvent étre réductibles (¢’ était le cas dans I’ exemple précédent) ;
mais on remarque que, d’une fagon générale, un polyndme dy{X) vérific la condition
(6.46), son degré est inférieur a celui de f(X) et ses facteurs irréductibles divisent f(X).
On peut donc, éventuellement, réappliquer la méthode de 1’algorithme de Berlekamp a
un tel polyndme dy(X), et, s’il le faut, répéter le processus, jusqu’a ’obtention de la
factorisation recherchée pour f(X).

b) Dans les exemples précédents, le degré du polyndme f(X) n’est pas trés élevé et le
corps de base est F, ; le nombre des polyndmes f(X)-réducteurs n’est donc pas trop
grand ; et méme, dans le second exemple, la connaissance de deux facteurs irréductibles
pouvait permettre de calculer sans peine, le troisi€me.

Mais on congoit facilement que, lorsque le degré de f(X), ainsi que le nombre des é1¢é-
ments du corps F, sont élevés, la méthode de I’algorithme de Berlekamp devient imprati-
cable « a la main », et il est nécessaire de faire appel a I’informatique, ce qui est possible,
puisqu’il s’agit d’une méthode algorithmique.

6. Exercices

1. Structure du groupe des éléments inversibles de Z./nZ.
Pour tout entier n > 2, on désigne par G,, le groupe des €léments inversibles de I’anneau
Z/nZ; on note X, la classe modulo » d’un élémént x de Z.
G, est ’ensemble des générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+) ([12], Prop. 3.24),
donc
G,={X€Z/nZ;xAn=1}
et on rappelle que | G, |= @(n).
1°) Montrer que si, dans N, on a
n=2%qM1q,2.. .q,‘:k >2,

avec @ > 0, k > 0, les g; étant, pour k > 1, des nombres premiers impairs, deux a deux
distincts, alors

Gn =~ Gya X Gqf,l X e X Gq:k.
2°) Soit g un nombre premier impair.
a) Démontrer, par récurrence sur ¢, que pour tout entier & > 0, il existe A € N* tel que

(1+9)% =1+4¢"" et gqfA. (6.56)

b) Préciser I’ordre du groupe G 4o et vérifier que I’élément 1+ g est d’ordre g®~! dans
G ..

q
3°) a) Vérifier que le groupe G, est cyclique d’ordre g — 1.
b) Pour tout x € Z, X désignant, dans cette question, la classe de x modulo g%, on note
X la classe de x modulo g et on considere le morphisme de groupes

X—X.
Prouver que | Ker y |= g®~! et en tenant compte du 2 °) b), montrer que Ker y est un
sous-groupe cyclique de G e
c) SoitXxe G 4o tel que X soit un générateur du groupe G

On note < X > le sous-groupe de G 4o engendré par X. Montrer qu’il existe un €lément
ye<x>dordre g — 1.
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En déduire ’ordre de 5(1 +-q) dans G 4o > €n conclure que le groupe an est cyclique et
Gpu~Z/(g-1)ZxZ/q* 'Z.

4°) On considere le groupe G,q, pour @ € N*.
a) Vérifier les propriétés suivantes :

a=1=>G, = {1}, dans Z/2Z.
@ =2 = G,, cyclique d’ordre 2.

Dans les questions b) et ¢) qui suivent, on suppose & > 2.
b) Démontrer, par récurrence sur o, que pour tout entier o > 2, il existe A € N* tel que

52% = 14 A2%+2, (6.57)

¢) Pour tout x € Z, X désignant, ici, la classe de x modulo 2%, on note % la classe de x
modulo 22 = 4 et on considere le morphisme de groupes :

W : Gza b GZZ

X +— X.

— Prouver que 5 € Ker ¥ ; en déduire que, dans le groupe Gsa, Keryestun SOus-groupe
cyclique d’ordre 2%2.
— On considere le sous-groupe d’ordre 2 de G,a, H := {—1,1}. En posant K := Ker y,
montrer que
G, =HK.
En déduire que
Goa ~Z/2Zx Z/2% .

En conclure que pour & > 2, le groupe G,q n’est pas cyclique.
5°) Expliciter une preuve détaillée de la Prop. 6.26.

2. Soit soit K un corps de caractéristique 0 et n > 1 dans N. On suppose que le polynéme
X" — 1 est scindé sur K.
Soit f(X):=X"—a,oua € K*,a# 1. On note E un corps de décomposition de f(X)
sur K.
a) Vérifier que f(X) n’a que des racines simples dans E.
b) Soit @ une racine n primitive de I'unité de K et a € E uneracine de f(X), montre
que I’ensemble des racines de f(X) dans E est
{o*a;0<k<n—1}.
En déduire que £ = K(«).

3. Soit K une extension algébrique de Q, a € K*, n € N* et & € Q une racine du polyndme
X" —a.
1°) On suppose, dans cette question, que le polyndme X" — a est non irréductible sur
K.
Soit f(X) un diviseur de X" — a, dans K[X], de degré d tel que 1 < d < n—1 et soit
&, € Q, une racine n"¢ primitive de I’ unité.
a) Montrer que le terme constant de f(X) est de la forme g5a?, ol ¢ € N (voir Ex. 2.
précédent).
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b) Soit s ;= d An (p.g.c.d. de d et n). Démontrer qu’il existe une racine #°™ de I’unité
ne Q, telle que
noe’ k.
2°) Soit p un nombre premier et X? — a dans K{X],a # 0.
Montrer que si a n’a pas de racine p® dans K, alors X? — a est irréductible sur K.

4. Déterminer le 5™ polynome cyclotomique sur F,.

5. Utiliser ’algorithme de Berlekamp pour factoriser les polynémes suivants :

X0+ X341 surFy;
X84 X0+ X4+ X3 +1 surFy
XT4+X64X°-X3+X*-X -1 surF;.



Chapitre 7
Fondements de la Théorie de Galois

Préliminaires

La Théorie de Galois est I’étude des extensions de corps L : K au moyen du groupe des
K-automorphismes de L (Déf. 7.1).

Cette méthode, introduite par le mathématicien frangais Evariste Galois (1811-1832),
s’avéra d’une grande efficacité (Voir la Préface de ce livre) ; elle lui permit, en particulier,
de résoudre un probléme qui préoccupait les mathématiciens de son époque, a savoir : la
caractérisation des équations polyndmiales dites résolubles par radicaux (Voir Ch. 9).
Par ailleurs, grice a la Théorie de Galois, il a ét€ possible d’apporter des réponses a
plusieurs questions que se posaient les mathématiciens, parfois depuis I’ Antiquité, telle
la construction des polygones réguliers par la régle et le compas (voir le par. 3. de ce
chapitre).

1. Groupe de Galois - Correspondance de Galois

Pour une extension de corps L : K, on supposera, de fagon générale, K C L.

A. Groupe de Galois

Définition 7.1. Etant donné une extension L d’un corps K, on dit qu’un automorphisme
o du corps L est un K-automorphisme de L, si 0, = idy.

Remarque 7.2. Les K-automorphismes de L ne sont autres que les automorphismes de la
K-algebre L ; leur ensemble forme un sous-groupe du groupe Aut L de tous les automor-
phismes du corps L.

Définition 7.3. On appelle groupe de Galois d’une extension de corps L : K, le groupe
des K-automorphismes de L.

Notation : Le groupe de Galois d’une extension L : K sera noté
G(L:K).

Exemple 7.4. 1) Si L =K, alors G(L : K) = {id, } = {id}.

2) K=R, L=C; puisque
C=R(@i) ={x+iy; (x,y) e RxR},
tout 0 € G(C : R) est déterminé par la donnée de o (i) ; or,
2=-1= (0(i))*=0(?) =o(-1)=—1,
d'ot o(i)=i ou o()=-i
Par suite G(C : R) = {id, 7}, ou ¥ est I’automorphime de conjugaison défini par
Vx+iyeC, y(x+iy) =x—iy.
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Le groupe G(C : R) est d’ordre 2, donc cyclique.

3)K=Q,L=Q(V3);0na
Irrg(V3,X) = X’-3 = [Q(3):Q|=2;

Q(V3) = {x+yV3; (x,y) €Qx Q};
donc tout 6 € G(Q(v/3) : Q) est déterminé par la donnée de 6(+/3) ; o,
(6(v3))* = 0(3)=3 = 6(v3) = V3,
parsuite  G(Q(v3):Q) = {idQ(ﬁ), G}, ol

V(x+yv3) € Q(v3), o(x+y+v3) =x-yV3.
Le groupe G(Q(v/3) : Q) est encore d’ordre 2.

HK=Q,L=Q(A),0ul:=v2€R.
Soit ¢ € G(Q(A) : Q), alors
(c(A)3=0(A})=0(2)=2.
L’ automorphisme ¢ de Q(4) se prolonge en un automorphisme :

6:Q(1)[X] — Q(4)[X]
Z a,-Xi — Z O'(a,-)X";
0<i<n 0<i<n
d’oit 8(X? —2) = X3 — 2. Par suite, dans Q(A ), o transforme une racine cubique de 2 en
une racine cubique de 2, or on a Q(A) C R et A est la seule racine cubique réelle de 2,
donc 6(A) = A, ce qui implique

GQV2): Q) = {idy 1 }

B. Correspondance de Galois

A toute extension de corps L : K, on associe les deux ensembles suivants :
JF :=I’ensemble des corps intermédiaires de L : K (D¢f. 1.20);
JH := I’ensemble des sous-groupes de G(L : K).

Définition 7.5. Pour tout H € H, on appelle invariant de H dans L, ’ensemble :
Inv,(H):={x€L ; Voe€H,o(x)=x} (7.1)

Proposition 7.6. Compte tenu des notations précédentes, pour toute extension de corps
L:K,ona

WFeF= GL:F)eH.

2QHeH=Inv,(H) € J.

Démonstration. Par hypothése, K CF C L.

1) Soit ¢ € G(L : F); ¢ est un automorphisme du corps L tel que O)p = id, donc, a
fortiori, O\ = idg, d’otu 6 € G(L: K). On en déduit que G(L : F) est un sous-groupe de
G(L:K),donc G(L: F) e H.

2) Les éléments ¢ € H étant des K-automorphismes de L, on vérifie facilement que I'en-
semble Inv, (H) est un sous-corps de L contenant K, autrement dit, Inv, (H) € F. a
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Les résultats de la Prop. 7.6 amenent a associer a toute extension de corps L : K les appli-
cations :
YV:F— K Y H—GTF
F—G(L:F) Hv— Inv, (H).
Proposition 7.7. Les ensembles F et H étant partiellement ordonnés par l'inclusion, les

applications y et Y, associées a une extension de corps L : K, vérifient les propriétés
suivantes :

V(F,E,) €T xTF, F,CF,=yF)CyF); (7.2)
V(H,H) € KxH, H CH,=Y(H,)CYH); (7.3)
FEF=FCYyoyF) ; HecH=HCyoY(H), (7.4)
FeF = y(F)=voY oy(F); (7.5)

HeH = yY(H) =Y oyoy(H). (7.6)

Démonstration. Par hypothése, ona K C F; C F, C L, donc F, est un corps intermédiaire
pour I’extension L : F;. On en déduit que (Prop. 7.6)
Y(F,) = G(L : F,) est un sous-groupe de G(L : F;) = y(F),

ce qui justifie la relation (7.2).
Soit x un élément de Y (H,) = Inv,(H,), alors

(Vo €eH,y, o(x)=x) et H CH)=>x€Y(H)=1Inv,(H),
d’ol la relation (7.3).
Quelsque soient FeFet H € H,ona

xeF = (Vo € y(F),0(x) =x)=>x €Y o¥(F);
o€ H=> (VxeY(H),o(x) =x)=>0 € yoY (H);

on déduit les relations (7.4).
Par hypothese F € F, alors la relation (7.4) implique
KCFCYyoy(F)CL;

en utilisant la relation (7.2), avec F, := ¥ o y(F) et F; =F, on obtient

yoy oy(F) C ¥(F),
et, en appliquant (7.4) au groupe H := y(F), on a

YF) S yoY oy(F);
ce qui entraine la relation (7.5).
L’ hypothése H € H implique, d’aprés (7.4), H C yo Y (H), et I’application de (7.3) donne

YoyoY(H)CY(H).
D’autre part, la relation (7.4) appliquée a F := y/(H), entraine
Y(H)C Y oyoY(H),
d’ou la relation (7.6). ]

Définition 7.8. Dans le contexte précédent, le couple (y,7') définit ce qu’on appelle la
correspondance de Galois associée a I’extension de corps L: K.

Nous résumons les résultats de la Prop. 7.7, par le tableau suivant,

K C F c L
GL:K) 2 GL:F) > {id)}

Inv, (G(L:K)) - Inv,(G(L:F)) C L
GIL:K) 2 G(L:F) > {id)}
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dans lequel les éléments des lignes 2, 3 et 4 sont respectivement, les images par ¥, Y oy
et Yo o7y des éléments de la 1 ligne.

Remarque 7.9. a) D’une fagon générale, si U et 'V désignent deux ensembles partielle-
ment ordonnés etsi y: U — 'V, ¥ :'V — U forment un couple d’applications satisfaisant
aux propriétés de la Prop. 7.7, on dit que le couple (7,7') définit une correspondance de
Galois entre U et V.

b) Les relations (7.4) de la Prop. 7.7 montrent qu’en général, le couple (y,Y) ne définit
pas une bijection de F sur H. En particulier, on a, généralement,

K G Inv (G(L:K)) =7 oy(K).
Par exemple, pour K = Q et L= Q(+/2), on a (Cf. Exemple 7.4, 4))
YQ) = GQV2): Q) = {idy )
dot Yoy(Q) =Q(V2) 2Q.

La Théorie de Galois établit une corrélation entre certaines propriétés des extensions de
corps et certaines propri€tés de leurs groupes de Galois. De ce point de vue, les extensions
de corps L: K les plus « intéressantes » seront celles pour lesquelles la correspondance de
Galois (7, ) définit une bijection entre les ensembles F et H (Th. 7.30).

2. Théoréme fondamental de Galois

Dans toute I’étude qui suit, les résultats du Ch.3, concernant les notions d’extension nor-
male, de cloture normale et d’extension séparable sont essentiels ; nous les complétons,
de plus, par les propriétés et notions développées dans le paragraphe A. ci-dessous.

A. K-monomorphismes — Degré de séparabilité

A un corps K donné, on associe une cloture algébrique X et toute extension algébrique de
K sera considérée dans K.

Définition 7.10. Soit L et M deux extensions d’un méme corps K ; alors tout monomor-
phisme ¢ de L dans M (Rem. 1.9) tel que @ Kk = idy est appelé un K-monomorphisme
de L dans M.

Remarque 7.11. Les notations seront celles de la définition 7.10.
a) Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité possible, la restriction surjective d’un K-monomor-
phisme @ : L < M (c’est-a-dire le K-isomorphisme de L sur ¢(L) qui,  tout x € L, associe
@(x)) sera encore notée @.
b) Si ¢ : L < M est un monomorphisme (resp. K-monomorphisme) de L dans M, alors
@ est un isomorphisme (resp. K-isomorphisme) si et seulement si @ est surjectif.
¢) SiK CLCMetsi[L: K] est fini, alors tout K-monomorphisme ¢ : L — M tel que
@(L) C L est un K-isomorphisme de L, donc un élément du groupe G(L : K).
En effet, @ est K-linéaire et injectif, par suite, dimy L= [L: K| < = et ¢(L) C L impliquent
¢@(L) = L, donc ¢ surjectif.
d) Si @ est un K-monomorphisme de L dans M et si f(X) € K[X] a une racine o dans L,
alors

O(f(X)) = f(X)dans M[X] et @(a)estracinede f(X)dans M.



§ 2. Théoréeme fondamental de Galois 113

En effet, supposons f(X) = Y aX* dans K[X], alors

0<i<m

(Pa) =a,ViO<i<m)=( Y ax)= Y o@)X'=fX).

On en déduit que : (f(X) = (X — )g(X) dans L[X]) implique

¢(f(X)) = (X — o(@))P(g(X)) = f(X) dans M[X],

donc @( o) est racine de f(X) dans M.
En appliquant ce résultat au cas ob f(X) = Irri (e, X), on en déduit que @(c) est un
conjugué de o dans M (DéEf. 2.18).

Proposition 7.12. 1) Soir L : K une extension de corps de degré fini, alors L est une
extension normale de K si et seulement si, quelle que soit I’extension M de L, tout K-
monomorphisme de L dans M est un K-automorphisme de L, donc un élément de G(L : K).
2) Si L: K est une extension normale, de degré fini et si F est un corps intermédiaire :
K C F C L alors, pour tout K-monomorphisme @ . F — L_ il existe 6 € G(L: K) tel que
O)p = 9.

En particulier, si des éléments o et B de L sont racines d’'un méme polynéme irréductible
et unitaire de K[X|, il existe 6 € G(L: K) tel que o(a) = p.

Démonstration. 1) Par hypothese, L : K est normale, de degré finiet K C L C M.

Soit ¢ un K-monomorphisme de L dans M. Etant donné un élément ¢ de L, posons
pPa(X):=Irry(a,X); alors, d’apres la Rem. 7.11, d), @() est une racine de py(X) dans
M. Mais L étant une extension normale de K, py(X) est scindé sur L, donc @(¢¢) € L. On
en déduit que (L) C L; de plus, L : K étant de degré fini, (L) = L, donc ¢ € G(L: K)
(Rem. 7.11, ¢)).

Réciproquement, supposons L : K de degré fini et telle que quels que soient I’extension M
de L et le K-monomorphisme ¢ de L dans M, on ait ¢(L) = L.

Par hypothese L : K est de degré fini, donc algébrique. On suppose [L: K] > 1, on a alors
(Th. 2.29),

L=K(a,,...,0m), meN'etVi,1<i<m, o algébrique surk.

Pour tout i, 1 <i <m, soit p,(X) :=Irrg(e,X) ; posons
fx)= [T piX).

1<i<m
Soit M un corps de décomposition de f(X) sur K contenant L.
Supposons M # L; il existe alors, au moins un polynéme p;(X),1 < i < m, ayant une
racine o € M\ L; admettons que p,(X) vérifie cette propriété. D’apres le Th. 2.16, il
existe un K-isomorphisme ¢ de K(o,) sur K(eoq) tel que p(a;) = aj.
Or, M est corps de décomposition de f(X) sur K(et,) et sur K(a;), donc il existe un
automorphisme 17 de M prolongeant pt (Th. 3.8);

(n/K(al) =petp, = id/K) =M= id/K.

Ainsi, /L est un K-monomorphisme de L dans M, donc I’hypothése implique n(L) =L,
d’o, n(a;) = af € L. Onen conclut que M = L.

Ainsi L est corps de décomposition de f(X) sur K, donc L est une extension normale sur
K (Th. 3.15).
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2) Le corps L est une extension de K, normale, de degré fini, donc L est corps de décom-
position, sur K, d’un polynome f(X) € K{X]\ K.
L’hypothése K C F C L implique que L est aussi corps de décomposition de f(X) sur F.
Etant donné un K-monomorphisme ¢, de F dans L, la restriction surjective de ¢ que,
pour plus de précision, nous noterons ici @;, est un K-isomorphisme de F sur ¢(F) CL;
d’autre part (Rem. 7.11, d)),
f(X) e KiX] = 0(f(X)) = ¢,(f(X)) = f(X);
on en déduit que L est corps de décomposition de f(X) sur @(F).
Par suite (Th. 3.8), il existe un automorphisme ¢ de L qui prolonge ¢;, donc O/p =@
On en déduit que
(O'/K =P = idy=>0¢ G(L:K)) et O/ = 9.
En particulier, si des éléments o et B de L sont racines d’un méme polyndme irréduc-
tible de K[X], alors (Th. 2.16), il existe un K-isomorphisme u de K(a) sur K(f8) tel que
u(e) = B.
Soit j I'injection canonique de K(f8) dans L; jo u est un K-monomorphisme de K(c)
dans L: .
K(a) 2~ K(B) L~ L.

Par suite, il existe 0 € G(L: K) tel que O ki) = Jjou, donc o(a) = B. O

Proposition 7.13. Soit L: K une extension de corps de degré fini et N la cloture normale
de L: K contenue dans K ; alors

1) N est obtenue par I’adjonction a K de I’ensemble des racines, dans K, des polynémes
irréductibles de K[X], ayant une racine dans L.

2) Tout K-monomorphisme de L dans K est un K-monomorphisme de L dans N.

Démonstration. La proposition est triviale, lorsque L = K (Cf. Exemple 3.14), on suppose
donc [L: K] > 1.

1) Désignons par K’ I’extension de K obtenue par I’adjonction de I’ensemble, noté R, des
racines des polyndmes irréductibles de K[X] ayant une racine dans L. On a

RCK e KCLCK' CNCK.

En effet, quel que soit & € L, a est racine de py(X) = Irry(a,X), d’od LC K’ ; d’autre
part, ’extension N : K est normale, donc tout polynéme irréductible de K[X|] ayant une
racine dans L C N est scindé sur N, ce qui entraine K’ C N.

Or (voir la preuve du Th. 3.17) si I’on écrit

L=K(q,...,0,) et Vi(l1<i<m),p(X)=1Irry(a,X),

alors, N est corps de décomposition, sur K, de f(X) =[], <i<m Pi(X). Mais la définition
de K’ implique que f(X) est scindé sur K’, d’ou N = K’ (Th. 3.3).

2) Soit ¢ un K-monomorphisme de L dans K.
Quel que soit & € L\ K, si py(X) :=Irry(a,X), alors @(t) est une racine de py(X) dans
K (Rem 7.11, d)). Par suite ¢(a) € N, d’od ¢(L) C N. O

Définition 7.14. Etant donné une extension de corps L : K, de degré fini, le cardinal de
I’ensemble des K-monomorphismes de L dans X est appelé degré de séparabilité de L : K
etestnoté [L: K]s.
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Proposition 7.15. Soit L : K une extension de corps, normale et de degré fini ; alors,
[L:Kl;=|G(L:K)]. YN))

Démonstration. D’apres le 2) de la Prop. 7.13, si [L: K] est fini, alors [L : K]; est le
cardinal de I’ensemble des K-monomorphismes de L dans N, ot N est la cl6ture normale
de L: K contenue dans K.

Lorsque L : K est normale, de degré fini, alors L = N, donc [L : K], est le cardinal de
I’ensemble des K-automorphismes de L, d’ot

[L:Kls=|G(L:K)]. ]

Proposition 7.16. Pour tout a € K, [K(&) : K], est égal au nombre de racines distinctes
du polynoéme Irry (e, X), dans K ; de plus,

[K(): K]s < [K(a) : K]
et [K(a):K]s=[K(a): K] <= o est séparable sur K.

Démonstration. 1°) Posons p(X) :=Irrg(a,X).

La cloture normale N de K(&) : K, contenue dans K, est le corps de décomposition de
pa(X) dans K (Rem. 3.18, b)).

Si pa(X) a rracines distinctes, @, = @, 0, ..., 0%, dans K, on a

r<degpe(X)=[K(a):K] et N=K(a;a,...,0).
Compte tenu de la Prop. 7.13 et de la Rem. 7.11, ¢), étant donné un

K-monomorphisme ¢, de K(«) dans K, il existe i (1 < i < r) tel que

o(a)=o;
Réciproquement, quel que soit i (1 < i < r), il existe un K-isomorphisme ¢;, de K(a) sur
K(a;) tel que @,(a) = o; (Th. 2.16). Notons g, I'injection canonique de K(e;) dans K :

K(a) s K(a;) LLx,

alors (1, o @; est un K-monomorphisme de K () dans K, ce qui entraine
[K(a):Kl;=r<[K(a):K].

2°) Compte tenu du résultat précédent, on a

[K(a):K];=IK(a): K] <= r=degpy(X)
<= po(X) séparable sur K,
<= ( séparable sur K. 0

Proposition 7.17. Soit L : K une extension de corps de degrté fini, alors [L : K| est fini ;
ona

[L:K]s<[L:K]
et [L:K]s=[L:K] <= Lest séparable surK.

Démonstration. Si [L: K] = 1, alors L = K et 'injection canonique de K dans K est
I'unique K-monomorphisme de K dans K.

Pour [L: K] = n > 1, on raisonne par récurrence sur n.

Soit N la cldture normale de L : K contenue dans K.
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On sait (voir la preuve du Th. 3.17) que N est corps de décomposition sur K d’un poly-
ndme non constant f(X) de K[X], dont tout diviseur, irréductible et unitaire dans K[X], a
une racine dans L\ K. Soit p(X) un tel diviseur de f(X), ayant une racine « dans L, donc
pX) =Irrg(a,X).
N est aussi corps de décomposition de f(X) sur K(a) etona
[L:K(a)] < [L:K].
Appliquons I"hypothése de récurrence 2 I’extension L : K(a); il existe alors un nombre
fini de K(a)-monomorphismes de L dans N, que ’on note p,,...,py,, Ol

. ) _[L:K]
g:= [ K@) < L K(@)) = oo
D’ autre part, posons r := deg p, alors le nombre de racines distinctes de p(X) dans N est
Y < r=[K(a):K]etd apres la Prop. 7.16, on a

r =[K(a): K.
Soit &, = @, @,,...,a,, les r racines distinctes de p(X) dans N, alors (Prop. 7.12.) il
existe 0,0,,...,0, dans G(N : K) tels que
ola)=a;, Vi(1<i</r).
Montrons que les seuls K-monomorphismes de L dans N sont les
¢ij3=0i°pja1§i§/, 1<j<gq

En effet, soit ¢ un K-monomorphisme de L dans N, alors ¢(a) est une racine de p(X)
dans N, donc il existe i (1 < i < /) tel que @(@) = o,
Y= 0',.‘1 o @ est un K(a)-monomorphisme de L dans N, donc il existe j(1 < j < q) tel
que Y = p;, d’0l @ = 0;0p; = ¢;;. On en déduit que [L: K]s = gr/, d’on

[L:K]s=[L:K(a)]s[K(e) : K]s; (7.8)
alors, ([L: K(a)ls <[L:K(a)] et [K(a):K]s <[K(a):K])=>[L:K];<[L:K].
SiL: K est de degré fini et séparable, alors L est une extension simple de K (Th. 3.30).
Supposons L = K(a) ; d’apres la Prop. 7.16,

L: K séparable —> o séparable sur K = [L: K], = [L: K].
Réciproquement, supposons [L: K] < e et [L: K]; = [L: K].
L : K non séparable implique I’existence d’un élément o € L non séparable sur K, donc
tel que (Prop. 7.16)
K(a):K]s < [K(x) : K].
Par suite (Rel. (7.8)),
[L:K];=[L:K(a)|s[K(a):K]; <[L:K(a)][K(ax): K] =[L:K],
entraine une contradiction avec I’hypothése, d’ot L séparable sur K. O
Corollaire 7.18. Pour tout . € K, on a
o séparable sur K < K(a) séparable sur K.

Ce résultat est une conséquence des Prop. 7.16 et 7.17.

Théoréme 7.19. Une extension de corps L : K est séparable si et seulement si le corps L
est obtenu par I'adjonction & K d’une famille d’éléments séparables sur K.
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Démonstration. Supposons L =K(A), od A = {4}, I étant un ensemble non vide quel-
conque.

1) Si L= K(A) est séparable sur K, alors, par définition, quel que soit i € I, 4, est sépa-
rable sur K.

2) Réciproquement, supposons que pour tout i € 1, 4, est séparable sur K et montrons que
L= K(A) est séparable sur K.

Soit @ € L = K(A); il existe alors une famille finie d’éléments de A, {2,,.l y--s Ay}, Ol
me N*| telle que a € K(Ail,...,l,.m).

Sim=1, alors, & € K (2,,.1) et Ail étant, par hypothese, séparable sur K, I’extension
K (l,.l) : K est séparable (Cor. 7.18), donc « est séparable sur K.

Supposons m > 1; par hypothése, l,.m est séparable sur K, donc sépérable sur

K(A,.l - ’limq)’ par suite (Prop. 7.16)

[K().il,...,lim) :K(A,.l,...,lim_l)]s = [K(l,.l,...,lim) :K(l,.l,.”, i,.._l)]’
De méme pour tout j(1 < j<m),ona
[K(A,.l,...,lij) :K(Ail,...,lij_l)]s = [K(Ail,...,kij) : K()‘il""’)‘ij_l)]‘
Compte tenu de la relation (7.8), on obtient
[K(lil,...,lim) :K]s = [K(kil,...,lim) :K].
Ainsi K (lil, ---»4; ) est séparable sur K, d’oli o séparable sur K.
On en conclut que L est séparable sur K. O

Théoréme 7.20. Une extension de corps L : K est normale, de degré fini et sépérable, si
et seulement si L est corps de décomposition sur K d’un polynéme séparable de K[X).

Démonstration. On sait que si L : K est normale, de degré fini et séparable, alors L est
corps de décomposition sur K d’un polyndme séparable de K[X] (Prop. 3.30).
Réciproquement, supposons L corps de décomposition sur K d’un polynéme séparable
f(X) € K[X]; alors L est obtenu par 1’adjonction a K des racines distinctes de f(X) dans
L (Rem. 3.6) :
L=K(a,,...,0m).

Le polyndme f(X) étant séparable sur K, chacune de ses racines distinctes o;,1 < i< m,
est séparable sur K, donc L est séparable sur K (Th. 7.19). O

En conclusion de ce paragraphe, on obtient la propriété essentielle, suivante.

Théoréme 7.21. Si L: K est une extension de corps normale er de degré fini, alors le
groupe de Galois de L : K est fini et

|G(L:K)|<[L:K]. (7.9)
Si de plus I’extension L : K est séparable, alors

|G(L:K)|=[L:K] et K=1Inv,(G(L:K)). (7.10)
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Démonstration. L'extension L : K est normale, de degré fini, alors compte tenu des Prop.
7.15 et 7.17, on obtient
|G(L:K)|=[L:K]; <[L:K].

Si, de plus, I’extension L : K est séparable, la Prop. 7.17 implique
|G(L:K)|=[L:K].

Il reste a4 prouver que si L : X est normale, de degré fini et séparable, alors
K =Inv, (G(L:K)).
Posons F :=Inv, (G(L: K)) =Y o y(K), ot (,7) est la correspondance de Galois asso-
ciée al’extension L: K ; alors (Prop. 7.6) :
KCFCL et y(F)=G(L:F) est un sous-groupe de G(L : X).
De plus (Prop. 7.7, relation (7.5)),

F =7 0y(K)=>y(F)=yoY oy(K) = ¥(K) = G(L: K),
dot  G(L:F)=G(L:K).

Or L est corps de décomposition sur K d’un polyndme séparable f(X) € K[X] (Th. 7.20),
donc L est aussi corps de décomposition de f(X) sur F. Le polyndme f(X), qui est sé-
parable sur K, est aussi séparable sur F, par suite, comme précédemment, la Prop. 7.17
implique

|G(L:F)|=|L:F].
Onendéduitque [L:K]=[L:F], dou F=K. 0

B. Extensions galoisiennes, de degré fini

Définition 7.22. On dit qu’une extension de corps L : K est galoisienne (ou que L est
galoisienne sur K) si

i) L est algébrique sur K ;

iiy K=1Inv;(G(L:K)).

Nous n’étudierons, dans ce chapitre, que les extensions galoisiennes, de degré fini. 1l
existe cependant des extensions galoisiennes de degré infini, par exemple Q : Q (voir Ex.
6. 2 la fin du chapitre).

Remarque 7.23. Une extension de degré fini est algébrique (Th. 2.26), donc L: K est une
extension galoisienne, de degré fini, si et seulement si elle vérifie :
[L:K] <o et K=1Inv,(G(L:K)).

Le Th. 7.21 entraine !’assertion suivante :

Théoréme 7.24. Toute extension de corps L : K, de degré fini, normale et séparable, est
galoisienne, de degré fini; de plus, le groupe de Galois G(L : K) est fini et

|G(L:K) |=[L:K].

Le Th. 7.26 (Théoréme d’ Artin) permettra d’établir une réciproque du Th. 7.24 ; une
partie de sa démonstration consiste & prouver le résultat suivant, que nous appellerons
Lemme d’Artin.
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Lemme 7.25. Lemme d’ Artin
Soit L un corps et G un sous-groupe fini du groupe Aut L des automorphismes de L. Si
I’on pose K := Inv, (G), alors

L : K est une extension de degré finiet [L: K| <|G].

Démonstration. Soit n :=| G | ; pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que pour
tout entier m > n, m éléments non nuls de L sont linéairement dépendants sur K.

Supposons G = {0, = id;,0,,...,0,} ; étant donné m > n dans N et a,,a,,...,a, non
nuls dans L, considérons le systéme linéaire et homogéne (S) de n équations & m incon-

nues dans L, dont la i équation (1 < i< n) s’écrit
Y ocia)x;=0. (7.11)
1<j<m

L’hypothese m > n implique que le systéme (S) a des solutions non nulles (x;,x,,...,%m) €
L™ ; parmi celles-ci, choisissons une solution, pour laquelle le nombre des x; # 0 est mi-
nimal ; une telle solution non nulle sera dite minimale.
Moyennant, éventuellement, une permutation des inconnues X ;,1 < j < m, on peut sup-
poser x; # 0 ; alors

xl_l(xl,xz,.‘.,xm) = (1,x1_1x2,..‘,x1_1xm)
est encore une solution du systéme (§) ; par suite, dans la solution minimale choisie initia-
lement, on peut supposer que x, = 1. Ona 1 € K, démontrons qu’alors, tous les éléments
xj,2 < j < m, de la solution minimale considérée, sont dans K.
Supposons qu’il existe j, 2 < j < m, tel que x; € L\ K ; par exemple, supposons x, € K ;
il existe alors au moins un entier k(1 <k < n) tel que 0, (x,) #x,. Pourtouti(1 <i<n),
ona

ol Y o(a;)x;) =0= ) (op00,(a;)) 0y (x))- (7.12)
1<j<m 1<j<m
G étant un groupe,
0, € G=>0;,G=G={0,°0;};c;c, = {0 h<icn-

On en déduit que,

Vi(l<i<n), } oy(a;)0,(x;)=0;

1<j<m

donc (1 =0,(1), 6,(x;),...,0,(xm)) est une solution non nulle du systeme (S), par suite,
(0, ,(x,) — x5,...,0,(Xm) — xm) €n est une autre, ce qui contredit la minimalité de la
solution (1, x,,...,%m).
Par suite, dans la solution minimale (1, x,,...,X,) du systtme (S), tous les x 25 j<m,
sont dans K.
Montrons qu’alors, les éléments a s 1 £ j < m, de L* sont linéairement dépendants sur
K. En effet, on a 0, = id; , donc la premitre équation du systeme (S) donne

Y ax=0= ) xa,

1<j<m 1<j<m
ol les x; sont non tous nuls dans K (en particulier, x; = 1). On en conclut que
dimgL=[L:K|<n=|G|. a

Théoréme 7.26. Théoréme d’ Artin

Etant donné un corps L et un sous-groupe fini G du groupe Aut L des automorphismes
de L, si 'on pose K = Inv, (G), alors L est une extension de K, de degré fini, normale et
séparable telle que

[L:K}=|G|, G(L:K)=G, doncK=Inv,(G(L:K)).
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Démonstration. D’ apres le Lemme d’ Artin (lemme 7.25) , I’extension L : K est de degré
fini et [L : K] <| G| ; L est donc algébrique sur X (Th. 2.26).
Soit & € Let p(X) :=Irrg(o, X). Supposons

p(X) = Z aX', dans K[X]\K.

0o<i<r
Pourtout i(0 <i<r)ettout o € G,
a; € K =Inv;(G) = o(a;) =a;;

i’

alors, quel que soit 0 € G,

pla)= Y ao'=0= } afo(a))=0,

o<i<r 0<i<r

donc o () est racine de p(X). Posons Q4 = {o() ; 0 € G}.

Le groupe G étant fini, par hypothése, I’ensemble £ est une partie finie de L telle que
| Qe |<IG.

D’autre part, quel que soit 7 € G, TG = G entraine 7(Qq) = Qq, donc T/, ©St une
permutation des éléments de Q. Posons

§:=|Qq| et Qg={a;=0a,0,,...,05},001<s<|G|.
Les ; (1 <i < s) sont s racines distinctes de p(X) dans L, donc

s<r=degp et gX):= [] (X—a)divise p(X) dans L[X].

1<i<s
Tout élément T € G se prolonge en un automorphisme % de L{X] et
tg(x)) = [T (X - w(a)), dans LX].
1<i<s
Or 7 est une permutation de {¢;,...,0s}, d’ ol
V1 e G, t(q(X)) =q(X).

On en déduit que les coefficients du polyndme g(X) sont dans Inv, (G) = K, donc g¢(X) €
K[X]\ K. D’autre part, p(X) étant irréductible et unitaire dans KX},

g(X) divise p(X) =>¢(X) =p(X) = p(X)= [] X-a).

1<i<s

On en conclut que, quel que soit @ € L, p(X) :=TIrr(a,X) est scindé sur L et n’a que des

racines simples dans L, donc L est normale et séparable sur K. De plus, L étant de degré

fini sur K, d’apres le Th. 7.21, le groupe G(L : K) est fini et plus précisément,
|G(L:K)|=[L:K] ; K=Iw,(G(L:K)).

Utilisons les propriétés de la correspondance de Galois (7,7) associée A ’extension L: K

(Prop.7.7) ;ona

K=Inw,(G)=Y(G) et y(K)=G(L:K);
(74) = GCyoY(G) =¥(K)=G(L:K),
d’ou |GI<|G(L:K)|=I[L:K].
D’aprés le lemme 7.25,0n a [L: K] <| G| par suite, [L:K]=|G].
Les groupes G et G(L : K) étant finis,

(IGI=IG(L:K)| et GCG(L:K))==G=G(L:K). O
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Théoréme 7.27. Pour une extension de corps L : K, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :
1) L:K est une extension galoisienne, de degré fini.
2) L:K estde degré fini, normale et séparable.
3) Le groupe G(L : K) est fini et K = Inv, (G(L : K)).
De plus, dans ces conditions on a
|G(L:K)|=I[L:K].

Démonstration. D’apres les théorémes 7.24 et 7.26, ona 2) <= 3)
et chacune de ces deux conditions implique |G(L:K)|=[L:K].
D’autre part (Rem 7.23), 1a condition 1) est équivalente &

[L:K] <eo et K=1Inv,(G(L:K)).
Le théoréme 7.24 donne donc aussi  2) == 1). Démontrons que 1) = 3}, ce qui entrai-
nera I’équivalence des trois conditions énoncées. Compte tenu de ’hypothése 1), il suffit
de prouver que le groupe G(L : K) est fini.
On suppose [L : K] > 1 ; P'hypotheése implique L : K algébrique et de degré fini, donc le
corps L est obtenu par ’adjonction & K d’un nombre fini d’éléments, algébriques sur K
(Th. 2.29) ; posons

L=K(a,,...,0,),me N, ob, Vi(1 <i< m),o;est algébrique sur K.
Pour tout i(1 < i < m), posons p;(X) = Irri(c;,X) et considérons
f&X)= ] piX), dansK[X]\K.

1<i<m
Si f(X) a r racines (distinctes ou confondues) dans L, alors «;,..., o, font partie de
ces racines, d’oll r > m ; en notant {@,,...,0m,Q,,, ,---,0} 'ensemble de toutes les
racines (distinctes ou confondues) de f(X) dans L, on peut écrire, dans L(X) :
fX)=8X) [T X—-a),
, 1<i<r
ol g(X) € L|X] et n’a pas de racine dans L.
Pour tout 0 € G(L : K), soit 6 I’isomorphisme de L[X] prolongeant & ; alors,
6(f(X)) = f(X)=6(s(X)) J] X -o(e)).
1<i<r
On en déduit que, pour tout i(1 < i < r), o(a;) est encore racine de f(X) dans L, donc
o permute les éléments a;, @, ..., de L, alors
[T x-o(a) = [T X—a) = 6(s(X)) = 8(X) = g(X) e K[X],
I<i<r 1<i<r
car K = Inv; (G(L : K)), par hypothése.
Soit E un corps de décomposition de f(X) sur K, contenant L = K(a;, ..., 0),
1 <m < r; alors, 'extension E : K est normale, de degré fini (Th. 3.15), de plus (Th.
7.21), le groupe G(E : K) est fini et
| G(E:K) |<[E:K].
Soit n € G(E : K) et fj I'isomorphisme de E[X] prolongeant 7. Les polyndmes f(X) et
g(X) étant dans K[X],

X)) =f(X),  fielX)) =g(X),
dou, A([] X-a)=[] X-n(e))= J] X~a).

1<i<r 1<i<r i<i<r
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Ainsi, quel que soit i(1 <i < r), n(o;) € L, par suite,
L=K(a,...,0m) = n(L) CL.
On en déduit que L€ G(L: K) (Rem. 7.11, ¢)). Montrons alors, que

¢:G(E:K) — G(L:K)
n—"n,

est une application sugjective. E peut Etre considéré comme corps de décomposition de

f(X) sur L; alors tout 6 € G(L : K) se prolonge en un K-automorphisme 7 de E (Th.

38):n1€G(E:K)etn =0 donc I’application ¢ est surjective. On en déduit que
G(E :K) fini = G(L: K) fini,

d’our 1) = 3).

D’autre part, puisque 3) = 2), on remarque que, dans le contexte ci-dessus, on a néces-

sairement, L = E et f(X) séparable sur X. O

Corollaire 7.28. 1) Une extension de corps L : K est galoisienne, de degré fini si et
seulement si L est corps de décomposition sur K d’un polyndme séparable de K[X].

2) Toute extension galoisienne, de degré fini, est une extension simple, algébrique (la
réciproque est fausse — voir exemple ci-dessous).

Démonstration. 1) : la propriété énoncée découle directement des Th. 7.20 et 7.27.

2) : le Th. 7.27 montre que toute extension galoisienne, de degré fini est séparable, ¢’est
donc une extension algébrique simple, d’aprés le Théoréeme de I’élément primitif (Th.
3.31). O

Exemple 7.29. 1) Reprenons les exemples 7.4 il est immédiat que les extensions C: R
et Q(v/3) : Q sont galoisiennes, de degré fini (Cor. 728, 1)).
Par contre, ’extension Q(+/2) : Q n’est pas une extension galoisienne, car ce n’est pas
une extension normale (Cf. exemples 3.19) ; on a d’ailleurs,

[Q(V2):Ql=3 et |G(Q(V2):Q)|=1.
Cet exemple montre qu’une extension simple, algébrique n’est pas nécessairement galoi-
sienne (Cf. Cor. 7.28, 2)).

2) Pour un entier n > 1, considérons la n® extension cyclotomique de Q, ¢’est-a-dire
(Déf. 6.10) :

Q(w), ol ® est une racine n®™ primitive de I’unité de Q.
Q(w) est corps de décomposition sur Q du polyndme séparable X" — 1
de Q[X] (Prop. 6.8), donc I’extension Q(w) : Q est galoisienne, de degré fini (Cor. 7.28.).
On en déduit que (Th. 6.19 et Th. 7.27)

| G(Q(0): Q) |= [Q() : Q] = ¢(n).

Déterminons les éléments du groupe G := G(Q(®) : Q).
Tout élément o € G étant un automorphisme de Q(®) tel que ¢ Q= idg, la donnée de

o() détermine 0 et o(®) est nécessairement une racine n° primitive de I"unité de

Q.

I1 en résulte que tout élément o de G est une permutation de I’ensemble Q, des racines

n®™ primitives de I’unité. Or, étant donné @ € Q,, on a

Q={0r;1<k<n-1,kAn=1},

etquel que soitk €N, * = 0wt < K =k (mod n).

On en déduit que, pour tout & € G, il existe un unique entier k tel que
1<k<n-1,kAnn=1 et o(0)= 0wk
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Pour o fixé dans Q,, notons o, I'unique élément de G tel que O'k(a)) = ok
Soit w’/ € Q,, alors j#k = o; # o et
0;00,(0) = &M = 0l = g, 0 ;(®).

Le groupe de Galois G(Q(w) : Q) est donc un groupe abélien ({12], Déf. 1.5) ; de plus, G,
désignant le groupe des unités de I’anneau Z/nZ (Cf. Ex.1., Ch. 6), on vérifie facilement
que I’application

8:G(Q(w): Q) — G, telleque g(o,) =k, Vo, € G(Q(w) : Q),
est un isomorphisme de groupes, d’ou 1’énoncé suivant.

Quel que soit entier n > 1, le groupe de Galois de la n®™ extension cyclotomique de Q,
est isomorphe au groupe G, des unités de I’anneau Z/nZ.

Théoréme 7.30. Pour une extension de corps L : K, les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

1)L : K est galoisienne, de degré fini.

2)L: K est de degré fini et la correspondance de Galois définit une bijection de I'ensemble
F des corps intermédiaires sur ’ensemble H des sous-groupes de G(L : K).

Démonstration. Soit (¥,7') le couple d’applications définissant la correspondance de Ga-
lois associée a I’extension L : K (Déf. 7.8).
1) = 2) : L’hypothése implique que le groupe G(L : K) est fini (Th. 7.27). Soit H un
sous-groupe de G(L : K) ; H ‘est-alors un sous-groupe fini du groupe Aut L des automor-
phismes du corps L.
Posons F = Inv, (H) = Y (H) ; d’apres le Théoréme d’ Artin (Th. 7.26), on a
H=G(L:F), donc

H=G(L:Inv,(H)) =yoY(H), d'ou yoY =idy.
Considérons maintenant, un élément quelconque F € F; on a

KCFCL.

On déduit de "hypothése 1) (Cor. 7.28) que L est corps de décomposition, sur K, d’un
polyndme séparable f(X) € K[X]. Mais L est aussi corps de décomposition de f(X) sur
F ; par suite (Th. 7.27),

F =1, (G(L:F)) =7 oy(F), dot Yoy=ids.

2) = 1): [L:K] fini implique L algébrique sur K et
Y oY =idy => K =Inv;(G(L: K)),
donc L : K est galoisienne, de degré fini. 0

Remarque 7.31. Le Th. 7.30 permet de donner une autre justification a la propriété€ 2)
du Cor. 7.28; en effet, si L : K est galoisienne, de degré fini, alors le groupe G(L : K)
est fini (Th. 7.27), donc il n’a qu’un nombre fini de sous-groupes et la correspondance
de Galois associée a L : K étant une bijection (Th. 7.30), il n’existe qu’un nombre fini de
corps intermédiaires, ainsi, L : K est une extension simple (Th. 2.30).

C. Théoréme fondamental de Galois

Rappel de netations concernant les groupes :
Etant donné un groupe G et un sous-groupe H de G,
|G : H) désigne lindice de H dans G ({12}, p.76). Si G est fini, alors
|G|=|H|[G:H).
H <G exprime que H est normal (ou distingué) dans G ([12], p.136).
Dans ce cas, le groupe quotient de G par H sera noté G/H ({12], p.137).
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Théoréme 7.32. Théoréme fondamental de Galois
Soit L. K une extension de corps galoisienne, de degré fini. Si F est un corps intermédiaire
pour cette extension, alors
1)L : F est une extension galoisienne, de degré fini.
2)[F:K}=|[G(L:K):G(L:F)].
3) Pour ’extension de degré fini F : K, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
i)F : K est une extension normale.
i)G(L:F)<G(L:K).
iii)F : K est une extension galoisienne.
De plus, dans ces conditions, ona G(F :K) ~G(L:K)/G(L:F).
Démonstration. 1) (KCF CLet[L:K] <) ==[L:F] <, doncL:F est algébrique,
de degré fini. D’autre part, L : K est galoisienne, de degré fini, d’ot: (Th. 7.30),
F =Y oy(F)=1Inv, (G(L:F)).
Ainsi, L : F est galoisienne, de degré fini (Rem. 7.23).

2) L: K et L: F étant galoisiennes, de degré fini, les groupes G(L: K) et G(L: F) sont
finis (Th. 7.27) et

|G(L:K)|=[L:K], |G(L:F)|=[L:F].

Parsuite, [L:K|=[L:F][F:K] <= |G(L:K)|=|G(L:F)|[F:K];
d’otr [F:K]=[|G(L:K):G(L:F)].

3)Ona (KCFCLet[L:K]<o)=>[F:K] <o
i) => ii) : Soit ¢ € G(L: K) ; alors Oy st un K-monomorphisme de F dans L. Par
hypothese, I’extension de degré fini F : K est normale, donc (Prop. 7.12), ¢ /F € G(F :K).

¢:G(L:K) — G(F:K)
Gr— 0

est alors un morphisme de groupes et
Kerg ={0 € G(L:K); 0, =idg} =G(L: B = G(L:F)<G(L:K).

ii) == iii) : D’apres la propriété 1), ’extension L : F est galoisienne, de degré fini. Posons
H =G(L:F) ; en tenant compte de ’hypothése ii) et du Th. 7.27, on a
H<G(L:K) et F=Inv,(H);
alors, Voe€G(L:K), cHo '=H==F =Imw,(cHo™ ).
Ivv,(cHo ') ={xeL;VteH, ot ' (x) =x}
={xeL;V1eH, t(c7(x)) =0 (x)}
={xeL;o '(x)€lmw, (H)}
=o(Inv (H)) = 6(F),
d’ot, G(L:F)<G(L:K) <= Vo e€G(L:K), 6(F)=F,
<= Vo € G(L:K), O € G(F :K).
En considérant de nouveau, le morphisme de groupes
¢:G(L:K) — G(F :K)
0 +— 0y,
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onobtient: Invg(Im@)={xe€ F;Vo € G(L:K), o(x)=x} =K.

L’extension L : K étant galoisienne, de degré fini, le groupe G(L : K) est fini, par suite
Im @ est un sous-groupe fini de G(F : K) C Aut F.

L’ application du Théoréme d’ Artin (Th. 7.26) donne

|Ime|=[F:KletImp=G(F:K), dou K=Inv.(G(F:K)).
On en conclut que I’extension de degré fini F : K est galoisienne et
Imp~G(L:K)/Kerp <= G(F:K)~G(L:K)/G(L:F).

iif) = i) : Si Vextension de degré fini F : K est galoisienne, alors F : K est une extension
normale (Th.7.27). O

Remarque 7.33. Dans de nombreux ouvrages, le théoréme, dit « Théoréme fondamental
de Galois », regroupe les méorémes@30 et 7.32 ; c’est en vue d’un exposé plus clair des
résultats concernés et de leurs preuves, que I’on a préféré les séparer en deux énoncés.

3. Applications de 1a Théorie de Galois

A. Rappels concernant les groupes finis

Si G est un groupe fini, le cardinal de G, appelé ordre de G, sera noté o(G).
1°) Si o(G) > 1 et si p est un nombre premier divisant o(G), il existe alors n et s uniques
dans N*| tels que
o(G)=sp™ et pits.

Dans ce cas ([12], Th. de Sylow), quel que soit ’entier {1 < r < n) il existe au moins un
sous-groupe de G, d’ordre p”.
Pour r = n, un sous-groupe de G, d’ordre p™ est appelé un p-sous-groupe de Sylow de G.
Si S est un p-sous-groupe de Sylow de G, alors [G : §] désignant ’indice de S dans G, on
a

[G:S]=s, donc pt[G:S].
2°) Si o{G) = p", ou1 p est un nombre premier et r > 0, on dit que G est un p-groupe fini
et dans ce cas, il existe ([12], Ch. VII) une famille {G,}, ., de sous groupes de G telle
que

(1)=G,cG,C---CG, ;,CG,=G (7.13)
et Vi(l<i<r),o(G)=p', G,_, <G, (7.14)

Cette propriété exprime que tout p-groupe fini est résoluble ([12], Prop. 7.35).

B. Construction des polygones réguliers

On suppose connue, la notion de polygone régulier, 2 n c6tés et n sommets, pour tout
entier n > 3 ; on notera P, un tel polygone.

En particulier, P; est le triangle équilatéral, P, est le carré, P est le pentagone (régulier),
F, est I’hexagone (régulier).

Des ’antiquité, les Grecs savaient construire, par la régle et le compas, (Cf. Ch. 2) les
polygones B, pour n = 3,5, 15 et un polygone P, , connaissant P,. Puis, pendant environ
2000 ans, aucun progres ne fut fait & ce sujet. Mais le 30 mars 1796, Gauss découvrit, en
le prouvant ([24]), que le polygone régulier a 17 c6tés était constructible par la régle et
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le compas. Il n’avait que 19 ans! Sa joie fut telle, qu’il décida ce jour-13, de consacrer sa
vie aux mathématiques, alors que jusque 13, il hésitait encore entre cette discipline et la
philosophie.

Ce paragraphe a pour but la caractérisation des entiers n > 3 pour lesquels le polygone
P, est constructible par la régle et le compas ; c’est I’ objet du Th. 7.40, justement appelé
Théoréme de Gauss.

Pour alléger le texte, nous dirons qu™un polygone P, est constructible, s’il est constructible
par la regle et le compas.

Remarque 7.34. On rappelle que dans le « plan complexe », c’est-a-dire le plan affine
euclidien R? rapporté 2 un repére orthonormé Oxy, les images des racines #¢™ de 1’ unité,
dans C (Ch. 6), forment les sommets d’un polygone P,.

11 en résulte qu’un polygone P, est constructible, si et seulement si on sait construire, dans

2 2
le plan affine, orthonormé R2, le point M de coordonnées {cos —;jf, sin 7”), a partir des
——— 2
points (0,0) et (0,1),donc I’angle Ox,OM = 775, défini a 2kx pres (Cf. Ch. 2).

La construction des polygones P;, P, F; est supposée connue.
Si 'on considere un polygone Py, il est entendu que n > 3.

Lemme 7.35. Si B, est un polygone constructible, il en est de méme de P,,. En particulier,
tout polygone P,,, r > 2 dans N, est constructible.

Démonstration. Dire que le polygone P, est constructible, ¢’est dire que, dans le plan R?,

le point M du cercle trigonométrique tel que

e 2
Ox.oM =22

n
est constructible (Rem. 7.34); alors, sachant construire la bissectrice d’un angle par la

régle et le compas, on en déduit le point M’ du cercle trigonométrique tel que

)
ox.om" = 2=
2n

d’ou le polygone P,,,.
En particulier, ayant construit le cube, c’est 2 dire P, = P,,, on peut construire Py et

par récurrence sur r, on prouve que tout polygone P,, est constructible, pour tout entier
r>2. g

Lemme 7.36. Soit m et n dans N*.

1) Si le polygone P, est constructible et si m | n et m > 3, alors le polygone By est
constructible. .

2) SimAn=1 etsiPy, et P, sont constructibles, a@s Bnn aussi.

Démonstration. 1) Le cas m = n étant sans intérét, on suppose m # n,m|n, etm> 3,
donc il existe un entier d > 1 tel que n = dm.

On construit alors P, a partir de P, en joignant les sommets du polygone P, «d 3 d ».
En particulier, si n = 2m, m > 3, on construit B, 2 partir de P, en joignant «2 3 2 » les
sommets de P,.

2) SimAn =1, il existe alors a, b dans Z (Th. de Bezout) tels que am+bn =1, d’on

1 1 1
—=a-+b—.
mn n m
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On en déduit que si I’on sait construire B, et B, donc, sur le cercle trigonométrique,
. , . 2m  2xm . . . .
les points d’angle polaire - et - alors on sait construire le point d’angle polaire
2 2@ . ) s .
a-—’-l— + b—;n—, puisque a et b sont des e@ers ; d’ou la construction de PB,,,. (]
Proposition 7.37. Soit n = 2’p’flp§2 .. .p’;: >3, dans N*, our>0etpour1<j<s,les
pj, sont des nombres premiers impairs, distincts, les k. > 0 ; alors P, est constructible si

et seulement si P , est constructible, pour tout j(1 < j<s).
J

Pj

Ce résultat se déduit directement des lemmes 7.35 et 7.36
On est ainsi ramené a étudier la construction des polygones Ppk, pour p premier impair,
ke N*.

Lemme 7.38. Soit p un nombre premier impair et k € N* ; si le polygone Pp,‘ est construc-
tible, alors nécessairement, k =1 et p— 1 est une puissance de 2.

Démonstration. La construction du polygone P o équivaut 2 la construction du point

2 2
M{cos —p—f, sin —p—f), image dans le plan complexe, de 1a racine

2 . 2 .
PX™ primive de I'unité, o = cos =~ +isin=;, oui®=—1,dansC.

De I’application du Th. 2.42, avec K, = Q et P, = {(0,0),(1,0)}, on déduit que, si le
point M est constructible, alors
2 2
[Q(cos —p—’;, sin ;15) :Q] estune puissance de 2.

2r

r
2 2

alors, [Q(cos —pﬁ sin p—f, i):Q]= r+l

2
Supposons  [Q(cos —, sin p—f) :Q]=2",reN";

k’
. 2 . 2w il
Par suite, ® € Q(cos > Sin . )= [Q(w):Q]| 2™,

donc [Q(®) : Q] est une puissance de 2. Or (Th. 6.19),
[Q(@): Q] = o(p*) = p*"'(p-1)

et par hypothese, p est impair, donc p*~1(p — 1) est une puissance de 2 implique
k=1 et p—1estune puissance de 2.
O

On remarque qu’en particulier, les nombres premiers p =3, p =5, sont tels que p—1 est
une puissance de 2 ; le Théoréme de Gauss (Th. 7.40) précisera I’expression des nombres
premiers p tels que le polygdne P, est constructible.

Le lemme suivant utilise le Th. 2.49.

Lemme 7.39. Soit K, le sous-corps de R engendré par les coordonnées des points d’une
partie P, de I’espace affine, orthonormé R?, contenant (0,0) et (1,0).
Si L C R est une extension normale de K telle que [L : K] = 2", ot r € N*, alors tout
point de coordonnées (x,y) € L x L peut étre construit a partir de P,,.
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Démonstration. K, C R = carK,=0.
Par suite, le corps K|, est parfait. On en déduit que I’extension normale, de degré fini L: K|,
est séparable, donc galoisienne de degré fini (Th. 7.27); alors, si G := G(L: Ky),

[L:Ky) =2" = o(G) =2";
G est un 2-groupe fini. On en déduit (voir Rappels, par. A. précédent) qu’il existe une
famille {G,}, .,., de sous-groupes de G telie que

(1)=G,cG,Cc---CG,_,CG,=G
et Vi(1<i<r), o(G) =2 G, 196G, donc [G,;:G;_,| =2.

En posant, pour tout i (1 < i< r), K; =1Inv,(G,_;), on obtient, en application du Théo-
réme fondamental de Galois (Th. 7.32), une chaine finie de corps intermédiaires entre
Ky =Inv; (Gy) et L = Inv, (G,), telle que

K,CK,C--CK,=L et Vi(1<i<r)[K:K_]=2

Par suite, tout point dont les coordonnées sont dans L, est constructible a partir de P,
(Th.2.49.). a

Théoréme 7.40. Théoréme de Gauss
Le polygone P, peut étre construit par la régle et le compas si et seulement si

n=2"p,p,...ps, (7.15)

ou r,s sont des entiers positifs ou nuls et pour s > 1, les p j» 1 < j <5, sont des nombres
premiers distincts tels que

p;=2%"+1, rjeN (7.16)
Démonstration. Supposons le polygone P, constructible et
n= 2’p’:lp;2 .. .pf‘ >3, dansN.
r et s sont des entiers positifs ou nuls et (lemme 7.38) pour s > 1,
Vi(1<j<ys), k;=1 et p;—1estune puissancede2;

Par suite, pour tout j(1 < j <s), il existe «; € N* tel que
pj—1= 2% et n=2p,...p, (Rel (7.15)).

Pour 1 < j < s, supposons que & ; ait un diviseur impair,a > 1.

Il existe alors 4 € N*, tel que o;=da, d’ou

pi=)+1=2+1)( ¥ (-1'2%),
0<i<a-1

ce qui est contraire 3 I’hypothése p ; premier. On en déduit que pour tout j (1 < j < s), Q;
est une puissance de 2, d’oli la relation (7.16) :

p;=2""+1, r;eN

Réciproquement, démontrons que pour un entier n > 3 satisfaisant aux conditions (7.15)
et (7.16), le polygone P, est constructible.
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Compte tenu de la Prop. 7.37, il suffit de montrer que, pour tout j(1 < j < s), le po-
lygone P,,j est constructible. On est ramené a prouver que, d’une fagon générale, si p
est un nombre premier tel que p = 2% + 1 et o est une puissance de 2, alors le po-
lygone P, est constructible. Il s’agit de montrer que, pour un tel nombre premier p,
on peut construire par la régle et le compas, I'image M de la racine p™*® de I’unité,

2 .. 2w
@ =cos— +isin— € C.
14 p

. . . 2
On remarque que la connaissance du point H de coordonnées {cos—,0) suffit pour

construire le point M, donc le polygone P,. Posons K =RNQ(®w);ona
2 o+o!
QCKCQ) et cos—§=—+2———€K;
alors, Q(®) = K(i), ot i*=—1 dans C, implique
. Q(w):K]=[K(@i):K]=2.
Mais @ est une racine p*¢ primitive de I’unité de @@, donc
. [Q(@): Q= ¢(p)=p~1=2%; 1
[Q(®) : Q] = [Q(®) : K][K: Q] = [K: Q] =2%".
L’extension Q(@) : Q est galoisienne de degré fini et son groupe de Galois est abélien
(Exemple 7.29, 2)), d’ ot
G(Q(w) : K) < G(Q(w): Q).
D’aprés le Théoréme fondamental de Galois (Th. 7.32), K est alors une extension normale

2
de Q et d’apres le lemme 7.39, le point H{cos —pn-, 0) est constructible a partir des points
(0,0) et (0,1). O

Remarque 7.41. a) Le Théoreme de Gauss nous ramene a un probleéme de Théorie des
Nombres, & savoir :
Pour quelles valeurs de n € N, U'entier F, := 22" + 1, appelé n’™ nombre de Fermat ,
est-il un nombre premier?
L’ appellation « nombre de Fermat » est justifiée par le fait que dés 1640, le mathémati-
cien Pierre Fermat note que
Fy=3,F, =5,F, =17, F, =251, F, = 65537
sont des nombres premiers.
Fermat avait conjecturé que, quel que soit n, F,, était premier, mais en 1732, Euler démon-
tra que F n’¢tait pas un nombre premier, plus précisément ({38]),
Fy = 641 x 6700417.
Aujourd’hui, malgré tous les moyens mis en oeuvre par les spécialistes de la question,
on ne connait toujours pas de nombre de Fermat premier, autre que les F,, 0 < n < 4,
signalés par Pierre de Fermat.
Larecherche de la factorialité ou de la primalité des nombres de Fermat reste un probléeme
d’actualité pour les théoriciens des nombres.
Il existe une liste (qui s’allonge progressivement) de nombres de Fermat, dont on a prouvé
qu’ils n’étaient pas premiers, on dit que ce sont des nombres de Fermat composés. Mais
la factorisation compléte de la plupart d’entre eux n’est pas connue, car les nombres de
Fermat croissent trés vite, ce qui rend difficile la recherche de leurs facteurs premiers.
Actuellement, les seuls nombres de Fermat composés, dont a obtenu la factorisation com-
pléte, sont
Fs, Fy, Fy, Fg, Fyet F,.
La factorisation de F, n’est connue que depuis 1971 et celle de Fy, depuis 1982 ([38]).
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b) Le Théoréme de Gauss pose un second probie¢me, qui est celui de la méthode géo-
métrique de construction des polygones théoriquement constructibles par la regle et le
compas.

On considere essentiellement les polygones Py, oli p est un nombre premier de Fermat.
Pour F; la méthode est élémentaire (Cf. Ex. 19., Ch. 7).

Pour P,, il existe plusieurs méthodes de construction ([45]), dont la premiere fut publiée
par Huguenin en 1803.

La construction géométrique des polygones P,s; et Pyys4, n’est pas vraiment d’un grand
intérét, signalons cependant, que :

- pour P,4,, un procédé de construction a été publié en 1832, par Richelot ;

— pour Pyss5-, Bell ([6]) raconte qu'une méthode de construction aurait ét€ trouvée par un
américain, au bout de 20 années de recherche !

En Allemagne, le Professeur Hermes von Lingen a travaillé 10 ans sur la question ; ses
manuscrits sont probablement conservés a Gottingen.

C. Une preuve du Théoréme fondamental de 1’Algébre

Ce th€or¢me a déja ét€ démontré au chapitre 5 (Th. 5.3). La preuve donnée ici utilise les
proprétés des extensions galoisiennes.

1/ Préliminaires

Lemme 7.42. Soit K un corps de caractéristique 0. S"il existe un nombre premier p tel
que, quelle que soit Iextension de degré fini Lde K,L # K,onaitp | [L: K], alors L : K]
est une puissance de p.

Démonstration. Le corps K est de caractéristique 0, donc K est un corps parfait (Déf.
3.25). Etant donné une extension L : K telle [L : K] < o« et L # K, soit N une clture
normale de L : K'; alors N : K est une extension galoisienne, de degré fini (Th. 7.27) et
d’apres 1’hypothése du lemme, p divise [N : K].
Posons G = G(N : K); G est un groupe fini (Th. 7.27) et
o(G) =[N :K] = p|o(G).
On en déduit (Cf. Rappels, par. A. précédent) que o(G) = sp™ ot s et n sont dans N* et
p1s. Supposons s # 1.
Soit S un p-sous-groupe de Sylow de G. L’extension N : K est galoisienne, de degré fini,
donc la correspondance de Galois définit une bijection de I’ensemble des sous-groupes
de G, sur ensemble des sous-corps de N contenant K (Th. 7.30). D’aprés le Théoréme
fondamental de Galois (Th. 7.32),
K ClInvy(S) CN = [Invy(S): K] =[G:S].
L’hypothese du lemme implique que p | [Invy(S) : K] or, S est un p-sous-groupe de
Sylow de G, donc p{ [G : §] = s, d’oli une contradiction. Par suite s = 1, donc
[N:K]=0(G) estune puissance de p;
alors [L:K]|[N:K] == [L:K] est une puissance de p. O

Lemme 7.43. Pour toute extension L de R,
(L#R et [L:R] <)== [L:R] est une puissance de 2.

Démonstration. Soit L # R une extension de degré fini sur R, donc algébrique sur R (Th.
2.26). Soit & € L\R et pg := Irrp(, X). Tout polynéme de R[X], de degré impair ayant
une racine réelle (Propriété Py, Ch. 5.1.), le degré du polyndme irréductible py(X) est
nécessairement pair. Par suite [R(@) : R] = deg py est pair et
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[R(x) :R] | [L: R] == [L:R] pair.
D’apres le lemme 7.42, [L: R] est alors une puissance de 2. O

2/ Preuve du Théoréme fondamental de I’ algébre
Montrons que le corps C des nombres complexes n’a pas d’extension algébrique propre
(Cf. Th. 5.1).
Supposons qu’il existe une extension L de C telle que
[L:C]<e et L#£C.
Cette hypothese implique que L est algébrique sur C (Th. 2.26) ; on en déduit que L est
algébrique sur R (Th. 2.31). Soit N une cl6ture normale de L sur R. On a
RcCCLCN

et N est une extension de R de degré fini (Th. 3.17), normale et séparable, car R est un
corps parfait, donc N : R est galoisienne, de degré fini (Th. 7.27). D’aprés le lemme 7.43,
[N : R] est une puissance de 2 ; supposons

N:R]=2"n>1.
Soit G := G(N : R), alors o(G) = 2" (Th. 7.27).

(IN:R]=2" et[C:R] =2)==[N:C] =2""1.

L’hypothese L # C implique N # C et N : C est une extension galoisienne de degré fini.
Posons H := G(N : C) ; H est un sous-groupe de G et
oH)=[N:C]=2""1>1.
Par suite, H contient au moins un sous-groupe H’ d’ordre 2"~2 (voir Rappels, par. A., Th.
de Sylow). Posons F :=Inv,(H'),onaRCCCFCN ,et
[H:H'|=2=> H' <H ([12], Prop. 4.14)
Le Théoréme fondamental de Galois (Th. 7.32) implique alors

[F:Cl=[H:H'}]=2 et F:C galoisienne.

On en déduit (Cor 7.28) qu’il existe B € F \ C tel que
F=C(B) et deglrr-(B,X)=2.
Or, dans C[X], tout polyndme de degré 2 est scindé (Ch. 5, Rem. 5.4 et Ex. 1.), par suite
B € C, d’ol une contradiction avec ce qui précede, donc avec I"hypothése L # C.
En conclusion : C est algé€briquement clos.

4. Norme et Trace

Notations et Rappels

Etant donné une extension de corps L : K de degré fini, on pose [L: K] =n>1eton
note [L : K]; son degré de séparabilité (Déf. 7.14). Toute extension algébrique de L sera
supposée contenue dans une cldture algébrique de K fixée, K.

¢ : L — K désignera un K-monomorphisme de L dans K.

Soit M la clbture normale de L sur K, dans K ; alors, M : K est de degré fini, galoisienne
sur K (Th. 7.27 et tout K-monomorphisme de L dans K est un K-monomorphisme de L
dans M (Prop. 7. 13), de plus (Prop. 7.17, 7.15, 7.12),

1)L: K séparable <= [L:K|;=[L:K].
2)L:Knormale = [L: K], =|G(L:K) |.

3)Vp: L—K,Jo € G(M:K), telqueo, = ¢.



132 Chapitre 7. Fondements de la Théorie de Galois

A. Notions de Norme et Trace
La propriété 1), rappelée ci dessus, justifie la définition suivante.

Définition 7.44. Soit L : K une extension de corps séparable, de degré fini n > 1; notons
{®:}1<;<, 'ensemble des K-monomorphismes de L dans K, alors, pour tout & dans L,

Nog(@) =[] e@) et Tx(@)= Y o(a) (7.17)

1<i<n 1<i<n
sont, respectivement, appelés la norme et la trace de o sur K.

Remarque 7.45. Les hypothéses et les notations sont celles de la définition 7.44.

a) Si aucune ambiguité n’est possible, la norme et la trace d’un élément « de L, sur K,
seront respectivement notées, N(a) et T (o).

b) D’aprés le rappel 3), M étant la clture normale de L sur K, quel que soit i(1 <i<n),
il existe 0, € G(M : K) tel que 0;, = ¢;, d’ou

VaeL, N@)= [] o(a) et T(a)= Y oa) (7.18)

1<i<n 1<i<n '
¢) Les notions de norme et trace seront utiles dans les Ch. 8§ et 9.

Proposition 7.46. Si L : K est une extension de corps galoisienne, de degré finin > 1, et
si G(L: K) = {0;},<;c,» alors, pour tout @ € L,

N)= [] ola) e T(@)= Y o). (7.19)

1<i<n 1<i<n

Démonstration. Lextension galoisienne L : K, de degré fini n > 1, est séparable et nor-
male (Th. 7.27), donc L s’identifie a sa cldture normale M et les formules (7.19) se dé-
duisent des formules (7.18). |

Remarque 7.47. On suppose [L: K] =n > 1 et L: K séparable ; les notations sont celles
de la Déf. 7.44 et de la Rem. 7.45
a) Soit & € L et pg(X) := Irrg(a,X). M étant une cldture normale de L sur K, pour
tout i, 1 <i < n,@;(c) est une racine de pg(X) dans M (Rem. 7.11, d)), c’est-a-dire un
conjugué de o dans M (Déf 2.18).
On a nécessairement, 1 < r:=degpy(X) < n et L est séparable sur K, donc pu(X) a
exactement r racines distinctes dans M.
Cela signifie que le nombre des ¢,(a), 1 < i < n, distincts dans M, est r < n.
D’autre part, quels que soient 6 € G(M : K) eti(1 <i<n), oco@,estun
K-monomorphisme de Ldans M eti# j=> co@,# 0o ¢;,d’ob

Vo eGM:K), {000} cich ={P:}icicn
On en déduit que,

VaeL VoeGM:K), c(N(a)) =N(a) et o(T(x)) =T(xx).
Or, 'extension M : K est galoisienne, donc Inv,G(M : K) = K, d’olx
VaeL, N(@)eK et T(a)€eK.

Ainsi N et T sont des applications de L dans K.

b) Les hypothéses de la Déf 7.44. impliquent que, dans les formules (7.17), les mor-
phismes @;, (1 < i < n) sont distincts, injectifs, donc non nuls ; en conséquence,
Na)=0 < a=0 et T(0)=0.
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Mais I’application T, de L dans K, n’est pas nulle. En effet,
T=0<« ) ¢=0.
1<i<n

Or, d’apres le Lemme de Dedekind (Lemme 7.48, ci-dessous)

Y 0=0= ¢,=0,Vi(1<i<n),

1<i<n
ce qui est impossible dans le contexte de la Déf. 7.44.

Lemme 7.48. Lemme de Dedekind

Quels que soient les corps K et L, toute famille de morphismes distincts, non nuls de
K dans L, ® = {@;},;, ot I est un ensemble non vide, quelconque, est linéairement
indépendante sur L.

Démonstration. Supposons la famille ® linéairement dépendante sur L.

Nécessairement, il existe au moins une sous-famille finic &' de P, linéairement dépen-
dante sur L; posons &' = {(p,.l,...,qoi"}; neN*.

On peut supposer que ' est minimale, ¢’est-a-dire que toute sous-famille propre de &/
est linéairement indépendante sur L.

L’hypothése implique qu’il existe des éléments ¢, ..., 04, non tous nuls dans L, tels que
Y %, =0.
1<k<n

La minimalité de la famille finie &' implique qu’aucun o, (1 < k < n), n’est nul. En
particulier, ¢; # O permet d’écrire

=Y a,i«pik, o VkQ2<k<n), ap=—-a0 . (7.20)
2<k<n

9;

1

En utilisant (7.20), on obtient :

Viek, ¢, ()= ) o, (x); (7.21)
2<k<n
Vx,y € K, @ (xy) = @ (x)qoil = Z al,c‘Pik(x)‘Pik()’) (7.22)
2<k<n
=( X ®%o, () 0)- (7.23)
2<k<n

(7.22) et (7.23) entrainent que, quels que soient x,y dans K

0= Z al,c(‘pil - @i, ()’)) (Pik (x). (7.24)

2<k<n

Or, la minimalité de la famille @' implique que {(Pik }» <k<n ©St linéairement indépendante
sur L ; on en déduit que
alors, Vk(2<k<n), g #0= ?, =9

I

ce qui contredit "hypothése. a
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Proposition 7.49. Soit L : K une extension de corps séparable, de degré fini n > 1, alors
la norme N et la trace T de L sur K, vérifient les propriétés suivantes. Quels que soient
o,B dans L et A dans K,

N(af)=N(a)N(B) T(a+B)=T(ax)+T(B)
N(A o) = A"N(a) T(Aat) = AT(cx)
N(A)=A" T(A) =nA.

Preuve laissée au lecteur.

Remarque 7.50. Les hypotheses étant celles de la Prop. 7.49, on sait que I’application 7,
de L dans K, n’est pas nulle (Rem. 7.47, b)). Montrons qu’il existe y € L tel que T(y) = 1.
En effet, soit o € L, tel que T(@) # 0. Posons A :=T(x) et ¥ = A~ la; alors (Prop.
7.49),

T(y)=A"T(a@)=2"1A=1

Proposition 7.51. Formules de transitivité
Soit L : K une extension de corps de degré fini, séparable, et F un corps intermédiaire ;
alors pour tout x € L,on a

Ny k(@) =Np(N.p(@) et Tpx(@)=Tpg(Tp(@)). (7.25)

Démonstration. L’extension L : K étant séparable, il en est de méme des extensions L: F
et F: K (Th. 3.29).

Soit M C K, la cl6ture normale de Lsur K. Ona K C F C L C M et M est galoisienne, de
degré fini sur K.

M est une extension normale de F, donc tout K-monomorphisme de F dans K est un
K-monomorphisme de F dans M. Posons m := [F : K] ; puisque I’extension F : K est
séparable, on a aussi m = [F : K];.

Notons {¢;},;,, |’ensemble des K-monomorphismes de F dans M ; alors (Prop. 7.12),
quel que soit i(1 < i< m), il existe 0; € G(M : K) tel que 0,/ = @; et pour tout f € F,

Ne.x(B) = H o,(B) et Tpx(B)= Z o,(B). (7.26)
1<i<m 1<i<m
Posons n:= [L: F]; alors n = [L: Fls, puisque L : F est séparable ; soit {y;}, ., I'en-
semble des F-monomorphismes de L dans M. o
Etant donné 7:L— M, T/p €St un K-monomorphisme de F dans M, dongc il existe un
unique i, 1 <i < m, tel que Tp =0 =0yp, ol 6, € G(M : K) ; par suite,
VB € F, o.;l OT(B) = Gi_l OO'i(B) = B,

donc 0';1 o7 est un F-monomorphisme de L dans M ; par suite, il existe un unique
J,1<j<n, telque o, lor=y;, dou t=0,0y; Or,

(IL:F]l=n,|[F:K]=m) = [L:K]=mn=|[L:K];,
car L: K est séparable ; donc I’ensemble des K-monomorphimes distincts de L dans M est

{oioy/j; 1<i<m,1<j<n}.
VaeL Np(a)= [] vi(@), Top@)= Y wa).

1<j<n 1<j<n
N, .p(e), T;.x(cr) sont des éléments de F ; d’ou (Rel. (7.25)),

Ne.x(Npp(@)) = H o;( H V’j(a)) = H°i°Wj(a) =Ny x(a).

1<i<m 1<j<n (i.j)

Tox(Npp(0) = ) 6,( ), @)=Y o,0v(a) =T «(). O

1<i<m  1<j<n (i.5)
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Exemple 7.52. Soit Q(a) une extension simple algébrique de @ ; posons py(X) :=

Ier(a,X) etn:=degpqy.

Q étant un corps parfait (Déf. 3.25), o est séparable sur Q, d’otr (Th. 7.16),
Q(@):Qk=[Q(): Q=n _

Notons @;, ¢,,... @n, lesn  K-monomorphismes de Q(c) dans Q.

Soit E un corps de décomposition de p,(X) sur Q; alors (Prop. 7.12), quel que soit

i,1<i<n,ilexiste 0; € G(E : Q) tel que

%i/q(a) = P
Soit 8 € Q(a) ; les hypothéses impliquent que {a’,0 < i < n— 1} est une base de Q(«)
sur Q, d’olr
6= Z aiai, ol, pourtouti(0<i<n—-1),a,€Q.
0<i<n—1
En posant, quel que soitk, 1 <k < n, ¢, (a) = B, on obtient

0<i<n—-1
Ne)=T] e(®)=J] ( ¥ aB) (7.27)
1<k<n 1<k<n 0<i<n—1
TO)= Y ¢0)= Y ( ¥ aB. (7.28)
1<k<n 1<k<n 0<i<n—1

B. Quelques applications des notions de norme et trace

Théoréme 7.53. Soit L : K une extension galoisienne, de degré fini n > 1, telle que le
groupe de Galois G(L : K) est cyclique, engendré par ¢ ; alors pour a € L,on a
T(x)=0 < 3B€L telque oo=Pp—0c(B),
ou T est l'application trace de L dans K.
_ Démonstration. Les hypotheses impliquent que le groupe G(L : K) est cyclique d’ordre
n=[L: K] (Th.7.27), engendré par ¢, donc
G(L:K)={o', 0<i<n—1}.
Soit B #0dans L; on alors & := B —o(B) #0, car ¢ # id .
T(a) = (id, + 0 + 6%+ + 6" 1)(a)

= (B-0(B))+(0(B)— 0*(B))++--+ (" '(B) - 0"(B)

=0, car 6" =id,.
Réciproquement, supposons & € L tel que T{a) =0.
On sait qu’il existe Y € L, tel que T(y) =1 (Rem. 7.50). Posons

Vi(0<i<n-2), d;:=(a+0o(a)+ +0'(a))o'(y)

et Bl:=d0+dl+---+dn_2.
Pour n>2,
(i=n-2etT(a)=0)==> o(d, ,) =—ac" ().
Pour n>2,
(0<i<n-3)=0(d) = (o(a)+ -+ Ha))o™(y)
=>d,,,—0(d) =ac''(y),
d’ol, B—0(B)=dy+(d,—0(dp))+--+ (d,_, — 6(d,_3))—0(d,_5)

=ay+oo(y)+--+ac" }(y)
=a, car T(y)=1. a
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En application de ce théoréme on obtient une description d’une extension galoisienne de
degré p, sur un corps K de caractéristique p.

Théoréme 7.54. Soit K un corps de caractéristique p #+ 0. Si L est une extension galoi-
sienne de K telle que (L : K| = p, alors L = K(u), le polynome Irri(u,X) étant de la
forme XP —X —a.

Démonstration. Les hypotheses impliquent que | G(L: K) |= p, donc le groupe G(L : K)
est cyclique, puisque p est un nombre premier ([12], Prop. 3.9).
Soit 6 un générateur du groupe G(L : K), T étant I’application trace de L dans K, on a
T(1)= Y ©&(1)=p.1=0, dansk.
0<i<p—1
D’aprés le Th. 7.52, il existe B € Ltelque 1 =B — o(B).
En posant u = —f3, on a 6(u) — u = 1 et par suite,
o) =u+1=>o(w)=(oc()’=(1+u) =1+uf.
On en déduit que a := uP — u est invariant par o, générateur du groupe G(L : K) ; donc
ac€lInv;(G(L:K)=K,carL:K est galoisienne.
D’autre part, p étant un nombre premier, il n’existe aucun corps intermédiaire entre K et
L (autre que K et L), donc nécessairement, L=K(u) et XP—-X—a=1Irr,(4,X). O

Théoréme 7.55. Soit L : K une extension de corps galoisienne, de degré finin > 1. Si le
groupe G(L : K) est cyclique, engendré par ¢, alors pour . € L, ona
N@)=1 <= 3P €L telque a= B(O’(B))_l,

ou N est I'application norme de L dans K.

Démonstration. Soit B #0dans Let o ;= B(G(B))_l ;onaq #1,car o #id,.

Pour des raisons de commodité, on écrira & sous la forme ——— ; alors

a(B)
N(a) = ao(a)...c" Ya)
__B o) o'B)
o(B)o%(B) o"(B)
__B
o™(B)

Réciproquement, supposons & € L tel que N(a) = 1, donc a # 0.
Etant donné x € L, posons

n_ .
=1, car o' =id,.

Vi(0<i<n-1), d;,=(aoc(a)...c'(a))c'(x);
alors, dy=ax, d,,=Na)o" (x)=0""1(x)
et Vi(l1<i<n-2), d;=ao(d,_,).

S()it B = do +d1 + . +dn_l.
Vérifions qu’il existe x € L, tel que I’on ait B # 0. En effet, en posant

Vi(0<i<n-1), A:=aoc(a)...c'(a), dans L,

ona B= Y 2A0'@).
0<i<n—1

Or, d’apres le lemme de Dedekind (Lem. 7.48), les K-automorphismes
o', 0 <i< n-—1, sontlinéairement indépendants sur L ; par suite,
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(B=0VxeL) = A,=0,Vi(0<i<n—-1);
mais, Ay = o = 0, est contraire & I’hypothese ; il est donc possible de choisir x € L tel que
B #0. Dans ce cas,ona o(B)#Oet

o(B) =0(dy)+0(d)++0(d,_,)
=a Yd,+dy+--+d, |)+0"(x);
o"(x) =x=a 'dy=0(B)=a " dy+d,+ - +d,_ ) ="',

don  o=p(c(B) '=Bo(B"). O

Théoréme 7.56. Soit L : K une extension galoisienne, de degré fini p, ou p est un nombre
premier. On suppose que le corps K est de caractéristique 0 ou q # p, et que le polyndme
XP —1 est scindé sur K ; on a alors L = K(«) et le polyndme Irry(a,X) est de la forme
X? —a.

Démonstration. Les hypothéses impliquent que le corps K contient le groupe cyclique

Up, d’ordre p, des racines p?™es de I"unité (Prop. 6.4); p étant un nombre premier, tout

o # 1, dans Up, est un générateur du groupe et on peut €crire, pour un @ donné,
Upy={0';0<i<p-1}.

Par ailleurs, I’extension L : K est galoisienne, donc

- IL:K]=p =>|G(L:K) |=p;

par suite, le groupe G(L : K) est cyclique ; désignons par ¢ I’un de ses générateurs.

Soit N I’application norme de L dans K et @ # 1 dans U, C K ; alors (Prop. 7.49),
0K = Nw)=0f =1.

On en déduit (Th. 7.54.) qu’il existe o € L, tel que o = a{o(a)) .

On note que ® # 1 = o (@) # a, donc @ & K = Invi(G(L: K)).

o(a) =0 'a=o(a?) = (c(a))’=0Pa? =af, caro? =1.

Par suite, 00? € Inv,(G(L: K) = K ; posons a := aP.

L’hypothése (carK =0 ou carK = q # p) implique que le polyndme X? — a est
séparable sur K. Les p racines distinctes de X? —a sont alors les ©'c, pour 0 <i < p—1,
par suite K(a) est corps de décomposition sur K, de X? —a.

On a montré ci-dessus,que ¢ € K, d’ot K C K(a) C L.

Or, [L: K] = p et p est premier, donc il n’existe aucun corps intermédiaire entre K et L
(autre que K ou L), on en déduit que L =K () et XP —a=Irrg(a,X). O

5. Exercices

1. Enoncer cing propriétés équivalentes &
L: K est une extension galoisienne, de degré fini.

2. Soit K un corps de caractéristique 0 et n > 1 dans N. On suppose que le polyndme
X" — 1 est scindé sur K.
Soit f(X):=X"—a,ouaeK*,a#1.
1°) Vérifiez que si & est une racine de f(X) dans une extension de K, alors 1’extension
K(a) : K est galoisienne, de degré fini (voir Ex. 2., Ch. 6).
2°) Prouver que le groupe G(K(a) : K) est abélien [voir Exemple 7.29, 2)].
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3. 1°) On considére les extensions de corps suivantes

Q(v3):Q; Q(v/5,i):Q(i), ou i = —1, dans C;
Q(V5,j):Q; Q(V5,j):Q(j), o =1,j#1, dans C.

Pour chaque extension,
— trouver son degré ;
— préciser si I’extension est galoisienne ou non ;
— déterminer son groupe de Galois, en définissant chacun des éléments de ce groupe.
Lorsque le cardinal du groupe de Galois est différent de 1, préciser la structure de ce
groupe ( est-il abélien 7 est-il cyclique ? ou isomorphe a un groupe symétrique ?).
2°) Répondre aux mémes questions que précédemment, au sujet des extensions sui-
vantes.
Q(V2,v5,i):Q(): Q(V3,¥5,):Q; Q(V2,75,):Q.

4. Soit K un corps tel que car K # 2. On note K une cldture algébrique de K.
1°) On considere un polynéme unitaire f(X) € K[X], de degré n > 1. Soit E C K
un corps de décomposition de f(X) sur K. On suppose que f(X) n’a que des racines
simples dans E ; on les notera @, &, ..., 0. On pose

A= J] (%-w), D:=A% G,=G(E:K).
1<i<j<n

a) Justifier les propriétés suivantes.

1) E : K est une extension galoisienne de degré fini.

il DeK.

iii) Lorsque o décrit G e il n’y a, dans E, que deux valeurs possibles pour G(A) et
[K(A):K}=1o0u2.
b) SoitH:={ce€G ¢ 0(A) = A}. Montrer que H est un sous-groupe normal de G,
et préciser 'indice [{G r H].
Prouver que H et K(A) se correspondent dans la correspondance de Galois associée 4
I’extension E : K. ’
¢) Vérifier que le groupe G ¢ est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique §,,.
Montrer que si f(X) est irréductible dans K[X], alors n divise I"ordre du groupe G-
2°) Dans K[X], on considere f(X) = X> 4 pX +q et on suppose f(X) irréductible sur
K et séparable.
On conserve les mémes notations que dans le 1°).
a) Montrer que, suivant la valeur de [K(A) : K], on a

Gf ~8 ou G T A, (groupe alterné).

Dans chaque cas, préciser quel est le sous-groupe H de G -
b) Vérifier que D = —4p® —274° ([13], Ch. 8).
¢) Dans le cas oui f(X) = X — 7X + 14, déterminer le groupe G (2 un isomorphisme
pres).

S. Etant donné une extension de corps L : K, de degré fini, soit E et F deux corps inter-
médiaires. On pose

EF :={ Z xy;,neN, x,€E, y,eF,Vi(1<i<n).
1<i<n

(n décrit N)
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1°) Prouver que EF est un sous-corps de L. [voir Ex. 5., Ch. 1].

Vérifier que EF est le sous-corps de L engendré par EUF.

2°) On suppose que U'extension L : K est galoisienne.

a) Prouver que les extensions £ : K, F : K, EF : F et EF : K sont galoisiennes.
b) Soito € G(EF : F) et O/g la restriction de ¢ A E.

Montrer que O € G(E : ENF). Vérifier que I’application

V:G(EF .:F)—— G(E:ENF)
Cr— 0

est un morphisme injectif de groupes.

Démontrer que {@ € E; t1(a)=0a,Vt€lmy} =ENF.

En déduire que y est un isomorphisme de groupes.

Montrer que I’extension de degré fini E : ENF est galoisienne.

3°) On suppose toujours L : K galoisienne.

Soit {L,,L,,...,L,} une famille de corps intermédiaires, n > 2, dans N. On pose
L':=L|L,...L,,

ol L' est défini par récurrence sur n, A partir du cas n = 2 (Cf. 1°)).

a) Vérifier que L' est le sous-corps de L engendré par U, «;, L;-

b) Prouver que si, quel que soit ;, 1 <i < n,L;: K est une extension normale, alors

L' : K est galoisienne.

6. Pour tout corps K, K désigne une cldture algébrique de K.
1°) Soit G:= G(Q: Q) et K :=Inv5(G). OnaQC K C Q.
On suppose qu’il existe un élément a € K \ Q. Montrer que le polyndme Irrg(a,X)
est alors, nécessairement, de degré 1.
En conclure que I’extension, de degré infini (Rem. 5.11.), Q:Qest galoisienne.
2°) Montrer de méme que, pour tout nombre premier p, I'extension F, : F), o F,, est
le corps & p éléments, est galoisienne et n’est pas de degré fini (voir Rem. 5.2.).
3°) Vérifier que pour tout corps parfait K, I’extension K : K est galoisienne.

7. Soit L: K une extension de corps de degré infini.
1°) Le but de cette question est de prouver que L : K est galoisienne si et seulement si
L : K est normale et séparable.
a) On suppose L : K normale et séparable.
Prouver que K = Inv, (G(L : K)) [utiliser la méme méthode que dans le 1°) de ’ex. 6.
précédent] ; en conclure que I'extension L : K est galoisienne.
b) On suppose L : K galoisienne. Soit G := G(L : K).
Etant donné a € L\ K, soit R = {o(a) ; 0 € G}.
Montrer que I’ensemble R est fini. On pose R = {a;, %, ..., 0},
ou, les oy, 1 < i < r, sont deux a deux distincts et a; = Q.
Soit g(X) := (X —a,)(X — ) ... (X — o) dans L{X].
Montrer que g(X) € K[X]; en déduire que Irry(a,X) = g(X).
En conclure que 'extension L : K est normale et séparable.
2°) Prouver que si L: K, de degré infini, est galoisienne, alors, quel que soit le corps F
tel que K C F C L, ’extension L : F est galoisienne.

8. Etant donné une extension de corps L : K, on considére ’ensemble F des corps inter-
médiaires et I’ensemble JH des sous-groupes de G(L : K).
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On ne fait aucune hypothése sur le degré de ’extension L : K.
Soit (y,7) la correspondance de Galois associée a L: K.
On dira qu’un corps F € F (resp. un sous-groupe H € H) est fermé si
_ _ YoY(F)=F (resp.yoY(H)=H).
Soit F (resp. H) I’ensemble des éléments fermés de F (resp. H).
1) Vérifier que
VFeF, y(F)eH e VHeH,YH)eETF.
2°) On considere les applications

%:F—H Y H—7F
F+— ¥(F) H+— Y (H).

a) Prouver que 7,,7, sont des bijections telles que n l=+y.

b) Justifier I’assertion : « L : K est galoisienne, de degré fini, si et seulement si F = F
et H=FH. »

c) On suppose que I’extension L : K est galoisienne, de degré infini. Prouver que § = F
(voir I'Ex. 7., 2°)).

3°) Soit p un nombre premier. On considere I’extension galoisienne, de degré infini
F, : F, (Cf. Ex. 6., ci-dessus). Soit G := G(F, : F,) et o I'application

F, —F,

x—sxP.

a) Vérifier que 6 € G.

b) Soit H le sous-groupe de G engendré par o.

(7,7') désignant la correspondance de Galois associée a ’extension F,, : F,, déterminer
Y(H) etyoY(H). _

En considérant un élément « € F, \ F, et un automorphisme

7 € G(F, : Fp(a)), prouver que H # G. En déduire que H # J.

En conclure, qu’en général, pour une extension galoisienne, de degré infini, Ia corres-
pondance de Galois ne définit pas une bijection.

9. Soit un corps K. Toutes les extensions algébriques de K seront considérées dans une
cloture algébrique de K donnée, K.
1°) Soit L une extension algébrique de K (on ne fait aucune hypothése sur le degré de
L:K).
Démontrer I’équivalence des trois propriétés suivantes :
a) L: K est une extension normale.
b) Vo € G(K:K), o, € G(L:K).
¢) G(L:K)={0, ;0€ G(K:K)}.
[Prouver que a) => b) => ¢) == a); voir la Prop. 7.12]
2°) I étant un ensembie non vide, quelconque, soit ® := {f;(X)},., une famille de
polyndmes séparables de K[X] (Déf. 3.35.).
Soit L ’extension de K obtenue par I'adjonction de toutes les racines des polynomes
fi{X), i€, prises dans K.
a) Vérifier que L est une extension séparable de K (Th. 7.19.).
b) Soit & € L; justifier I’existence d’un corps F tel que
KCFCL, o €F, F:K est galoisienne de degré fini.
En déduire que L est une extension normale de K.
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¢) Montrer que les résultats précédents impliquent que, quel que soit le degré de L sur
K, I’extension L : K est galoisienne (dans le cas du degré infini, voir I'Ex. 7., ci-dessus).

10. Cet exercice utilise la notion de groupe opérant sur un ensemble ([12], Ch. 5). On
rappelle qu’un groupe G opére transitivement sur un ensemble X, par

GxX —X
(8,x) — g.x,

si quels que soient x,y dans X, il existe, au moins, un élément g € G tel que y = g.x.
Etant donné un corps K, K désigne une cloture algébrique de K.
Soit f(X) un polyndme unitaire de K [X] tel que deg f =n > 1; soit E C K un corps de
décomposition de f(X) sur K. On suppose que f(X) n’a que des racines simples dans
E;onles note ry,...,r,. On pose

R:={r,...,rm} et G:=G(E:K).
1°) Montrer que I’extension E : K est galoisienne, de degré fini.
2°) Vérifier que, quel que soit ¢ € G, O/ €st une permutation de R ; en déduire que
G opere sur R et que I’on peut identifier G & un sous-groupe du groupe symétrique S,
([12], Ch. 3), de telle fagon que I’on puisse écrire

VoegG,Vi(l1<i<sn), o(r,) = To(i):
3°) Démontrer que le polynOme unitaire f(X) est irréductible dans K[X] si et seule-
ment si le groupe G opére transitivement sur R.

11. Les hypothéses générales et les notations sont celles de I’Ex. 10. précédent et les
résultats de cet Ex. 10. seront supposés connus.
1°) Soit K :=K(X,,...,X,) et E:=E(X,,...,X,) les corps des fractions rationnelles
a n indéterminées, respectivement sur K et E.
a) Montrer que E est corps de décomposition de f(X) sur K.
b) Soit G := G(E : K). Prouver que, quel que soit & € G, ¢ = 0‘/
(restriction de & & E) appartient a G et que I’application

v:6—G

est un isomorphisme de groupes; on pourra alors identifier G & G (sous-groupe du
groupe symétrique Sp,).

2°) Sachant que E : K est une extension galoisienne, de degré fini (Ex. 10., ci-dessus),
montrer qu’il en est de méme, pour £ : K.

3°) Etant donné T € Sy, on pose, dans £,

=Y reoXi et Ui={ug; T€S,}).

1<i<n

a) Vérifier que : T, # 7, dans S, => uy # u,, dans £
et que G (sous-groupe de S,,) opere sur U, par

GxU— U
(0,ur) — Ugor-

Soit £, , 1a G-orbite de u,, dans cette action ([12], Déf. 5.13) :
Q, = {0(u;) = ugor; 6 € G}.
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Prouver que, quel que soit T € S, card (Q,,) = card (G).

Soit H,, le stabilisateur de u;, dans I’action de G sur U ([12], Déf. 5.19). Montrer que
H,, = (e), ol e est I’élément unité€ de G.

Démontrer que E = K(u;), quel que soit T € S,.

b) Pour tout T € Sy, on pose p(X):= Irrk(uf,X).

Prouver que p:(X)=[](X- } raow)X,.), dans E[X].

6EG 1Si<n
4°) On pose 9(X) = ] (X —u;), dans E[X].
TES,

a) Démontrer que ¢(X) € K[X,, ..., X, X] = K[X].

b) Prouver que tout diviseur irréductible de ¢(X), dans K[X], est de la forme p,(X),
outeES,.

¢) On note I' le groupe des automorphismes de I’anneau des polyndmes
K[X,,...,Xn,X], a n+1 indéterminées sur K. On considére I’application

6:5, — 7T
o — o' := 6(0), tel que

O';K =idg;, o'(X)=X; 0J'(X) =X, Vi(1<i<n).
Démontrer que ¢ € G si et seulement si 6’ = 6(0) laisse invariant tout diviseur irré-
ductible de ¢(X) dans K[X|, ..., X, X].

12. Une extension de corps L : K est dite cyclique , si L: K est galoisienne et G(L : K)
est un groupe cyclique [c-2-d. monogene fini ([12], Ch. 3)].
Question préliminaire : Vérifier que toute extension cyclique est de degré fini.

Pour tout corps K, on pose K* := K\ {0}.
Soit p un nombre premier et F; un corps de cardinal g = p", r € N*.
(Les Th. 7.53 et 7.55 pourront étre utiles.)
1°) Pour un entier m > 1, on considere le corps F » & g™ €léments.
Montrer que I'extension F . : F, est cyclique.
[ Considérer 0 : Fpn — F n telle que V &t € F, 0(at) = 0]
2°) A tout o € F_», on associe sa norme
N(a):= Nqu:Fq(a).
a) Vérifier que a € Fz» = N(a) € Fy et que I'application
N :Fgn — Fj est un morphisme de groupes.
qgr—1
g—1
En déduire que, quel que soit I'entier m > 1, tout €lément de Ky est la norme d’un
élément de Fyn.
3°) A tout a € F_», on associe sa trace
T(a):= Tqu:]Fq(a).
a) Vérifier que I'application T : F_» — F,, qui & tout & € F, associe T'(a), est un
morphisme de groupes additifs.
b) Déterminer I’ordre du sous-groupe KerT de F .
En déduire que, quel que soit ’entier m > 1, tout élément de [, est la trace d’un €lé-
ment de F ..

b) Démontrer que le sous-groupe KerN de F. est d’ordre

13. On suppose connue la notion d’extension cyclique définie dans I’Ex. 12, précédent.
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Soit K un corps de caractéristique p # 0. On note IF,, le sous-corps premier de K.
Soit L une extension galoisienne de K telle [L: K| = p.
1°) Justifier les propriétés suivantes (voir les résultats du Ch. 7).
a) L'extension L : K est cyclique ([12], Prop. 3.9).
b) T x(x) =0,VxeK.
¢) o étant un générateur du groupe G(L : K), il existe u € L tel que
oluy=u+1, L=K(u)et
Irrg(u,X) est de la forme X? —X —a.
2°) a) Soitv=au+BouacF,=F,\{0}etB k.
Démontrer que L = K(v) et que le polyndéme I'rrg(v,X) est de la forme XP — X —b.
b) On suppose, réciproquement, que v est un élémént de L tel que L = K(v).
Prouver qu’il existe o € F,, et B € K tels que v = otu + 8.

14. K étant un corps de caractéristique p # 0, soit f(X) =XP —X — ¢, dans K[X] et E un
corps de décomposition de f(X) sur K.
1°) Vérifier que f(X) n’a que des racines simples dans E.
2°) a) Soit u € E une racine de f(X) ; trouver toutes les racines de f(X), dans E.
b) On suppose que u € E\ K est une racine de f(X). Prouver que
E = K(u), E : K est une extension cyclique et f(X)=Irr,(u,X).
(Cf. Ex. 12, précédent)
¢) En conclure qu’un polyndme de K[X], de la forme X? — X — ¢, est soit irréductible,
soit scindé sur K.

15. Soit un corps X tel que car K = p # 0. On consideére une extension cyclique (Cf. Ex.,
12. précédent) L : K telle que [L: K] = p*, s > 1 dans N.
1°) Justifier I’existence d’un unique corps F tel que
KCFCL,[F:K]=p"! et F:K estcyclique.
2°) a) Vérifier que L: F est une extension cyclique.
Montrer que si ¢ est un générateur du groupe G(L : K), alors T := o” - engendre
G(L:F).
Compte tenu des résultats de I’Ex. 13. précédent, justifier I’existence d’un élément
w € Ltel que
(w)=w+1, L=F(w) et
Irrp(w,X) est de la forme X7 — X — a.
b) On pose pg(X) := Irry(w,X).
Démontrer que deg p,(X) = p*; en conclure que L = K(w).

16. Soit p un nombre premier et a € Q*. On suppose que a n’a pas de racine p* dans
@ (voir Ex. 3., Ch.6).
1°) Soit & € Q, une racine p*™ de a et £, une racine p® primitive de I’ unité.
a) Quel est le degré de I’extension Qo) : Q ?
b) Vérifier que Q(&,, @) : Q est de degré fini et galoisienne.
¢) Prouver que [Q(e,, @) : Q] = p(p— 1). En conclure que X? — a est irréductible sur
Qe,)-
d) On suppose p # 2. Soit G := G(Q(&,, ) : Q) ; en choisissant deux éléments o et T
dans deux sous-groupes convenables de G, montrer que le groupe G n'est pas abélien.
2°) Dans Q[X], on considére X* — a, avec a > 0.
a) Justifier ’existence d’une racine 4™ de a, o, dans R.
b) Démontrer que si a n’a pas de racine carrée dans Q, alors X* — a est irréductible sur
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Q(i), ot > = —1 dans C.
Montrer que dans ce cas, le groupe G(Q(i, @) : Q) est non abélien.

17. Soit {p,,p,,...,p,} une famille de nombres premiers distincts, ou k € N*.
Pour tout j(1 < j <k), on note /Pj la racine carrée positive de p; dans R (Cf. App.
A, Th. A.9.). ) _
Etant donné un entier n > 2, on désigne par &, une racine n” de 'unité, dans Q. On

pose
T:=Q(€n7\/p_17\/p_)"'a\/ﬁ]:)'

1°) a) Vérifier que I’extension T : Q est de degré fini et galoisienne.
b) Démontrer que le groupe G(T : Q) est abélien.
2°) Soita > Odans Q et n > 2 dans N.
a) On suppose qu’il existe un nombre premier impair p tel que p | a. Démontrer que si
a n’a pas de racine p®*¢ dans Q, alors a n’a pas de racine p®™¢ dans T.
[On supposera qu’il existe & € T tel que a” = a et en considérant G(Q(€,, ) : Q), on
sera conduit a une contradiction (voir Ex. 16. précédent).]
b) En supposant que 4 | n, démontrer que, si a n’a pas de racine carrée dans @, alors a
n’a pas de racine 4" dans T (voir Ex. 16. précédent).
3°) Soit g un nombre premier quelconque. On suppose toujours z > 2.
a) Soit mun diviseurde ntelque 2 <m < n.
Montrer, & I’aide des résultats précédents, que g n’a pas de racine m®™* dans T [distin-
guer les cas o m a, ou n’a pas, de diviseur premier impair].
b) Onpose S:=Q(\/P1,+/Pas---»+/Pr)-
Compte tenu de I’hypothése m > 2, montrer que g n’a pas de racine m®€ dans S.
¢) Démontrer, par récurrence sur n, que [S : Q] = 2*.
4°) On suppose n > 2 dans N et n pair.
Pour tout j, 1 < j <k, ¢/P; désignant la racine né™ positive de p ; dans R, on écrira
aussi {/p_j sous la forme p?.
On considére I’ensemble
oo 3

Bk = {pln ,pz" ""apk" }a
ol pour tout j, 1 < j<k,0< r; < g, dans N.
a) Démontrer que card (B,) = (g)".

b) Prouver que Q({/Py, {/Py>- --»/Px) = S(By), corps obtenu par I’adjonction 2 §, des
¢léments de B,

¢) Onpose F, :=T(y/Py, ¢/Pzs--->/Pr)-
n 1
En considérant le polyndme X? — p2 dans T [X], démontrer que
n
[F,:F,_,]= 3 (voir Ex. 17. précédent).
En déduire que B, est une base de F, sur 7.
d) Prouver que, pour tout entier n > 2 et pair, on a

QP /Py -5 /Br) : Ql =t
5°) Prouver que pour tout entier n > 1, on a
QU/Pr, /Pas- 5 4/Pe) : Q) = nt.

18. Soit F, le n°™ nombre de Fermat (Rem. 7.41) :
F,=2+1, neN.
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Démontrer, par récurrence sur 71, que
vneN, F_ =2+EF,_,...F
En déduire que pour m et n dans N,
m # n = F, et F, premiers entre eux.
Montrer que ce résultat implique I’existence d’une infinité de nombres premiers.

19. Construction du pentagone régulier
Soit Py le pentagone régulier, inscrit dans le cercle trigonométrique du plan affine R?,
identifi€ au plan complexe.
1°) Justifier les propriétés suivantes :

a) Pour construire (par la régle et le compas) le polygone Ps, il suffit de construire,

2 2n
dans le plan complexe, le point M d’affixe & := cos? +i sin—s—.
b) o est une racine du polyndme f(X) de Q[X], ou

FX)=X*+X34+ X2+ X +1.
1
2°) Pour résoudre I’équation f(X) =0,onposeY :=X+ —.

X
Vv5-1

YR
3°%) On consideére un triangle ABC, rectangle en A et tel que les longueurs des cotés
vérifient AB =1, BC = 2.

V5-1

4

Calculer Y, en déduire que cos2—7r =

Construire, sur I’hypoténuse BC, le point E tel que CE =

A |
En déduire, la construction du point M, du cercle trigonométrique, d’angle polaire
== 2z

M ==
Ox, O 5




Chapitre 8
Corps de nombres - Entiers algébriques

La connaissance des propriétés des groupes abéliens libres de type fini ([12], Ch. VIII) est
nécessaire, pour ce chapitre.

1. Notion de corps de nombres

Définition 8.1. On appelle corps de nombres toute extension K de Q, de degré fini.

Remarque 8.2. Soit K un corps de nombres tel que [K: Q] =n> 1.
a) K est algébrique sur Q, d’ot QCKcCcQcCC.
b) Q est un corps parfait, donc K est séparable sur Q, par suite K : Q est une extension
simple (Th. 3.31); supposons
K=Q(a) et pgX):= Ier(a,X).
Soit E C Q un corps de décomposition de py(X) sur Q ; ’extension E : Q est galoisienne,
de degré fini et les hypotheses impliquent
[K:Ql;=[K: Q| =n=degpa(X).

@159y, - -, Pn €tant les Q-monomorphismes de K dans Q, les €léments ¢; := ¢,(@),
1 <i < n, sont, les n conjugués (Ch. 2 et Ch. 7) de o dans Q, c’est-2-dire les n racines
distinctes de py(X) dans E, d’o, en posant @, := id Kk

E :Q(al’azy'--’an)'
Exemple 8.3. 1) Les extensions suivantes sont des corps de nombres :
Q(\/—S-)7 Q(l), Q(l\/g)a ol iz = —1 dans (C7 Q(%)’ Q(\/ia \/5)’ Q(]): ol j3 = 17.] 7é 17
dans C.
2) Pourtoutn € N* 1a né™e extension cyclotomique de Q (Ch.6) est un corps de nombres.

2. Discriminant d’une base d’un corps de nombres

Définition 8.4. Soit K un corps de nombres tel que [K: Q] =n> 1.

SiB:= {x,%,,...,%,} est une base de K sur Q et si @;, ¢, ..., , désignent les
Q-monomorphismes de K dans Q, on appelle discriminant de la base B,
I’élément de Q, noté Afx,,x,, .. .,x,] et défini par

2
Ay, Xy, o] = (det(@y(x;))) " 8.1
Changement de base
Les notations étant celles de 1a Déf. 8.4, soit {y,,y,,...,y»} une autre base de K sur Q;
alors, pour tout j, 1 < j<n,

Y= Z €% oilc,.j €Q,Vi,1<i<n; det(c,.j) #£0.
1<i<n
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Quels que soient I'élément y;, 1 < J < n, et le Q-monomorphisme ¢, 1 <k <n,de K
dans @, ona

(Pk()’j) = Z cij(Pk(xi) = det(‘Pk()’j)): (det(c,-j)) (det((pk(x,-))),

1<i<n
. 2
d’ou, Aly),Y55---5¥n) = (det(c,.j)) Alx), %y, ..., Xn). 8.2)

Remarque 8.5. Dans la formule de changement de base (8.2), (det(c,- 4))2 est le carré
du déterminant de la matrice de passage de labase {x,,...,x,} alabase {lyl, ceesYn},d’0U

(det(c;;))*> 0, dans Q.

Théoréme 8.6. Soit K = Q(a) un corps de nombres ; si [K : Q| = n, quelle que soit la
base {x,,%,,...,%n} de K sur Q,

Alx),x,,..., %) € Q*.
Si tous les conjugués de Q sont réels, on a alors Alx|,x,,...,xn} > 0.

Démonstration. Pour prouver que Afx,,x,,...,X,] € Q7, il suffit de montrer (Rem. 8.5)
que le discriminant d’une base particuli¢re de K sur Q, appartient & Q*.

Les hypothéses K = Q(a) et [K : Q] = n entrainent que 1,@,a?,...,a""! forment une
base de K sur QQ (Th. 2.8).

Les ¢,, 1 <i < n, étant les Q-monomorphismes de K dans Q, posons

A=Al a,0?,...,a" Y et Vil1<i<n, a :=¢/a);
alors, A= (det((p,-(aj)))2= (det(a,-j))z, 1<i<n1<j<n
2
= (V(alv%)”"an)) ’

ou V(ey,,,...,0n) désigne le déterminant de Vandermonde des ¢;. Le calcul de ce dé-
terminant ([13], Ex. 8., Ch. 8) nous donne

A=(V(oy,e...,00)) = [] (a-a) 8.3)
1<i<j<n
V(oy,@,, ..., o) estun polyndme 2 coefficients rationnels, anti-symétriqueen oy, . ... , O,

donc A= (V(e,,,..., oz,,))2 est un polyndme symétrique en les a;, 1 <i < n, qui sont
les racines distinctes de py(X) = Ier(a,X }. Par suite ([13], Th. 8.14), il existe un poly-
ndme
¢ € QX,,X,,...., X, telque A= ¢(s,,55,-..,5n),

ol les s;, 1 < k < n, sont les polyndmes symétriques élémentaires en @, ..., 0, ([13],
p-250). Supposons

pa(X)=X"+a, X"'+---+a,X +a,, dans Q[X],
alors les Relations entre les Coefficients et les Racines d’un polyndme ([13], p.259)
donnent, avec a, = 1,

$) = =0y 1,8 =0y oy 8, = (—l)kan_k, ooy Sn = (—1)"a,.

On en déduit que A € Q et d’apres I’égalité (8.3), A est non nul, car les o; sont deux 2
deux distincts. De plus, si tous les o;, 1 <i < n, sont réels, alors la relation (8.3) implique
A>0. O
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Remargque 8.7. Les notations étant celles de la preuve du Th. 8.6, ’égalité (8.3) montre
que le discriminant A de la base {1, @, @?,..., "'} de K sur Q n’est autre que le discri-
minant des o;, 1 <i<n, tel qu’il a ét€ défini dans "Eléments de Théorie des anneaux”
([13], p.250), ce qui, moyennant la formule du changement de base (8.2), justifie I’appel-
lation « discriminant » utilisée dans la Déf. 8.4..

De plus, st I’on introduit la notion de discriminant d’un polynéme ([13], Déf. 8.50), alors,
a partir du résultat ([13], Prop. 8.55) et de la relation (8.3) ci-dessus, on obtient

_l)n!nz—ll

A(17a7a27"'aan)=( A(pa),

ol A(pg) = R(Pa, Ply) : résultant de py, et de son polyndme dérivé pl,.

3. Entiers algébriques

Définition 8.8. Un élément o € Q est un entier algébrique s’il est racine d’un polyndme
unitaire de Z[X].

Notations et Rappels.— Soit A I’ensemble des entiers algébriques, on a
_ ZcAcQcC
A tout @ € @, on associe le morphisme d’anneaux unitaires

Ao :ZX] —TQ
f(X)— f(a).
Onpose Zla]:=Imiy = {f(a); f(X) € Z[X]}.

On rappelle que la structure de groupe (additif) abélien coincide avec la structure de Z-
module ([12], p.269). En particulier, un groupe (additif) abélien de type fini est un Z-
module de type fini.

Remarque 8.9. Z[c] est un sous-anneau de Q, donc aussi de C. B
En particulier, (Z[a], +) est un sous-groupe du groupe abélien (Q, +) et, plus précisé-
ment, ¢’est le sous-Z-module de (Q,+) engendré par les o, i € N (Cf. [12], Ch. VIII).

Théoreme 8.10. Compte tenu des notations définies précédemment, pour tout o € Q, les
conditions suivantes sont équivalentes

1) xe A

2) Le groupe abélien (Z|cx],+) est de type fini.

3) Il existe un sous-anneau B de Q, contenant Z. et &, qui est un groupe abélien de rype

fini.

Démonstration. 1) ==> 2) Montrons que pour tout @ € A, le groupe abélien (Z{a],+)
est engendré par un nombre fini d’éléments ([12], Ch. VIII).

D’apres la définition 8.8., a € A si et sculement §’il existe un nombre fini d’entiers,
€:Cys-+-»Cp_y» NON tous nuls dans Z, tels que

o +c,_ @+ eja g =0. (8.4)

On peut supposer que pour ¢ fixé, le nombre # est minimal, donc, pour & non nul, on a

co #0.
(84) = a"=—(c, 0" '+ +c,a+cp).
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Par suite, a" appartient au sous-groupe de (C,+) engendré par les a,0<i<n-1,
que 1’on notera I'. On en déduit que, d’une part, I' C Z[a] (Rem. 8.9.) et d’autre part,
pour tout j € N, "/ € T, donc tout élément f(cr) € Z[a] appartient a I, ce qui entraine
Z[a] =T'; ainsi le groupe abélien (Z[a],+) est de type fini, engendré par 1, t, ... ., a1

2) == 3) 1 suffit de prendre B = Z[o].

3) = 1) Soit {x,,...,x.} une partic génératrice finie du groupe abélien B; ona
B = Zx, + -+ - + Zxn ¢t B étant un sous-anneau de QcC,
a€EB=ox;€B,Vi,1<i<n, dot,

Vi,1<i<n, ax;= Y a;xj, ouay; € Z, Vi, j.
1<j<n

Par suite, (x,...,%,;) est une solution du systme homogene, que nous désignerons par
(8), de n équations linéaires sur Z C Q, et n inconnues, dont la ™ équation est
Z (5,.].06 — a,.j)Xj =0,
1<j<n

ot §;; estlesymbole de Kronecker (§;; =0sii#j, etd;=1).
Compte tenu des hypotheses, on peut supposer que les x;, 1 < i < n, sont non nuls, par
suite, le déterminant du systéme homogene (S) est nul, donc,

det(8;00—a;;) = P(a) =0,
ol (—1)"P(X) est le polyndme caractéristique de la matrice

A = (a;;)nxn, dans My(Z).
Le terme de plus haut degré du polynome P(X) étant X", on en déduit que ¢ est racine
du polyndme unitaire P(X) € Z[X], donc o € A (Déf. 8.8). 0

Théoréme 8.11. L’ensemble A des entiers algébriques est un sous-anneau unitaire de Q.

Démonstration. On a Z C A ; vérifions, d’autre part, que, quels que soient o et B dans
A, o+ B et o B sont dans A. Considérons

Zla,Bl = {f(a.B); f(X,Y) € Z[X,Y]}.
Z[a, B] est un sous-anneau de Q ; montrons que Z[a, B] est un Z-module de type fini.
Supposons que 1’on ait, pour & et 3,

a"+c, @ o ate,=0,¢,€Z,Yi,0<i<n-1;
B"+d, B '+ +d\B+dy=0,d,€Z,¥j,0<j<m—1.
On en déduit que, quel que soit f(a, B) € Z[a, B],
fla,B)=Y a;a'B/,0<i<n—1,0<j<m—1,a,€ZVij.

Par suite, le Z-module Z{c, B] est engendré par les éléments o'/, o0 0<i<n—1et

0< j<m-1, donc il est de type fini. Posons B := Z{a, B]; alors, I’équivalence des
conditions 1) et 3) du Th. 8.10, implique que a + B et af appartiennent a A ; on en
conclut que A est un sous-anneau unitaire de Q. O

Définition 8.12, L’anneau A (Cf. Th. 8.11) est appelé anneau des entiers algébriques.

Théoréme 8.13. Un élément o € Q est un entier algébrique si et seulement si le polynéme
Irrg(a,X) € ZIX].
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Démonstration. Posons py(X) :=Irrg(a,X).

Si pa(X) € Z[X], alors o € A, car py(X) est unitaire.

Réciproquement, supposons & € A ; il existe alors un polynéme f(X), unitaire dans Z[X],
tel que f(a) =0.

On suppose que f(X) est, dans Z[X], un polyndme de plus petit degré, annulé par o.

(f(X) € Z[X] C QIX]) = pa(X) | f(X), dans Q[X] = degpy < deg f.

Dans Q{X], on peut écrire ([13], Lem. 5.106) py(X) = —Zq(X), ol —Z eQ et

g(X) est primitif dans Z[X] ([13], Déf. 5.102); alors, compte tenu de la minimalité du
degré de f(X),
(bpa(X) € Z[X] et bpa(at) =0) => deg f < degpq,
d’ob degpq = deg f. Par suite, dans Q[X],
pa(X) | f(X) = f(X)=2Apa(X), 004 € Q".
Les polyndmes f(X) et po(X) étant unitaires, on a A = 1, donc py(X) € Z[X]. O

Corollaire 8.14. ANQ = Z.

Démonstration. OnaZ C ANQ etd’apres le Th. 8.13,
0eEANQ=ps(X)=X—-a=0ac€Z,
d’ou le résultat énoncé. O

Corollaire 8.15, Soit o € A.
1) Tout conjugué de o appartient a A.
2) N(a) := N@(a):Q(a) €Z et T(ox):= TQ(a):Q(a) €Z.

Démonstration. Le résultat 1) découle directement du Th. 8.13, puisque les conjugués de
o sont, par définition, les racines de py (X).

2) N(o) et T(ox) sont, respectivement, le produit et la somme des conjugués de o, donc
des racines de py(X) € Z[X] (Th. 8.13); par suite, les Relations entre les Coefficients et
les Racines d’un polyndéme ([13], p.259) impliquent les résultats énoncés. 0

Théoréme 8.16. Soit o € Q; s'il existe un polyndme unitaire f(X), dans A[X], tel que
fla) =0, alors o € A.

Démonstration. On suppose qu’il existe, dans A, un nombre fini d’éléments

€p:Cy»-++>Cp_y> NON tous nuls, tels que

o 4 @ 4 e+ ey =0. (8.5)

Si a # 0 et si I’entier n est minimal, alors on a ¢, # 0.
Chaque c; étant un entier algébrique, pour tout i, 0 < i < n— 1, il existe un nombre fini
d’entiers, &, 4,d; - -,d non tous nuls dans Z, tels que

im;~1>

Titd, (o +dig =0. (8.6)

3 i, i
Pour tout ¢; # 0, on suppose I’entier m; minimal ; d’ou d; , # 0. Posons

B:=17Z[cy,...,Cpy]
={flcs---2€p_1) 3 F(Xy,-. ., Xn) € Z[X,,... . Xu]}.
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B est un sous-anneau unitaire de A et la relation (8.5) implique que " appartient au
sous-B-module de Q@ engendré par 1, a, o?,..., 0" L que nous désignons par M.
Comme dans la preuve du Th. 8.10, on en déduit que toute puissance entiere positive de
o appartient & M, ce qui entraine,

M = Bla] = {g(a) ; g(X) € B[X]}, d’ou

OEM < 9= Z .fl(c())"‘7cn—1)al3
0<I<n—-1

k. k;
p_
Vl,OSlSn—l,f,(co,...,cn_l):Zajcofoclfl...c i
J

n—

ot j = (Jos Jy>---1J, 1) € N, les a; étant presque tous nuls dans Z.
Le groupe (additif) abélien (M, +) est donc engendré par les

k. k. k;
Joe N in-1 gl
Co < R ey o,

pour lesquels, 0<I<n—1 et Vi,0<i<n-—1, OSkj. <m;—1 (Cf.Rel. (8.6)).

En conclusion, M = Zc,,...,c,_;][@] est un sous-anneau unitaire de Q, contenant Z et
o, et ¢’est un groupe additif abélien de type fini ; donc o € A (Th. 8.10). O

Proposition 8.17. 1) Etant donné y € Q, il existe ¢ € Z* tel que cy € A.
2) Q est le corps des fractions de A.

Démonstration. 1) On suppose ¥ # 0; ¥ est algébrique sur Q ; posons, dans Q[X],

a.
pyX) :=Irrg(v,X)=X"+ ) X

o<i<r-19i

Quel que soit§,0 <i<r—1,0na(a;,b;) € Zx Z* et ay # 0, car py(X) est irréductible
sur Q.

Soit ¢ le p.p.c.m. positif des b;, 0 <i < r—1, dans Z ; pour tout i, il existe s; € Z* tel que
c=bs;.

Posons, quel que soiti,0 < i <r—1, a}:=as,, alors

al

pyN=0= 71+ Y -=¥=o.
o<i<r—1 €
= (e + Y ¢ Hajey) =0.

o<i<r—1

Par suite, I’élément ¢y de Q est racine d’un polyndme unitaire de Z[X], donc cy € A.
2) Notons Fr.A le corps des fractions de A. _
. ZCACQ=QCFrACQ.
Soit ¥ € Q; on suppose ¥ # 0. D’apres la propriété 1), ci-dessus, il existe ¢ € Z* tel que
¢y € A; alors
1 1
P €FrA= chz YEFrA;
d’on, FrA=Q. O
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4. Entiers algébriques d’un corps de nombres

A. Anneau des entiers algébriques d’un corps de nombres

Définition 8.18. Soit K un corps de nombres (Déf. 8.1); A étant ’anneau des entiers
algébriques, I’anneau

D:=KNA.
est appelé anneau des entiers algébriques du corps K.

Si aucune ambiguité n’est possible, D pourra étre simplement appelé I’anneau des entiers
de K.

Remarque 8.19. L’anneau D, sous-anneau du corps K, est un domaine d’intégrité ([13],
Déf. 1.21) et
(ZcQCK et ZCA) = ZCD.

Théoréme 8.20. Si K est un corps de nombres, alors il existe un entier algébrigue 0 tel

K =Q(8).

Démonstration. On sait (Rem. 8.2) qu’il existe o € Q tel que K = Q(a).
Du 1) de la Prop. 8.17, on déduit qu’il existe ¢ € Z* tel que

ca € ANK=1D.
Montrons que Q(ca) = Q(a) =K.

c€EZ = ca € Q(a) = Q(ca) C Q(a);

o= core Q(ea) = Q(a) € Qlea),

d’oli, en posant 8 := ca, K = Q(a) = Q(6), avec 8 € D. O

Définition 8.21. On appelle corps quadratique (ou extension quadratique de Q) tout
corps de nombres, de degré 2 sur Q.

Proposition 8.22. Tout corps quadratique K, est tel que K = Q(\/d), oid € Z*\ {1} et
d n’est pas divisible par un carré (# 1) dans Z.

Sid > 1, \/d désigne la racine carrée réelle, positive, de d.

Sid< —1,Vd:=i\/|d)|,oui® =—1, dans C.

Démonstration. K est un corps de nombres, donc, d’apres le Th. 8.20, il existe un entier
algébrique 0 tel que K = Q(0).
Soit pg(X) :=1Irrgy(0,X) ; par hypothese, [K : Q] =2, d’ol (Th. 8.13),

Pe(X) =X?1+aX+b, ou aethsontdansZ;

Vaz =
—g—i—z—a——ib-, ot Va? — 4b a la signification précisée dans I’énoncé.
Le polynéme p,(X) étant irréductible sur Q,ona A:= a® —4b # 0 et A n’est pas un carré
dans Z.
La factorisation dans Z entraine qu’il existe m et d dans Z* tels que A := a® — 4b = m?d,
ou d € Z* \ {1} est non divisible par un carré. Par suite, compte tenu de la signification
du symbole v/d donnée dans I’énoncé,

alors 8=

0 — —aim\/cj_

2
d’out 'on déduit K = Q(0) = Q(Vd). |
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B. Bases entiéres d’un corps de nombres

Remarque 8.23. Pour tout corps de nombres K, il existe une base de K sur ¢ formée

d’éléments de D = KNA.

Eneffet, si [K: Q] =netsi{y,..., %} est une base quelconque de K sur Q, alors, d’apres

le 1) de la Prop. 8.17, quel que soit i, 1 <i < n, il existe ¢; € Z* tel que ¢;%;, € D.
{¢171>---,cn¥n} est alors une base de K sur Q, formée d’éléments de D.

Lemme 8.24. Soit K un corps de nombres et D = ANK.
Si {6,,...,6n} est une base de K sur Q telle que, quel que soit i, 1 <i<n,6,€D,alors
A6, ... 9,,] WA

Démonstration. La Rem. 8.23 justifie I’existence d’une base de K sur ), vérifiant les
hypothéses du lemme. Avec les notations de la Déf. 8.4, on a

2 *
A[B,, ..., 6] = (det(9(8;))) "€ Q*.
J étant fixé (1 < j<n),pour 1 <i<n,les ¢,(0 ) sont les conjugués de 6;, par suite
(Cor. 8.15 et 8.14),

(0, € D=ANK) = ¢,(;) € A,
d’ou Al6,,...,0,] e ANQ* =Z". O

Théoréme 8.25. Si K est un corps de nombres et D est I'anneau des entiers de K, alors
(D, +) est un groupe abélien libre de rang fini n := [K : Q] ([12], Déf. 8.10).

Démonstration. D’apres le Lem. 8.24, si tous les éléments d’une base de K sur Q sont
des éléments de ’anneau D, alors le discriminant de cette base est un entier non nul dans
Z.

Posons n:= [K : Q] et considérons une base {®,,...,®,} de K sur Q telle que, quel que
soiti,1<i<n, w,€D, et

| Aoy, ..., @,] | minimal dans N*. 8.7
Démontrons que tout élément 6 € D s’écrit, de fagon unique,

6= Y no, neZVil<i<n (8.8)
1<i<n
S’il n’en était pas ainsi, il existerait 8 € D tel que
0=Y,cic,@®; a€QVi1<i<n,
les a; n’étant pas tous dans Z.
Supposons a, € Z ; il existe a € Z et r € Q tels que

aj=a+r et 0<r<l1.
Posons 0,=0—-aw;, et 6,=w,Vi2<i<n).

{6y,...,6,} est encore une base de K, sur Q, dont tous les éléments sont dans D. Le
déterminant de 1a matrice de passage de la base {®,,..., @} 2labase {6,,...,6,} est
a,—a a, a; ... Gy
0 1 0 ... 0
0 0 1 e 0 —d al —a=175

6 0 0 0 1
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La relation de changement de base (8.2) et la condition 0 < r < 1 impliquent alors
|A[B,,...,04] |= 17 | Alwy,..., 00 | <| Al@,,...,®0] |,

d’ ot une contradiction avec I’hypothese (8.7).
La condition (8.8) exprime alors que {®;, ..., ®,} est une base du groupe abélien (D, +),
qui est donc libre, de rang n ([12}, Th. 8.18). |

Définition 8.26. K étant un corps de nombres, une base {®,, ..., ®,} de K sur Q, formée
d’éléments , € D et qui, de plus, est une base du groupe abélien libre (D, +), est appelée
une base entiére de X.

Remargque 8.27. Toute base du groupe abélien (ou Z-module) libre, (D, +), est une base
de K sur Q.
En effet, supposons n = [K : Q] ; si {®,,...,®,} est une base de (D, +), alors les @, sont
linéairement indépendants sur Z, donc sur Q; ainsi {®,, ..., @, } est une base de K sur Q.
Par contre, une base de K, sur Q, formée d’éléments de D, n’est pas nécessairement une
base entiére de K.
Par exemple, si K = Q(V/5), alors {1,/5} est une base de K sur Q, o1 1 et v/5 sont des
entiers de K. Cependant {1,1/5} n’est pas une base entiére de K, puisque ce n’est pas une
base du Z-module (D, +), car on a (Ex. 2., Ch. 8)

D #Z[\V5] :={a+bV5; a,b dans Z}.

1 1
En effet, 3 + 5\/5 est racine du polyndme X2 — X — 1, donc est un élément de D, qui

n’appartient pas a Z[+/5).
1 1 .
La proposition suivante montrera que {1, 3 + 5\/5 } est une base entiere de K.

Proposition 8.28. K étant un corps de nombres, si {6,,...,0,} est une base de K sur Q
telle que, pour tout i, 1 < i <n, 6, € D et si, de plus, A[6,,...,0,] n’est pas divisible par
un carré (> 1) dans Z, alors {0,,...,0,} est une base entiére de K (mais la réciproque
est fausse).

Démonstration. Considérons une base enti¢re {B,,..., B} de K. Par hypothese, pour
touti,1 <i<n, 8,€D,donc

9, = Z cijﬁ" ol ¢;j € Z,Vi,j et det(Cij) #0.
1<j<n

La formule du changement de base (8.2) donne alors,

2
Alf,,...,0. = (det(c,.j)) AlBy,..-, Bl
Or, A[f,,...,6,] € Z* (Lem. 8.24.) et n’est pas divisible par un carré ( > 1), donc
(det(cij))zz 1.
Ainsi, le déterminant de la matrice de passage de labase {,,...,B,} alabase {6,,...,0,}
estégala +1.

On en conclut que {),...,6,} est,comme {f,,...,Bx}, une base du groupe abélien libre
(D,+) ([12], p-298), donc une base entiére de K. O

Exemple 8.29. Montrons que B := {1, % + %\/5 } est une base entitre de K = Q(v/5)
(Cf. Rem 8.27). B est une base de K sur @, dont les éléments sont des entiers de K (Rem.
827 et

A[l,l+l\/§] = (’
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D’apres la Prop. 8.28, B est une base entiere de K = Q( V5).

Théoréme 8.30. Soit K un corps de nombres et D ’anneau des entiers algébriques de K.
1)K est le corps des fractions du domaine d’intégrité D.

2)D est noethérien.

3) Tout idéal premier, non nul, de D est maximal.

Démonstration. Soitn:=[K:Q] > 1.
1) D est un D.I. (Rem. 8.19); soit K’ := FrD son corps de fractions ([13], Déf. 5.2).
ZCD=—=QCK CK,

car K’ est le plus petit corps contenant D ({13], Rem. 5.8)
Mais, d’aprés le Th. 8.20, il existe 8 € D tel que K = Q(0) ; on a alors

K = Q(8) C K, par suite, K’ = K ; donc K = FrD.
2) Soit 7 un idéal non nul de D.
(I,+) est un sous-groupe de (D,+), donc (/,+) est un groupe abélien libre de rang fini
m < n [(Th. 8.25) et ([12], Th. 8.54)].
Soit {x,,...,%m} une Z-base de 7; alors, I est 'idéal (x,,...,xn) de D, engendré les
x;, 1 < i< m;ainsi, tout idéal de D est de type fini, donc D est un anneau nocthérien.
3) Soit P un idéal premier ([13], Déf. 2.50) non nul, de D.
On vérifie alors, que PN Z est un idéal premier, non nul de Z, d’oit PNZ = pZ, ot p est
un nombre premier. Par suite,

Z/PNZ=17/pZ estle corps fini de cardinal p.
Notons & I'injection canonique de Z dans D et considérons les surjections canoniques
0:Z—Z/PNZ et 1:D-—DJP

On a Ker(t08) = PNZ et 8 injectif, donc il existe un morphisme injectif 5 de
Z/PNZ dans D/P tel que le diagramme suivant commute ([13], Lem. 2.37, Rem. 2.38)

)

Y/ D

Z/PNZ D/P

donc T0o8 =8oo0.

On en déduit que D /P contient un sous-corps isomorphe a Z/ pZ ; on peut alors considérer
D/P comme un Z/pZ-espace vectoriel.

D étant un Z-module de type fini (Th. 8.25), D/P est un espace vectoriel de dimension
finie sur Z/pZ. Or, Z./ pZ est un corps fini, par suite, D /P est de cardinal fini.

11 en résulte que D /P est un D.I. fini, donc un corps ([13], Prop. 1.24) ; on en déduit que
P est un idéal maximat de D ([13], Th. 2.62). a

Les propriétés de I'anneau des entiers algébriques d’un corps de nombres nous amenent
a introduire, dans le paragraphe suivant, les notions d’anneau intégralement clos et d’an-
neau de Dedekind ([42)).

S. Anneaux intégralement clos - Anneaux de Dedekind

A. Généralisation de la notion d’entiers algébriques

On écrira couramment que A est un D.L (resp. D.P.) pour exprimer que A est un domaine
d’intégrité (resp. domaine principal) ([13], Ch. 5); on notera alors FrA le corps des frac-
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tions de A ([13], Déf. 5.2).

Définition 8.31. Soit R un anneau unitaire commutatif; si A est un sous-anneau unitaire
de R, un élément & € R est dit entier sur A s’il existe un polyndme unitaire, non constant
f(X) e A[X] tel que f(a) =0.

L’anneau R sera dit entier sur A, si tout élément de R est entier sur A.

Les hypotheses de la Déf. 8.31, impliquent que Ala] = {f(«@) ; f(X) € A[X]} est un
sous-anneau de R.

Proposition 8.32. Dans le contexte de la Def. 8.31,

1) Les trois conditions suivantes sont équivalentes,

~ i) L’élément o de R est entier sur A.

- ii) Le groupe abélien (A|a],+) est de type fini.

~ iii) Il existe un sous-anneau B de R, contenant A et «, tel que le groupe (B,+) est de
type fini.

2) L’ensemble, noté A’, des éléments de R, entiers sur A, est un sous-anneau de R, appellé
fermeture intégrale de A dans R.

Méme démonstration que pour les Th. 8.10 et 8.11.

B. Anneaux intégralement clos

Définition 8.33. SoitAunD.I et K := FrA.

a) L’anneau A’ des entiers de K sur A (c’est-2-dire la fermeture intégrale de A dans FrA)
est appelé la cloture intégrale de A dans K.

b) SiA =A’, on dit que A est un anneau intégralement clos.

Exemple 8.34. ’anneau Z est intégralement clos, car la cloture intégrale de Z dans @
est ANQ = Z (Cor. 8.14).

Théoréme 8.35. Si K est un corps de nombres (Déf. 8.1), alors I'anneau D = ANK est
intégralement clos.

Démonstration. D, sous-anneau du corps K, est un D.I. et K est le corps des fractions de
D (Th. 8.30).

Vérifions que tout élément o de K, entier sur D, appartient 3 D.

En effet, a € K implique o € Q et si & est entier sur D, il existe alors, un polyndme
unitaire f(X) € D[X] tel que f(ax) =0. Or, D = ANK, par suite,

f(X) e A[X],donc o € A (Th. 8.16),d’ov x € ANK =D. O

Proposition 8.36. Tout anneau factoriel est intégralement clos.

Démonstration. Soit A un anneau factoriel ; A est donc un D.I. ([13], Déf. 7.87). Soit
K :=FrA et A’ la cloture intégrale de A dans K (Déf. 8.33). Etant donné o € A"\ 4, il
existe, dans A, des éléments non tous nuls ¢;, (1 <i<n—1),n € N,
tels que

o+, 0" b e oy =0. (8.9)

aecA\A = a=g, (a,b) EAXA*, b U,, anb=1

alors (8.9) <= a"+b(c, ;@ '+ +c,ab" 2 +cp" ') =0.

On en déduit que b | @ dans I’anneau factoriel A, ce qui contredit les hypothéses aAb = 1
etbgU,,donc o € A.
La réciproque de ce théoréme est fausse (Ex. 4., Ch. 8). |
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Corollaire 8.37. Tout domaine principal, donc tout anneau euclidien, est intégralement
clos.

Démonstration. Cette propriété résulte directement de la Prop. 8.36, puisque tout anneau
euclidien est un D.P. et tout D.P. est anneau factoriel ([13], Ch. 5). O

C. Anneaux de Dedekind

Définition 8.38. On dit qu’un domaine d’intégrité€ A est un anneau de Dedekind , si
i) A est noethérien et intégralement clos.
ii) Tout idéal premier non nul de A est maximal.

Exemple 8.39. 1) Z est un anneau de Dedekind.

En effet, Z est un D.I. noethérien (car principal, [13], p.54) dans lequel tout idéal premier
non nul est maximal ([13}, Th. 2.66). De plus Z est intégralement clos (Exemple 8.34.)
2) L'anneau D des entiers d’un corps de nombres K, est un anneau de Dedekind (Th. 8.30
et 8.35).

Remarque 8.40. a) La condition « tout idéal premier non nul est maximal » est vraie
dans tout D.P. ([13], Th. 2.66), mais il existe des anneaux de Dedekind non principaux,
car non factoriels (Ex. 4., Ch. 8).

b) La condition ii) de la Déf. 8.38 montre qu’un corps n’est pas un anneau de Dedekind.

D. Idéaux fractionnaires d’un D.I.
1/ Monoide des idéaux d’un D.I.

Définition 8.41. On appelle monoide, tout ensemble muni d’une loi de composition in-
terne associative, pour laquelle il existe un élément neutre ([12], Déf. 1.1).
Si, de plus, la loi de composition est commutative, alors le monoide est dit commutatif,

On rappelle ([13], Prop. 2.20) que, ’ensemble J des idéaux d’un anneau unitaire, com-
mutatif, est muni d’un produit, tel que

VI, L) €IxT, LL={) xx ;x €L,x €L}

finie

Le produit des idéaux d’un anneau unitaire, commutatif A est associatif et commutatif

(113], Déf. 2.19, Prop. 2.22, Rem. 2.23); de plus, pour tout idéal / de A, on a
IA=AI=1

On en conclut que ’ensemble des idéaux d’un anneau unitaire, commutatif, muni du

produit des idéaux, est un monoide commutatif.

Lemme 8.42. Tout idéal propre, non nul d’un D.I. noethérien A (qui n’est pas un corps)
contient un produit d’idéaux premiers non nuls de A.

Démonstration. En vue d’un raisonnement par I’absurde, on suppose que la famille
des idéaux propres, non nuls de A, ne contenant pas un produit d’idéaux premiers non
nuls, est non vide ; ceci implique, en particulier, qu'un idéal quelconque I € T n’est pas
premier.

L’anneau A est noethérien, donc la famille T, ordonnée par I’inclusion, contient un é1é-
ment maximal, [, ({13], Déf. 2.79).

L’idéal I, n’est pas premier, par suite, il existe x,y dans A \ I, tels que xy € I,
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I, étant maximal dans T, les idéaux Ax + I, et Ay + I, n’apparticnnent pas a la famille 7,
par suite, chacun d’cux contient un produit d’idéaux premiers non nuls, soit :

PP,...P,CAx+1l,, 0,0,...0; CAy+I,
xy € Iy = (Ax+1))(Ay+1,) C Iy => P,P,...P.Q,Q, ... Qs C I,,

ce qui est en contradiction avec la condition I, € T, d’ou le lemme. O
2/ Monoide des idéaux fractionnaires d’un D.L

Définition 8.43. Soit A un D.I. et K := FrA. On appelle idéal fractionnaire de A, tout
sous-A-module J de K, tel qu’il existe ¢ € A* = A\ {0} vérifiant J C ¢ 'A.

Remarque 8.44. a) Dans les conditions de la Déf. 8.43,
JCc A < cJCA,

ce que I'on peut exprimer, en disant que les éléments de 1’idéal fractionnaire J C K ont
un dénominateur commun, c.

I:=cJ est alors un idéal de A.
b) Tout idéal de A est un idéal fractionnaire de A.
¢) Pour un idéal fractionnaire J de A, I’élément ¢ € A* vérifiant
¢J C A, n’est pas unique, car

¢JCA=acJ CA,VacA*.

Exemple 8.45. Les idéaux fractionnaires de I’anneau Z sont les gZ, pour g € Q.

J désignant 'ensemble des idéaux d’un domaine d’intégrité A, on notera F I’ensemble
des idéaux fractionnairesde A. OnaJ C .
Pour J,,J, dans T, il existe ¢,,c, dans A* et I}, I, dans J tels que
Jo=c'l, et L=c'L.
On définit alors le produit des idéaux fractionnaires J,, J,, par

Iy = (c,¢,) 1L,

On vérifie facilement que, relativement a ce produit, I’ensemble F est muni d’une struc-
ture de monoide commutatif induite par celle de I’ensemble J (voir par. 1.).

Proposition 8.46. Soit Aun D.I. et K :=FrA.

1) Tout sous-A-module de type fini de K est un idéal fractionnaire de A.

2) Si A est noethérien, alors, tout idéal fractionnaire de A est un sous-A-module de type
finide K.

Démonstration. 1) Soit J un sous-A-module de type fini de K et {x,,...,x,} une partie
génératrice finie de J ; alors, J = Z Ax,.

1<i<n
a.
Vi(1<i<n),x,cK=x,= _b_l-’ (a;,b;) EAxA*,a;Ab;= 1.
]
c:= H b= c#0ectcx; € AVi(1 <i<n),
1<i<n

= c#OetcJCA,

donc J est un idéal fractionnaire de A. On a ¢J = I, ol I est I’idéal de type fini de A,
engendré parles x, :=cx;, 1 <i<n.
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2) On suppose A noethérien. Soit J un idéal fractionnaire de A ; montrons que J est un
sous-A-module de type fini de XK.

En effet, il existe ¢ € A* tel que J C ¢ 'A; ¢~ 'A est un sous-A-module de K, isomorphe
2 A, donc de type fini, par suite ¢ ~'A est un A-module noethérien ([13], Cor. 3.80), ce qui
entraine que J, sous-A-module de ¢~ 'A, est de type fini ([13], Th. 3.76). [

E. Idéaux fractionnaires d’un anneau de Dedekind

Dans tout ce paragraphe, on désigne par D, un anneau de Dedekind et K := FrD.
Les lemmes suivants ont pour but la preuve des Th. 8.50 et 8.51
Etant donné un idéal 7 de D, on pose

I'={acK; al CD}. (8.10)
On remarque que pour des idéaux I,,1, de D,
LCL=LCI. 8.11)

Lemme 8.47. a) Pour tout idéal I de D, I est un idéal fractionnaire de D tel que
DCYI et |II' estunidéal de D.
b) Si I est un idéal propre, non nul de D, alors DG I'.

Démonstration. Le cas I = (0) est trivial, on suppose I # (0).
a) On vérifie que I’, défini par la Rel. (8.10), est un sous-D-module de K, contenant D.
D’autre part, pour tout ¢ # 0, dans 7, on a ¢I’ C D, donc I’ est un idéal fractionnaire de D
tel que II' C D et I’ est un idéal de D.
b) On suppose I non nul et I # D. Il existe alors un idéal maximal M de D, contenant
I ([13], Cor. 2.71). Soit M’, I'idéal fractionnaire de D associé a I'idéal M (Rel. 8.10).
D’aprés le résultat a) et la Rel. (8.11), 0na

ICM=DCMCTr.
Pour prouver que I’ # D, il suffit de montrer, que pour I'idéal maximal M, ona M’ #D.
Soit a # 0, dans M ; d’aprés le Lem. 8.42., I'idéal principal (a) contient un produit
d’idéaux premiers,nonnuls, P, 1 <i<rdeD:

PP,...P,C{a)C M. (8.12)
Or, I’idéal maximal M est premier ([13], Cor. 2.64), par suite ([13], Prop. 2.55),

PP,..P,CM=3di(1<i<r)telque ,CM.

Moyennant, éventuellement, une permutation des indices i, on peut supposer P, C M.
Dans I’anneau de Dedekind D, tout idéal premier non nul est maximal (Déf. 8.38), donc
PCM=P =M
D’ autre part, si I’on suppose que, dans la relation (8.12), I’entier > 1 est minimal, ¢’est-
a-dire que tout produit d’idéaux premiers, non nuls, inclus dans (a), comporte au moins r

facteurs, alorson a
MP,...P,C(a) et P,...P. ¢ (a).
On en déduit qu’il existe b € D, tel que
beP,...P. et b¢(a).
MMC(a)=aD=a '"bMCD=—=a'beM.
Mais, bgaD=—a 'b¢gD, dou M #D.
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Lemme 8.48. Soit I est un idéal non nul de D et T une partie non vide de K, alors
TICI==TCD.

Démonstration. L’anneau de Dedekind D est noethérien (DéEf. 8.38), par suite,
I'idéal I # (0) est de type fini ; supposons
I'=(x;,%y,...,%n), avec, Vi(l <i<n),x;#0dansD.
Soit o € T, 'hypoth¢se implique af C I; alors, pour i, 1 <i < n, il existe des éléments
bijEDgK, 1 <j<n,tels que

ax,= Y byx; (8.13)
1<j<n

Ainsi, {x,,...,x,} est une solution du systtme homogene de n équations linéaires sur

D C K, A ninconnues, dont la i#™¢ équation est

Y (8;a-b;)X;=0.

1<j<n

On en déduit (par un raisonnement déja utilis€ dans la preuve du Th. 8.10) que « est
racine d’un polyndme unitaire de D[X]; or, I’anneau de Dedekind D est intégralement
clos (Déf. 8.38), donc & € D. O

Lemme 8.49. Tout idéal maximal M de D est inversible dans le monoide commutatif F
des idéaux fractionnaires de D.

Démonstration. Soit M un idéal maximal de D et M’ I’idéal fractionnaire qui lui est
associé (Rel. (8.10)). Démontrons que, dans le monoide F, dont I’élément unité est D, on
aMM =D.
D’aprés le Lem. 8.47, on a D & M et MM’ est un idéal de D, alors,

(DEM et M=MD) = MC MM CD.
Or, M est un idéal maximal, d’out

MM =M ou MM =D.
D’apres le Lem. 8.48, Pégalité MM’ = MM = M entraine M’ C D, ce qui contredit le
Lem. 8.47. On en conclut que
MM =D.

Ainsi, M/ est Uinverse de I'idéal maximal M dans le monoide commutatif F. O

Théoréme 8.50. Le monoide des idéaux fractionnaires non nuls d’un anneau de Dedekind
est un groupe abélien.

Démonstration. On conserve les notations précédentes.
1°) Démontrons que pour tout idéal I # (0) de D on a II' = D, I étant I’idéal fractionnaire
défini par (8.10).
La propriété a €té prouvée dans le cas ol J est maximal (Lem. 8. 49).
Supposons que I’ensemble, noté E, des idéaux non nuls I de D, pour lesquels 77’ # D, soit
non vide.
L’anneau de Dedekind D étant noethérien, ’ensemble E contient au moins un élément
maximal, que I’on note 1.
D’aprés le Lem. 8.47, I n’est pas un idéal maximal de D, donc il existe un idéal maximal
Mde Dtel que

I¢M.
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Soit M’ I’idéal fractionnaire associé & M par la Rel. (8.10). En appliquant les lemmes
précédents on obtient

DM Cr=I1CIM CII'CD.
I C IM C D montre que IM’ est un idéal de D contenant /.
On ne peut avoir I = IM’, car, d’apres le Lem. 8.48, cette égalité entrainerait M’ C D, ce
qui contredit le Lem. 8.47, d’ob 1 & IM'.
La maximalité de / dans E implique IM' ¢ E, donc

MM =D, (8.14)

olt (IM’) est 'idéal fractionnaire associé a I'idéal IM’, par la Rel. (8.10).
Compte tenu de la définition de I’, 1a Rel. (8.14) entraine
M,(IMI)I g I’,

d’ou I’on déduit

DCII'CD = 1II'=D,
ce qui est contraire a I"hypothése 71’ # D.
On en conclut que E = @, donc tout idéal non nul 7 de D est inversible dans le monoide F
et son inverse est 1’idéal fractionnaire I'.
Désormais, pour tout idéal 7 non nul de D, on utilisera la notation I™! a la place de I'.
2°) Considérons le cas d’un idéal fractionnaire quelconque, non nul, J de D. Il existe
¢ € D* tel que

J=c¢", ou Iestunidéal de D; alors,

(™Dl YY=1I"' =D,
entraine que J = ¢~ I est inversible dans le monoide Fet J~! =c/ 1.
Ainsi, ¥, muni du produit des idéaux fractionnaires, est un groupe abélien. O

Théoréme 8.51. Soit D un anneau de Dedekind, F le groupe de ses idéaux fractionnaires
et P ’ensemble de ses idéaux premiers, non nuls; alors, tout J # (0) dans F s’écrit, de
fagon unique (a I’ordre prés des facteurs)

J =[P, (8.15)
PeP

ou les np(J) sont presque tous nuls dans Z.

Démonstration. 1°) Montrons, que tout idéal non nul de D est un produit d’idéaux pre-
miers de D. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; alors, I’ensemble, désigné par L, des
idéaux non nuls de D, qui ne sont pas produit d’idéaux premiers est non vide.
L’ anneau de Dedekind D est noethérien (Déf, 8.38), donc X contient au moins un élément
maximal, que nous notons /. La définition de ¥ implique que I’idéal non nul I n’est pas
premier, donc n’est pas maximal. Par suite, il existe un idéal maximal M de D, tel que
I1¢M.
Moyennant le Lem. 8.47 et la définition de I’inverse d’un idéal non nul (Cf. la preuve du
Th. 8.38) on a,
DEMICIi=rI1gImM'CD.

IM~! est donc un idéal non nul de D contenant strictement 7. La maximalité de 7 dans £,
implique que IM~! ¢ ¥ ; alors IM~! est un produit d’idéaux premiers non nuls P,...P,
et

IM!=PP,. . .P,=>I=PP,...PM.
L’idéal maximal M est premier, donc 7 est un produit d’idéaux premiers, ce qui contredit
Uhypothese, I € £, d’ou nécessairement, X = @.
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On en conclut, qu’un idéal non nul, quelconque, I de D, peut s’écrire
I=PP,.. P, (8.16)

ol, pour tout i, 1 < i < n, P, est un idéal premier, non nul de D.
Vérifions [’unicité de la relation (8.16), a I’ordre prés des facteurs.
Supposons que I'on ait une autre factorisation de [ :
I= Q1Q2~-~Qma

oules Q s 1 < j < m, sont des idéaux premiers, non nuls et m # n ; par exemple, m < n.
On a I’égalité

PP,...P,=0,0,...0n.
Les propriétés des idéaux premiers ([13], Prop. 2.55), donnent alors

PP,...P,CP = 0,0,...0nCP,
=3, 1< j; < m, tel que, le cP.

Mais dans P'anneau de Dedekind D, tout idéal premier, non nul, est maximal, par suite,
0] = P, ; de plus, P, est inversible dans F (Th. 8.50), il en résulte que

PP..B=P( [ @)=r. A= ][I o
1<j<m, j#j, 1<j<m, j#j,

En réitérant le raisonnement pour i = 2,...,m, on peut dire que, pour tout i{1 < i < m),
il existe j; € {1,2,...,m} tel que Q; = F;, d’ol I'on déduit que

P P

 1Psa-- Pa=D.

Cette égalité implique : D C P, Vi(m+1 < i < n), ce qui est impossible, puisque les P,
sont, par définition, des idéaux propres de D. On en conclut que m = n.
L application i — j; définit alors une permutation o de {1,2,...n} telle que, pour tout
i(1<i<n),P= Qo(i).
2°) Soit J un idéal fractionnaire non nul de D ; il existe un idéal non nul I de D et c € D*
telsque cJ = 1.
L’idéal ¢D, engendré par ¢ # 0, est inversible dans le groupe F (Th. 8.50), ce qui permet
d’écrire

J=(cD)7'I
D’apres la premiére partie de la preuve, les idéaux ¢D et I sont, de fagon unique, des
produits d’idéaux premiers inversibles dans J :

(¢D=PP,...P, 1=0,0,...0;) = J =P 'P; 1. ..P7'0,0,...0;,
d’oti ’on déduit I’égalité (8.15) de I’énoncé. (]
Proposition 8.52. Soit I et J deux idéaux, non nuls, d'un anneau de Dedekind D, tels que
1=]] D = I1 pretd)

Pc? Pc?

ot les np(I) et np(J) sont presque tous nuls dans N ; alors,
Dnp(17) = np(I) +np(J).
2)ICT <= np(I) > np(J),VPEDP.
31 +J =T1pepP", INJ =T1ppPHr,
ou, pourtout P € P,
Ve =min(np(I),np(J)) et pp=max(np(I),np(J)).
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Démonstration. 1) Compte tenu de I’unicité de la factorisation d’un idéal de D (Th. 8.51),
les hypothéses impliquent immédiatement le résultat énoncé.
2) D’apres le Th. 8.51, les idéaux 7 et J sont inversibles dans F et

IC] < 1IJ''CD
< [ pre)-netd) C p.
Pc?
<> np(l)—np(J)>0,VPEP.

3) I+J estI’idéal de D engendré par 1UJ ([13], Prop. 2.13.), c’est donc, relativement a
I’inclusion, le plus petit idéal de D, contenant I et J, ce qui entraine, moyennant le résultat
2) précédent,

VP eDP, np(I+J)=min(np(Il),np(J)).

INJ est, relativement a I'inclusion, le plus grand idéal de D contenu dans I et J ; alors, &
I’aide du résultat 2), on obtient

VP e D, np(INJ) = max(np(I),np(J)). O

Les résultats du Th. 8.51 et de la Prop. 8.52 conduisent a définir une notion de divisibilité
dans I’ensemble des idéaux non nuls de D.

Définition 8.53. Etant donné deux idéaux, non nuls, I et J d’un anneau de Dedekind D,
on dira que J divise I (noté J | I), si I CJ.
On a alors

J|I <= ICJ <= np(I) > np(J), VPP 8.17)

Remarque 8.54. Moyennant le Th. 8.51, la Prop. 8.52 et la Déf. 8.53, on peut considérer
que deux idéaux non nuls / et J, de D, ont un p.g.c.d. et un p.p.c.m. En effet, en défi-
nissant ces notions, comme elles 1’ont ét€ dans un D.I. et en particulier, dans un anneau
factoriel ([13], Ch. 5), on vérifie que

IetJ ont I+Jpourp.g.cd. et INJpourp.p.cm.

6. Norme d’un idéal d’un anneau d’entiers algébriques
A. Propriétés préliminaires

Rappels relatifs aux les groupes abéliens libres (ou Z-modules libres) de type fini ([12],
Ch. 8).
Soit G un groupe abélien libre de type fini, de rang n > 1. Par définition, une base de G
est une base du Z-module libre G.
1) Sib et b’ désignent deux bases de G, alors le déterminant de la matrice de passage de
bab estégal a +1.
2) Tout sous-groupe H non nul de G est abélien libre de rang m < n et
G/H estfini < m=n.

Si rang(H) = m < n = rang(G), alors ([12], Th. 8.54), il existe une base {u,,..,un} de G
et des entiers A, .., by, dans N*, tels que

{huy,. .., hmity,} estune basede Heth; | b, Vi(1 <i<m—1).
Dans le cas o m = n, on a ([12], Th. 8.57),

G/H ~ [[ Z/hZ, dou card(G/H)=hh,...h,. (8.18)

1<i<n
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Proposition 8.55. Soit G un groupe abélien de rang fini et H un sous-groupe de G, tel
que rang(H) = rang(G) =n > 1.
On suppose que {x,,...,x,} et {y,,...,yn} Sont, respectivement, des bases de G et de H,
telles que

Vi(1<i<n), Z a;;X;, a;; € L,Vi, j,

1<j<n

alors, pour la matrice A = (a;;)px € Myyn(Z), 0n a
| detA |= card (G/H). (8.19)

Démonstration. Compte tenu des hypothéses et du Rappel 2) ci-dessus, il existe une base
{u,,...,us} de G et des entiers h,, ..., h,, dans N*, tels que

{hyu,,... ,houn} estune basede Heth; | b, Vi(l <i<n—1).
Pour tout i, 1 < i < n, posons

vi:=hiui, z b,j 0 Z Cl} j?

1<j<n 1<j<n

i+1°

ol tous les coefficients b, ;, ¢; ;j sont dans Z. Soit

!]’

h 0 0 0
0 h O 0

B:=(b;)pxny C:=(Cijluxn» M:=] 1 O
.. 0

0O 0 0 O h,
Par hypothese A = (a;;) ,x €5t 1a matrice de passage de la base
{xy,+..,%,} de G, 2 la base {y,,...,¥} de H.
D’autre part, B est la matrice de passage de la base {x,,...,x,} & labase {u,,...,u,} de
G et C est la matrice de passage de la base {v,,...,v,} 2 labase {y,,...,yn} de H, onen
déduit que
A=CMB, d’ou detA=detCdetMdetB.
Or, on a (Cf. Rappel 1), ci-dessus),
detB=+1 et detC=+1.
On en conclut (Rel. (8.18)) que
| detA |=|detM |=hyh,...h, = card (G/H).
O

Exemple 8.56. Soit G un groupe abélien libre de rang 3; {x,y,z} étant une base de G,
soit H le sous-groupe de G engendré par {u,v,w}, ol

u=2x+y—z 2 1 -1
v=3x-y+5z = |3 -1 5 |=48.
w=x+4y 1 4 0

On a48 # +1, donc {u,v,w} est une base de H, qui est un sous-groupe propre de G (voir
Rappel 1) et Prop. 8.55) et
rang(H) = rang(G) —> G/H finiet card G/H =48.
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B. Norme d’un idéal, non nul, d’un anneau D

Dans tout ce paragraphe, D désigne ['anneau des entiers algébriques d’un corps de
nombres K (Déf. 8.4). On suppose [K : Q] =n > 1; alors D est un groupe (additif) abélien
libre de rang fini, égal a n (Th. 8.25).

Proposition 8.57. Dans I'anneau D des entiers d’un corps de nombres, pour tout idéal
non nul, I, D/I est fini ; par suite (I,+) est un sous-groupe abélien libre de (D,+) tel
que rang(l) = rang(D).

Démonstration. Par hypothése (I, +) est un sous-groupe du groupe abélien libre de rang
fini (D, +); on suppose rang (D) =n> 1.

Considérons le cas ou I est un idéal principal de D, donc I = aD, o # 0.

L’application my : D — oD telle que, quel que soit x € D, my(x) = ox, est un Z-
isomorphisme, par suite, @D est un sous-groupe abélien libre de D, de rang n. On en
déduit que D/ oD est fini (Rappel 2), ci-dessus).

Dans le cas ou / est un idéal, non nul, quelconque de D, considérons un élément o # 0
dansI.Ona aD CI1C D, d’ob ([13], Th. 2.41)

D/I =~ (D/aD)/(I/aD)
et (D/aD fini) = (I/aD) fini) = D/I fini.

(I,+) est alors un sous-groupe abélien libre de (D, +), de rang n. a

Corollaire 8.58. Les hypothéses sont celles de la Prop. 8.57.
a) Pour tout idéal premier, non nul, P de D, D/P est un corps fini.
b) Si K = Q(a), oi a € D (Th. 8.20), alors

card (D/aD) =| Ny qola) |

Démonstration. a) D est un anneau de Dedekind (Exem. 8.39.), alors tout idéal premier,
non nul, P de D est maximal (Déf. 8.38), donc D/P est un corps fini (Prop. 8.57.).
b) @ € D =ANQ, donc p(X) := Irrg(e,X) appartient a Z[X] (Th. 8.13.).
Si[K:Q]=net
pa(X)=X"+a, X" '+ +a,X +a,,
alors, Ny.q (@) €tant le produit des conjugués de @, donc des racines de pq (X)),
Ny gla)=(-1)"a, € Z.
D’autre part, les hypothéses entrainent que b := {1,a,a?,...,a" 1} est une base de
K sur Q, mais le polyndme py(X) étant de degré n dans Z[X], on en déduit que b
est une base entiére (DEf. 8.26.) de K, c’est-a-dire une base du groupe libre (D, +) et
b :={a,a?,...,a"} est alors une base du sous-groupe aD de (D, +).
Soit M, ,, la matrice de passage de la base b de D a la base b’ de oD ; d’apres la Prop.
8.55,ona
card(D/aD) =|det (M) | .

0 0 cen 0 _ao
1 0 ve 0 _al
detM,, =0 "-. . : : = (—1)"a,,

00 01 —a,,
d'ob card (D/aD) =| Nyo(@) |- ]
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Définition 8.59. Soit D I’anneau des entiers d’un corps de nombres et 7 un idéal, non nul,
de D; on appelle norme de I, Ientier positif, noté N(I), défini par

N(I):=card (D/I).

Remarque 8.60. 1’ appellation « norme d’un idéal », utilisée dans la Déf. 8.59, se justifie
par le résultat b) du Cor. 8.58., qui correspond au cas ou I’idéal 7 est principal.

Théoréme 8.61. Soir D I’anneau des entiers algébriques d’un corps de nombres; si I et
J sont deux idéaux non nuls de D, alors

N(IJ) = N(N(J). (8.20)

Démonstration. Compte tenu de la factorisation unique d’un idéal non nul de D, en un
produit d’idéaux premiers non nuls (Th. 8.51), il suffit de prouver la relation

N(IP) = N(I)N(P), (8:21)

ou P est un idéal premier non nul de D.
Le 3™ théoréme d’isomorphisme ([13], Th. 2.41) implique

D/I = (D/IP)/(I/IP).

On en déduit que
card (D/I) = card (D/IP)card (I/IP). (8.22)

Démontrons que card (I/IP) = card (D/P).
La factorisation unique (Th. 8.51) implique 7 # IP,donc IP & I.
Vérifions qu’il n’existe aucun idéal J de D, strictement compris entre 7P et I. En effet,
supposons
IPCJCLI
L’idéal non nul I étant inversible (Th. 8.50), on a

rUpcrlycrir doncPCcr1'yco.

Or, dans (D, P est un idéal maximal (Th. 8.30), d’ou,
I"\J = Poul 'J =D etpar suite, J = Tou] = IP.
Il en résulte que, pour touta € I\ IP, on a
IP+ <a>=1,
< a > désignant I’idéal de D engendré par a.
Soit 8 : D — I/IP tel que 6(x) =Xa :=IP+xa,Vx € D.
0 est un morphisme de D-modules, qui est surjectif, puisque I = IP+ < a > . On vérifie
que Ker 0 = P, par suite,
D/P~1/IP.
La relation (8.22) implique alors
N(IP) = N(I)N(P),
entrainant la relation (8.20). O

Nous terminerons ce chapitre par un exemple de factorisation d’un idéal, dans un anneau
d’entiers algébriques (Cf. Th. 8.51).
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Exemple 8.62. Soit D I’anneau des entiers algébriques de Q(+/~17) ; on vérifie que (voir
Ex. 2., Ch.8)
D =Z[V-17)={a+bv—17; a,bdans Z}.
Soit < 18 > I’'idéal de I’anneau D, engengré par 18.
On remarque que, dans D, on a
18=233=(14+V/-17)(1-v/-17).
Soit P, :=<2,14++/—17 > I'idéal de D engendré par2 et 1 ++/—17;
1-v-17=2-1+V-17T= (1-v-17)€P,,

alors, 18= (1++/=17)(1 — V/=17) = 18 € P?;

d’ot, <18>CP} < P}|<18> (Déf8.53).
Démontrons que P, est un idéal premier de D, donc maximal, car D est un anneau de
Dedekind (Exemple 8.3).
Un élément x € P, s’écrit,

x=2(a+bv-17)+(1++vV-1T)(c+dvV/—-17),
ou, a,b,c,d sont dans Z; d’ ol
x=_2a+c-17d)+ (2b+c+d)v/-17.
Enposant r:=2a+c—17d et s:=2b+c+d, ona
r—s=2{(a—b—9d) € 2Z.
On en déduit (2 vérifier par le lecteur) que, pour r et s dans Z,
x=r+sv-17€ P, <= r—sec2Z

On en déduit que P, # D et pour prouver que P, est un idéal maximal, montrons que le
quotient D /P, est un corps ([13], Th. 2.62). Considérons le diagramme :

1
D/P, T, Z/27
ol 7T, et o; sont les morphismes canoniques et quel que soit 7 +s+/—17 dans D,
filr+sv/—=17)=r—s5.0na
Ker(o, 0 f,) =P, et o, o f, surjectif,
ce qui entraine I’existence de I'unique isomorphisme f, ([13], Lem. 2.37) tel que
fioem =o0y0f;.
Ainsi D /P, est un corps isomorphe Z/2Z, d’oui P, idéal maximal, donc premier dans D.
On considere de méme les idéaux
P, :=<3,1++v/-17> et P;=<3,1-v/-17>.
Onal8cP} et 18cP?, don
<18>CP? < P?|<18>,i=23.
Comme dans le cas de I'idéal P,, on vérifiera que, pour x = r +sv/—~17dans D, on a
XEP, < r—s€3Z et x€P; < r+sc3i.
Pour i = 2,3, on définit alors, les applications f; : D — Z telles que,
Hr+sy—=1T)=r—s et fi(r+sv—-1T)=r+s.
Les diagrammes semblables 2 celui utilis€ pour P, conduisent a I’exitence d’isomor-
phismes f; de D/P, sur le corps Z/3Z ; par suite, P, et P; sont des idéaux maximaux,
donc premiers dans D.
Les résultats précédents entrainent que PEP#P} | < 18> .
SiI’on suppose < 18 >## PZP#PZ, alors il existe un idéal non nul 7 de D tel que
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<18>=P:P}P}I
Calculons la norme des idéaux constituant chacun des deux membres de 1’égalité précé-
dente. On doit avoir (Th. 8.61)
N(< 18 >) = N(P?)N(P3)N(P?)N(I).
Pour x =a+ b+v/—17 dans D, on a
x€< 18> < (a,b) € 18Z x 18Z,
d’ol
N(< 18 >)=card (D] <18 >) =182
D’autre part,
D/P,~Z[2Z => N(P,) =2,
etpour =23, D/P,~Z/3Z = N(P)=3.
1l en résulte que
N(P)N(P})N(P?) =2?323% = 182.
Par suite, N(I) = 1 implique I = D, d’oi: la conclusion :

<18 >= PP} P}

7. Exercices

1. On considere le corps quadratique Q(i), ol1 i2 = —1 dans C.
1°) Vérifier que tout @ € Q(i) s’écrit, de fagon unique,
a=a+bi; a,bdans@Q.
Pour & = a + bi dans Q(i), déterminer py(X) := Irrg(e, X).
2°) Soit D I'anneau des entiers algébriques de Q(i).
A tout @ = a+ bi dans Q(i), on associe @ := a — bi. Justifier 'implication :
aeED=Tq, a+x, a—a et o dans D.
Etant donné o = a + bi dans (i), on pose u := 2a, v :=2b ; montrer que & € D si et
seulement si
UEZ,vEZ et W+ v?=0 (mod 4).
En déduire que
D ={a+bi; a,b,dans Z} = Z[i].

2. Soit K := Q(V/d) une extension quadratique de Q ; on suppose d < —1 oud > 1 dans

Z et d non divisible par un carré.
Selon la convention habituelle,
sid >0, v/d désigne la racine carrée réelle positive de d ;
sid <0, vd =iv/—d, ot i* = —1dans C.
1°) Vérifier que tout o € K, s’écrit de fagon unique,

a=a+bVd;ab dansQ.
2°) Etant donné o = a+b+v/d dans K, on pose o’ := a— bvd
et N(a) := NK:Q(a).
On note D I’anneau des entiers algébriques de K.
a) Vérifier que o € D implique

a,oa+a,a—a’ dans D et N(a) dans Z.
b) Pour o = a+ bv/d dans K, on pose u :=2a, v:=2b.
Démontrer que o € D si et seulement si
UEZ,vEZ et u?—dv*=0 (mod 4).
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3°) Vérifier que les hypotheses impliquent d # 0 (mod 4) et prouver que
d#1 (mod4) = D =2Z[Vd]:={a+bVd; abdansZ}.
d=1 (mod4) = D= {g +§\/(7 ;u,v de méme parité dans Z}.

(Indication : Pour d =2, ou 3, ou 1, modulo 4, considérer u®> — dv? dans les
quatre cas suivants : u et v pairs ;  pair, vimpair ; u impaif, v pair ; « et v impairs.)

3. Soit K un corps de nombres et D 'anneau des entiers algébriques de K. On note
Uy, le groupe des unités de ’anneau D ([13], prop. 1.9.). Pour tout & € K, on pose
N(a) :=NK:Q(a).
1°) Pour a € D, prouver que

a €U, <= N(a)==*1.
En déduire que, pour o et  dans D,

o~ B = N(a)==£N(B).
[ ~ B signifie : o associé A B ([13], Déf. 5.11.)]
2°) On suppose K = Q(v/d), d < —1, dans Z et d non divisible par un carré.
Les résultats de ’Ex. 2. précédent sont supposés connus.
a) Prouver que
d=-1==Up={£],+i},oh ?=—1dansC;
d=-2== Uy ={xl1};
d=-3 = Up={£1,£j, +j2}, o j et j2 sont les racines cubiques non réelles de
’unité, dans C ;
d< -3 = Uy ={%1}.
b) Démontrer que, pour ¢ € D,

N(a) premier dans Z —> o irréductible dans D.

1+v-7 1—-v/-=7
3°) Dans le cas ot K = Q(+/—7), vérifier que + > et >
irréductibles de 1’annean D.
En déduire que 2 n’est pas irréductible dans D.

sont des éléménts

4. Soit K = Q(+/d) une extension quadratique de Q, ol 1’on suppose d < —1 dans Z, et
d non divisible par un carré.
Les résultats de I’Ex. 2. précédent sont supposés connus,
On note D I’anneau des entiers algébriques de K et Uy, le groupe des unités de D.
1°) Pour tout & € K, on pose N() := Ng.q(a).
Vérifier que o € D*:=D\ {0} = N(a) € N*.
2°) On suppose d € {—1,-2,-3,-7,—11} et soit

N:D—N
o +— N(a).

a) Montrer que « | B dans D* = N(a) < N(fB) dans N*.
b) Soit & = a +bv/d et B = r+sv/d dans D*.
Démontrer qu’il existe ¥ et p dans D tels que

a=By+p, avec p =0 ou N(p) < N(B) dans N*.
En déduire que, quelque soitd € {—1,—2,-3,—~7,—11}, I’anneau D est euclidien.
(Indications : utiliser la méme méthode que celle qui a permis de montrer que I’anneau
de Gauss est euclidien ([13], Exemple 5.75), en distinguant les casot d Z1 mod 4 et
d=1 mod4).
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Remarque : ona —5# 1 mod 4, donc I’anneau des entiers algébriques de Q(v/—5) est
Z[\/—_S], qui est un D.I. non factoriel ({13], p.145), donc non euclidien.
3°) Le but de cette question est de prouver que pour d < —11, I’anneau D n’est pas
euclidien.
En vue d’un raisonnement par I’absurde, on suppose que pour
d < —11, ’anneau D est euclidien relativement a un stathme
6:D* —N.
On note Uy, le groupe des unités de D.
Soit & € D* tel que & & U, et 6(cr) minimal dans N.
a) Etant donné B € D*, par hypothése, il existe ¥ et p dans D tels que
B=oay+p, avecp =00ud(p) < é(ax).

Montrer que la minimalité de 8( o) implique

p=0 ou p==£1.
En déduire que card(D/aD) < 3 et que par suite, N(ax) < 3.
b) Démontrer que les conditions N(a) < 3 et d < —11 entrainent une contradiction
avec 'hypotheése o & Uy, et conclure.
(Distinguer lescasou d £ 1 (mod 4) etd =1 (mod 4)).

5. Soit B un domaine d’intégrité (D.1.) et A un sous-anneau de B tel que B soit entier sur
A (Déf. 8.31).
Le but de I’exercice est de prouver que B est un corps si et seulement si A est un corps.
1°) On suppose que A est un corps. Soit b € B\ {0}.
a) Vérifier que A[b] := {f(b); f(X) € A[X]} est A-espace vectoriel de dimension finie.
b) Prouver que I’application

A[X] — Alb]
a+— bo

est A-lin€aire et bijective. En déduire que B est un corps.
2°) Réciproquement, on suppose que B est un corps.
Soita € A\ {0} et a~! I'inverse de a dans B. Prouver que a~! € A et conclure.

6. Soit p un nombre premier et @ € Q, une racine p®™€ primitive de I’unité. Pour tout
o € Q(w), on pose
T(a)= TQ(w):Q(a) et N(o)= NQ(w):Q(a).
1°) a) Rappeler quel est le polyndme Ier(w,X ) et préciser sa factorisation dans
qWx). ,
b) Montrerque T(@w) = -1, T(1) =p—1, et T(w/)=-1,
quel que soit j(1<j<p-—1).
En déduire que
T(1-0)=p=T(1- o), Vj(1<j<p-1).
c) Montrer que N(@) = (—1)?P7! et N(w~1)=(~1)?"!p.
En déduire que (1 -o)(1-@?) ... (1-w? ') =p.
2°) Soit D I’anneau des entiers algébriques de Q(@).
a) Vérifier que @ € D ; en déduire que p € (1 — @)D.
b) Prouver que (1 — @)D NZ est un idéal de Z et que
(1-0)DNZ=pZ.
(Indication : montrer que (1 — @)D NZ # pZ conduit A une contradiction.)
3°) Démontrer que pour tout & € D, ona
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T(a(l—w)) € pZ.
4°) Soitax € D.
a) Vérifier que o s’écrit de fagon unique .
o= Y a0,
0<j<p-1
oa; €QVj0<j<p-1)
Démontrer que T (o (1 — @)) = a,p ; en déduire que a; € Z.
b) Vérifier que ®! € D ; en déduire que (& — ay) o leD.
On pose o; := (a — ay) o1 ; démontrer que a, € Z, en utilisant la méthode qui a
permis de prouver que g, € Z.
¢) Montrer que pour tout j(0< j<p—1),onaa ;i € Z ; en déduire que
D =Z|ow] := a0 a.€Z VjO0<j<p-1)}
(0] {ogjg;—l 0/ a,€Z,Vj0< j<p-1)}
En conclure que {1,®,...,P "'} est une base entiere de Q(w) et que, quel que soit le
nombre premier p, Z[w) est un anneau de Dedekind.

7. Soit R un domaine d’intégrité (D.L), A un sous-anneau de R et S une partie multiplica-
tive de A ([13], Déf. 6.1.).0n note B la fermeture intégrale de A dans R.
1°) Démontrer que la fermeture intégrale de S~'A dans S™'Rest S~!B ([13], Ch. 6).
2°) Montrer que si A est un anneau intégralement clos (Déf. 8.33) alors, pour toute
partie multiplicative S de A, I’anneau localisé S~'A est intégralement clos.
3°) Démontrer que tout localisé S~'A d’un anneau de Dedekind A est un anneau de
Dedekind (voir [13], Prop. 6.16, 6.19 et Th. 6.21).

8. Le but est de prouver (Th. de Ramanujan-Nagell) que ies seuls couples (x,n) € Zx N
satisfaisant i 1’équation
P£4+7=2" (8.23)

sont (£1,3), (£3,4), (£5,5), (£11,7), (£181,15).

On considére le corps quadratique K = Q(v/~7); D étant I’anneau des entiers algé-

briques de K, les résultats (supposés connus) des Ex. 2., 3., 4., ci-dessus, impliquent
D {u +v/—7

y Y de méme parité dans Z}

et D euclidien.
1°) Montrer que les seules solutions de I’équation (8.23) pour lesquelles n est pair sont
(£3,4).
2°) On recherche désormais les solutions de (8.23), pour lesquelles n est impair.
a) On remarque que I’équation (8.23) n’a pas de solution pour n = 1 et que, pour n = 3,
on obtient x = £1.
On considére dans la suite, n > 3 et impair ; on pose alors
m:=n-2>1.
On écrit ’équation (8.23) sous la forme

2 +17
¥l _om (8.24)
4
On note que dans toute solution de 1’équation (8.24), x est nécessairement impair.
Montrer que (8.24) peut s’écrire

(- ()

8.25)
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Prouver que
(8.25) —> xiﬁ: i(li;/j)m; (8.26)
14+V/=T\m 1 —/=T\m
(8.26)=>i\/:’_/=( > )—( : ) 8.27)
VT 1—v=7

b) On pose a := IT et b=
On consideére le cas ou le signe du premier membre de I’équation (8.27) est + ; on a
donc

V-T=a"-b" (8.28)
En utilisant les relations a+b =1, a—b = /—7, ab = 2, démontrer que, dans 1’anneau
euclidien D,

(8.28) => a=a—b (mod b?).

En conclure que, dans le premier membre de 1’équation (8.27), le signe + est impos-
sible.
3°) Pour m > 1, dans N, on considére 1’équation

a) En utilisant la formule du bindme, prouver que
(829) = —2"'=m (mod 7). (8.30)

b) Etant donné que 2> =1 (mod 7), montrer que si m vérifie (8.30), alors, pour m’ > 1
dans N,
m =m (mod 21) = —2"~"'=m' (mod 7).
¢) Prouver que les seuls entiers impairs m, vérifiant (8.30) et pour lesquels 1 < m <21,
sont 3,5 et 13.
4°) a) Montrer que, pour m € {3,5,13}, I’équation (8.24) a des solutions, que I’on
déterminera.
En déduire les solutions correspondantes de 1’équation (8.23).
b) Vérifier que pourm € {3,5,13} et m’ € N,
(m' =m (mod 21) et m’ impair) = m’ =m (mod 42).

¢) On suppose m € {3,5,13}, m’ # m, dans N et m' =m (mod 42); le but de ce qui
suit est de prouver que 1’équation

24T _ o (8.31)

4

n’a aucune solution.
On suppose que 7%,k € N*, est la plus grande puissance de 7 divisant m’ — m.
Les notations étant celles de la question 2°, b), vérifier les relations suivantes, dans
I’anneau euclidien D.

a” = a'"(%)’"l""(l +V/=Ty (8.32)
(%)""—'" —-1=0 (mod 7**1); (8.33)
(A+vV=N)" "~ 1= —m)v/=7 (mod 7¥t1); (8.34)
o= % (mod 7). (8.35)
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En déduire, en utilisant la relation (8.32), que

’ —

' =an 2m'"\/—7 (mod 7%+1), (8.36)
, —

b= b mzm'”\/—7 (mod 7%*1). (8.37)

Démontrer qu’on a alors, m’ =m (mod 7%*') ; en déduire une contradiction avec
I’hypothése consernant 7% et conclure.



Chapitre 9
Résolution des équations par radicaux

Historique du probléme ([10], [45])

Les équations polyndmiales ont une longue histoire.
Des wables babyloniennes, datant de 1600 av. J.C., posent déja des problémes amenant
a la résolution d’équations du second degré; il est clair, d’apres les tablettes, que les
Babyloniens avaient des méthodes pour les résoudre, bien qu’ils n’aient pas de notations
algébriques pour exprimer leurs solutions.
Les Grecs de I'antiquité résolvaient les équations du second degré par des constructions
géométriques, mais il n’y a aucun signe de formulation algébrique, avant 100 ap. J.C.
Toujours grace a la géoméitrie, les Grecs avaient aussi des méthodes de résolution des
équations polyndmiales du 3% degré ; mais la résolution algébrique de celles-ci restent
longtemps inconnue, puisqu’ en 1494, Pacioli publie un traité arithmétique, dans lequel il
écrit que la résolution des équations
Bimx=n;+n=mx (metn entiers positifs),
est aussi impossible, compte tenu des connaissances « actuelles », que la quadrature du
cercle!
Cependant, les mathématiciens italiens de la Renaissance, principalement ceux de Bo-
logne, arrivent A résoudre algébriquement les équations du 3™ degré, i coefficients en-
tiers positifs (car les nombres négatifs n’¢taient pas encore utilis€s), en les ramenant aux
trois types suivants :
B+px=q, B=px+q, ¥+q=px
Plusieurs mathématiciens italiens se disputent alors la primauté de la résolution de ces
équations, que certains gardent farouchement secréte.
Finalement, en 1545, le physicien Girolamo Cardano publie, dans Ars Magna, 1a résolu-
tion compléte de ces équations, découverte, au moins une dizaine d’années auparavant,
par des mathématiciens de 1’époque, dont Niccolo Fonrana.
Dans Ars Magna, Cardano donne les fameuses formules exprimant les solutions des équa-
tions du 3¢ degré, citées plus haut ; par exemple, celle (attribuée a Fontana) qui donne
une solution de I'équation,
x4+ px=gq, ou petgq sontdes entiers positifs :

_ifa, P ¢, e P &
x—\/2+ 27+4+\/2 St T 9.1

Ce sont des formules de ce type (qu’ on a pris "habitude d’appeler Formules de Cardan)
qui permettent d’écrire les solutions d’une équation du genre X3 + pX + g = 0, a coeffi-
cients dans C ([13], Ex. 7, Ch. 8) et on sait, d’autre part, que toute équation polyndmiale
de degré 3, peut se ramener a cette forme canonique ([13], p. 277).

Ces formules nous ameénent 2 préciser le sens du Titre de ce Chapitre.
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Etant donné une équation polyndmiale a coefficients dans Q, par définition, résoudre cette
équation par radicaux, ¢’ est pouvoir exprimer ses solutions, 4 I’aide des seules opérations
suivantes : addition, multiplication, soustraction, division et extraction de racine.

Une expression algébrique, ainsi obtenue, sera dite radicale.

La publication de Cardano, Ars Magna, contenait aussi une méthode (due & Ludovico
Ferrari) de résolution par radicaux, d’équations de degré 4, obtenue en se ramenant a la
résolution d’équations de degré 3.

Dés 1545, il devient naturel de s’attaquer au probléme de la résolution des équations de
degré supérieur a 4, en particulier, de degré 5.

Plusicurs mathématiciens s’intéressent au proble¢me. Mais ce n’est qu’en 1770, que La-
grange (Louis Joseph de) franchit une étape importante, en montrant que les méthodes,
utilisées pour les équations de degré inférieur ou €gal a 4, tombaient en défaut pour celles
de degré 5.

Dés ce moment-13, I'idée, que toutes les équations du 57" degré n’étaient pas résolubles
par radicaux, était dans I’air.

C’est Abel (Niels Henrik) qui, en 1824, trancha la question, en démontrant, rigoureu-
sement, que 1’équation polyndmiale, dite générale (Déf. 9.26), du 5 degré, n’est pas
résoluble par radicaux.

Le nouveau probléme était alors, de savoir 2 quelle condition, une équation polyndmiale
de degré quelconque n > 4, est, ou non, résoluble par radicaux.

C’est Evariste Galois, qui, avant de mourir, en 1832, donna une réponse définitive a cette
question ; mais, comme nous I’avons signalé dans la Préface, ses travaux ne furent publiés,
qu’en 1843, par Joseph Liouville.

1. Extensions radicales

La notion d’extension radicale va permettre de formaliser algébriquement la notion de
polyndme résoluble par radicaux.

Définition 9.1. Une extension de corps L : K est dite radicale , si
L=K(a,0,,...,0,), meN, et
Vi(1<i<m), In,e N*; afl €k, a,,"ieK(al,az,...,aial). 9.2)

On dit que les €léments @, 1 <i < m, forment une suite radicale pour I’extension L : K.
Une extension K(a) : K sera dite simple radicale , s’il existe un entier n > 1 tel que
a"cKk.

Remarque 9.2. a) Une extension radicale est de degré fini.
En effet, dans le contexte de la Déf. 9.1, pour tout i (1 < i < m), posons
L,=K(a,,a,...,a) et Ly=K.

(LisLiy =1Ly (og): Ly et €L, ) = [L;: L, ] <o

Par suite, [L:K]= ] IL;:L_)] = [L:K] <.
1<i<m

L : K est de degré fini, donc algébrique (Th. 2.26).

b) Avec les notations précédentes, on a

K=LogL1§"‘ng_1ng, (93)
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Vi(l<i<m), L;=L_ (o) et a%€L

On en déduit I’énoncé suivant.
Une extension L : K est radicale si et seulement s’il existe une chaine de corps intermé-
diaires telle que (9.3), dans laquelle chaque extension L, : L,_, est simple radicale.

1> n; € N, 9.4

¢) On suppose que, dans la relation (9.3), pour tout i (1 <i < m), n; est minimal, c’est-a-
dire, est le plus petit entier non nul et positif vérifiant (9.2).
Par suite, si pour 1 <i <m, ’entier n; n’est pas premier et n; > 1, alors il existe un nombre
premier p; qui divise n; et

H,_, ::L,._,(ai”i) =L ,CH_,CL,.
On peut, dans ce cas, intercaler H;_, dans la chaine (9.3).
En réitérant ce processus, autant de fois qu’il est nécessaire, on aboutit & une chaine du
type (9.3), dans laquelle (moyennant une adaptation des notations), pour tout i (1 <i < m),
il existe une puissance premiere p; de (; qui appartienta L, ;.

d) Toute expression radicale, telle qu’on I’a définie dans 1’introduction historique, appar-
tient & une extension radicale de QQ ; par exemple

1 5
x=VIV3+V23 +4 +2\/_ = x € Q(a,,0,,05,04,0s), ob,

1+«
a?=7, =23, of=3+a, =5 o= Z“.

Cette remarque nous conduit & généraliser la notion d’équation polyndmiale résoluble par
radicaux, aux polyndmes a coefficients dans un corps K quelconque.
Dans I’étude qui suit, nous supposerons carK = 0.

Définition 9.3. Etant donné un corps K de caractéristique 0 et un polyndme f(X), non
constant dans K(X), on désigne par E, un corps de décomposition de f(X) sur K. On
dira que le polynéme f(X) est résoluble par radicaux , 5’il existe une extension R de E
radicale sur K.

Remarque 9.4. a) Dans la Déf. 9.3, on a K C E C R et il n’est pas nécessaire que E soit
radicale sur K.

b) La définition 9.3 implique que toutes les racines du polynéme f(X) sont exprimables
par radicaux ; mais il est possible qu’un polyndme soit tel que seulement certaines de ses
racines le soient. En effet, il suffit de prendre un produit de deux polynémes, dont ’un
seulement est résoluble par radicaux.

Cependant, si f(X) est irréductible sur K et si ’'une de ses racines est exprimable par
radicaux, les autres le sont aussi (Cf. Th. 2.16).

Définition 9.5. Etant donné f(X), non constant dans K(X) et E un corps de décompo-
sition de f(X) sur K, le groupe de Galois G(E : K) est appelé groupe de Galois du
polynome f(X) sur X.

Remarque 9.6. a) Dans la Déf. 9.5, le corps de décomposition E de f(X) sur K est défini
a un K-isomorphisme pres (Cor. 3.9) ; on admettra que le groupe G(E : K) est alors défini
4 un isomorphisme pres.

b) Si {a,,0,,...,0;} sont les racines distinctes de f(X) dans E, alors tout & € G(E : K),
est une permutation des @;, 1 <i < r (Rem. 7.11, d)). Par suite, G(E : K) est un sous-
groupe du groupe symétrique S, ([12], Ch. III).
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2. Polynomes résolubles par radicaux

A. Rappels concernant les groupes résolubles

La caractérisation des polyndmes résolubles par radicaux est liée a l1a notion de groupe
résoluble ([12], Ch. VII). C’est d’ailleurs cette question qui est & I’origine du qualificatif
«résoluble » donné a de tels groupes.

Rappelons qu’on appelle suite de composition d’un groupe G ([12], Déf. 7.1), toute chaine
finie de sous-groupes de G du type :

(1)=G,CG,_;C--CG,CGy, =G,

dans laquelie, pour touti(1 <i<n),ona G;<G,_,.
Les groupes G,_, /G, sont appelés les quotients de la suite.

On utilisera, essentiellement, les propriétés suivantes :

(1) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
i) G est un groupe résoluble.

i1) G a une suite de composition telle que tous les quotients de la suite sont abéliens ([12],
Th. 7.25).

iii) G contient un sous-groupe normal propre H tel que H et G/H sont résolubles ([12],
Th. 7.29).

(2) Si G est un groupe résoluble, alors tout sous-groupe et tout quotient de G est résoluble
({121, Th. 7.23).

(3) Pour n > 5, le groupe symétrique S, n’est pas résoluble ([12], Cor. 7.27).

B. Caractérisation des polynomes résolubles par radicaux
Le but de ce paragraphe est de prouver le résultat définitif obtenu par Galois :

Théoreme 9.7. Théoréme de Galois
Soit K un corps, de caractéristique 0, et f(X) € K[X]\ K, alors f(X) est résoluble par
radicaux si et seulement si son groupe de Galois est résoluble.

Cette assertion sera la conséquence directe du Th. 9.11 (Cond. necéssaire) et du Th. 9.12.
Dans tout ce qui suit, K désigne un corps de caractéristique 0, ce qui entraine que K est
un corps parfait (Déf. 3.25.), donc une extension, de degré fini sur K, est galoisienne si et
sculement si elle est normale sur K.

Lemme 9.8. Si, pour un entier n > 1, le polynéme X" — 1 de K[X)] est scindé sur K, alors,
pour tout a # 0 dans K, le groupe de Galois du polynéme X" — a est abélien.

Preuve : Voir Ex. 2., Ch 7.

Lemme 9.9. Soit F : K une extension galoisienne, de degré fini et F(Y) une extension
simple, radicale de F ; alors il existe une extension L de F telle que
a) L: F est radicale.
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b) L:F et L:K sontgaloisiennes.
¢) Le groupe G(L : F) est résoluble.
Si, de plus, on suppose G(F : K) résoluble, alors G(L : K) est résoluble.

Démonstration. On suppose K C F C F(y) C K, ot K est une cldture algébrique de K.
a) Soit n > 1 le plus petit entier tel ¥* € F. Posons

a, =Y, p(X) :=Irrg(0,X), etk:=degp > 1.

La condition car K = 0 implique que p(X) est un polyndme irréductible et séparable sur
K (Cf. Ch. 3). D’autre part, F : K est galoisienne, donc normale (Th. 7.27), alors p(X) est
scindé sur F. Soit

o;, (1 <i<n), leskracines distinctes de p(X) dans F.
Ona y" = @, et, pour tout i (2 < i < n), il existe 7, € K, tel que ¥ = o,
Soit @ € K une racine n®™ primitive de I'unit¢ de K. Posons ¥, := yet

Fy:=F(w), F;:=F(®,%,%,.--,%), Vi(1<i< k);L:=F,. 9.5)

Ona FCF,CF,C---CF,=L.

De plus, ®" = 1 implique que I’extension F;, : F est simple radicale et d’aprés la définition
des ¥, pour tout i(1 < i< k), F;: F,_, est simple radicale ; par suite, L = F), est radicale
sur F (Rem. 9.2, b)).

b) Soitg(X):= J] (X" —a,); q(X) € F[X], puisque les o; sont dans F. Les racines de
1<i<k
ce polynéme sontles @/y, 1< j<n, 1<i<k
Or, d’aprés ce qui précede, L= F(®,7,,1,---,%,) ; par suite, L est corps de décomposi-
tion de g(X) sur F, donc I’extension de degré fini L : F est galoisienne (Cor. 7.28).
D’autre part,
pX) =1Irrg(a,X) = [] (X—&) = p(X") = q(X) € K[X].
1<i<k
Soit m := [F : K]. Dans F, a, # 0 entraine I’existence d’une base B de F sur X telle que
B:={0,x5,...,Xm}.
On a alors (Rem. 1.25), F = K(¢;,x,,...,%n). Posons

Ps(X) :==Irry(x5,X),Vs(2<s<m) et f(X):=p(X)p,(X)...pm(X).

Par hypothése, F : K est normale, de degré fini ; on en déduit que F est corps de décom-
position de f(X) sur K (Déf. 3.13, Th. 3.15), d’oix

L=K(®,%,....%m, s Yss--»Y), car o ="M.
Ainsi, L est corps de décomposition, sur K, du polyndme séparable
g(X)p,(X)...pm(X), donc L: K est galoisienne, de degré fini.

¢) Par hypothese, F : K est galoisienne, de degré fini. D’autre part, avec les notations
utilisées précédemment, on a

Fy = F(o); or F(®) est corps de décomposition de X" — 1 sur F, donc Fy : F est galoi-
sienne, de degré fini.

Quel que soit i(1 < i < k), F; est corps de décomposition de X" — @ sur F,_,, par suite,
F;: F,_, est galoisienne, de degré fini.

Enfin, quel que soiti(1 < i< k), L= F(¥,4,---,%) implique que L est corps de décom-
position, sur F;, du polyndme
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hi(X) = (X"—a;,,
donc L : F, est galoisienne, de degr¢ fini.

On peut alors associer, a la chaine d’extensions de corps

X" —0,,) - (X" — ) ;

KCFCFK,CFC---CF =1L, 9.6)
la chaine de sous-groupes de G(L : K) :
(id)) CG(L:F,_;)---CG(L:F) CG(L:F)C G(L:K). ©.7

La chaine (9.7) est une suite de composition du groupe G(L : K) (Cf. Rappels, Par. A.
ci-dessus), car, compte tenu des hypotheses et des résultats précédents, on a, d’aprés le
Théoréme fondamental de Galois,

G(L:F)<IG(L:K), G(L:F,)<G(L:F), 9.8)
G(Fy:F)~G(L:F)/G(L:F,), (9.9
Vi(1<i<k), G(L:F)<G(L:F,_,), (9.10)
G(F,:F, ) ~G(L:F,_,)/G(L:F). ©9.11)

On a supposé car K = 0, on a donc aussi car F = 0 et par définition, F, = F(®), ou @ est
une racine n®™¢ primitive de 1’unité ; alors le groupe de Galois

G(F,: F) = G(F(®) : F) est abélien (méme preuve que dans le cas ou F = Q, (Cf.
Exemple 7.29, 2)).

D’autre part, la définition des F; (Rel. (9.5)) montre que, pour tout i(1 <i < k), F; est
corps de décomposition de X" — ¢; sur F;_; et que le polyndme X" — 1 est scindé sur
F._,. Deplus, d’apres le Lem. 9.8, le groupe G(F; : F;_,) est abélien.

Alors, des Rel. (9.9) et (9.11), on déduit que tous les quotients de la suite de composition
(9.7) sont abéliens, donc G(L : F) est un groupe résoluble (Rappels, Par. A.).

Si on suppose, de plus, G(F : K) résoluble, alors (Rappels, Par. A., i} <= iii)),

G(F :K)~G(L:K)/G(L:F) = G(L: K) résoluble. O

Lemme 9.10. Si M : K est une extension radicale, il existe, alors, une extension L de K,
contenant M, telle que
L : K est galoisienne, de degré fini, et G(L:K) est résoluble.

Démonstration. Par hypothese, M = K(A,4,,...4), s>1, et
Vi(1<i<s),3Inm, €N* telque AN €K, A%€K(A,Ay. .4 ).
Pour tout i, 1 <i <'s, on suppose I’entier n; minimal (Rem. 9.2, b)).
Soit @, une racine nf"'e primitive de ’unité de K. On pose F = K(®, ) ; alors F est corps
de décomposition de X" — 1 sur K, de plus il existe n, € N* tel que Al"l € KCF;par
suite,
F : K est galoisienne, de degré fini et F(A,) : F est simple radicale.
D’apres le Lem. 9.9., il existe une extension L, de F telle que
L, : F est radicale et galoisienne,
L, : K est galoisienne et le groupe G(L,; : F) est résoluble.
Or le groupe G(F : K) = G(K(®,) : K) est abélien, donc trivialement résoluble, par suite
(Lem. 9.9.), G(L, : K) est résoluble.
D’apres la construction de L; (Voir L dans la preuve du Lem. 9.9), on a
K(A)CL,.
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Considérons maintenant, les extensions K CL; CL;(4,);
L, : K est galoisienne de degré fini et L, (4,) est simple radicale,
il existe alors (Lem. 9.9), une extension L, de L, telle que
L, : L, estradicale et galoisienne,

L, : K est galoisienne et le groupe G(L, : L,) est résoluble.
Mais, d’aprés ce qui précede, le groupe G(L, : K) est résoluble, ce qui entraine (Lem. 9.9)
G(L, : K) résoluble.
D’aprés la construction de L, (Preuve du Lem. 9.9), on a

K(A,A4,) CL,.
Ainsi, de proche en proche, on arrive & une extension L de degré fini sur X telle que
K(Aj, Ay A) =M C L,

L; : K est galoisienne et le groupe G(L; : K) est résoluble.

On obtient I’énoncé du Lem. 9.11, en posant L := L;. O

Théoréme 9.11. Si f(X) € K(X)\ K est un polyndme résoluble par radicaux, alors son
groupe de Galois est résoluble.

Démonstration. On suppose que f(X) € K[X]\ K, est résoluble par radicaux (Déf. 9.3),
donc Il existe une extension radicale M : K telle que K C E C M, ou E désigne un corps de
décomposition de f(X) sur K. Le Lem. 9.10. implique alors I’existence d’une extension
L de M telle que
L : K est galoisienne, de degré fini et G(L : K) est résoluble.
L’ application du Théoréme fondamental de Galois (Th. 7.32.) aux extensions KCECL
donne
G(E:K)~G(L:K)/G(L:E).

Le groupe G(E : K) est alors résoluble, en tant que guotient d’un groupe résoluble (Cf.
Rappel (2), Par. A.). 0

Théoréme 9.12. Etant donné un corps K de caractéristique 0, soit L une extension de
degré fini, normale sur K telle que G(L : K) est résoluble ; alors, il existe une extension
R:Ltelle R : K est radicale.

Démonstration. 1'hypotheése carK = 0 entraine que L : K est séparable, par suite, L: K
est galoisienne de degré fini.

On démontre le théoréme, par récurrence sur n:= [L : K]. On pose G := G(L: K) et o(G)
désigne I’ordre du groupe G.

Si[L:K]=1,alors L=K etK est trivialement radicale sur K.

Pour [L: K] =n> 1, on a o(G) = n. Soit H un sous-groupe propre, normal maximal de
G; H existe, car G est un groupe fini d’ordre n > 1 ([12], Rem. 4.49). G/H est alors un
groupe simple ([12], Prop. 4.52) et G/H est un groupe résoluble, car, par hypothése, G
est résoluble (Rappel (2), Par. A.). On en déduit que G/H est cyclique d’ordre premier
([12], Cor. 7.26). Soit p := o(G/H) et E un corps de décomposition, sur L, du polyndéme
XP—1.

L’extension L : K étant galoisienne, de degré fini, L est corps de décomposition, sur K|
d’un polyndme (séparable) f(X) € K[X] (Cor. 7.28), donc E est corps de décomposition,
sur K, de (X? — 1) f(X), par suite, E est galoisienne, de degré fini sur K.

Dans E, une racine @ # 1, du polyndme X? — 1 est une racine p®™ primitive de I’unité,
puisque p est un nombre premier, d’oit E = L(®).

Posons M := K(®), alors, @ = 1 implique que les extensions E : Let M : K sont simples
radicales. Soit &, @,,.. ., o, les racines distinctes de f(X), dans L C E, alors,
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(E=K(0,0,,0,,...,0) et M=K(0))= E=M(a},0,...,0).
Ainsi, E est corps de décomposition de f(X) sur M, on en déduit que est E galoisienne,
de degré fini sur M.
D’ autre part, on sait que le groupe G(E : L) = G(L(®) : L) est abélien (Ex. 19, Ch. 7), donc
résoluble et I’application du Théoréme fondamental de Galois (Th. 7.32) aux extensions
K CLCE,donne
G(L:K)~G(E:K)/G(E:L).

Les groupes G(L : K) et G(E : L) étant résolubles, on en déduit que le groupe G(E : K)
est résoluble (Rappels, (1), i) <= iii), Par. A.).
Montrons que G(E : M) est isomorphe 2 un sous-groupe de G(L : K).
Pourc € G(E:M),ona

Oy = idy = O = idy = 6, € G(L: K).
On peut alors considérer I’application

p:GE: M) — G(L:K)
O'!———>O'/L.

P est un morphisme de groupes ; vérifions que p est injectif.
o EKerp < 0, = i, ;
Oy =idy = Oy =idg et 0(0)=0;
or, E=L(w),d’ot, (CEGE:M) et 0 = id,) = O = idg.
On en déduit que Kerp = {idy; } ; donc p est injectif et
J:=Imp = G(E:M) ~J.

J est sous-groupe du groupe résoluble G(L : K), donc J est résoluble, par suite, le groupe
G(E : M) est résoluble.
1¢" cas : J # G(L : K) ; ’extension E : M étant galoisienne, on a (Th. 7.27)

[E:M]=|GE:M)|=0(J)<n.
L’hypothese de récurrence, appliquée a ’extension E : M, entraine 1’existence d’une ex-
tension R de E telle que R: M estradicaleet K CLC ECR.
Par définition, M = K(®), o @ =1 et ® # 1; alors si fB;,..., Bn est une suite radicale
(Déf. 9.1) pour ’extension R : M,

R=M(B,,....Bn) = R=K(0,B,,...Bn)

et @, By, ..., Bn est une suite radicale pour I’extension R : K, donc R : K est radicale.
2¢m¢ cas : J = G(L: K); le morphisme p est alors, un isomorphisme de groupes. Soit
H':= p~'(H), o H est le sous-groupe normal, d’indice p, de G = G(L : K), considéré
au début de la preuve.
Puisque p est un isomorphisme, H’ est un sous-groupe normal, d’indice p, dans G(E : M).

F:=Invg(H) = MCFCE.

L’extension E : M est galoisienne, de degré fini, alors, d’apres le Théoréme fondamental
de Galois (Th. 7.32), il en est de méme de E : F et de plus, puisque H' = G(E : F), ona
H' <aG(E: M) = F : M galoisienne, de degré fini
et G(F:M)~G(E:M)/H'

D’autre part, le polyndme X? — 1 est scindé sur M ; on en déduit (Th. 7.55) que F =M (ar),

ou a? =a € M, le polyndme X7 — g étant irréductible sur M.
L’extension, de degré fini E : F est galoisienne, donc normale ;
MCFCE = G(E:F)SGE:M),;
onendéduitque [E: F|=|G(E:F)|<|G(E:M)|=net
G(E:M)~G(L:K) = G(E:F) résoluble.
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L hypothese de récurrence appliquée a I’extension E : F entraine I’existence d’une exten-
sion R de E telle que R : F est radicale ; on a L C E, donc R est extension de L et
(R: F radicale, F =M(a), aP =a € M) => R: M radicale ;
(R : M radicale, M =K(w), ®?» =1 = R : K radicale.)

Preuve du Théoréme de Galois (Th. 9.7)

Rappel de I’énoncé : Etant donné un corps K (carK = 0), f(X) € K(X) \ K est résoluble
par radicaux si et seulement si son groupe de Galois est résoluble.

Démonstration. D’apres le Th. 9.11, si f(X) est résoluble, son groupe de Galois est réso-
luble. Montrons que le Th. 9.12 entraine la réciproque de ce résultat.

Soit E un corps de décomposition, sur K, d’un polynéme f(X) non constant de K[X] ; si
le groupe G(E : K) est résoluble, alors, d’aprés le Th. 9.12, il existe une extension R de E
telle que R : K est radicale, donc f(X) est résoluble par radicaux (DéEf. 9.3). O

Remarque 9.13. a) Un polyndme f(X) € K[X]\ K (carK = 0), dont le groupe de Galois
est abélien est résoluble par radicaux ; en particulier, quel que soit

n>1, X" —1 € Q[X], est résoluble par radicaux.

b) Pour tout n > 5, le groupe symétrique S,, étant non résoluble (Rappel, (3), Par. A.),
tout polyndme de K[X], dont le groupe de Galois est isomorphe 2 un groupe symétrique
Sn n > 5, est non résoluble par radicaux.

L’étude de certains de ces polynémes fait I’objet du paragraphe suivant.

3. Exemples de polynémes non résolubles par radicaux

A. Polynémes de degré premier impair

Proposition 9.14. Soit p un nombre premier impair et, dans Q[X|, un polynéme f(X),
irréductible, de degré p, ayant exactement deux racines complexes, non réelles, alors le
groupe de Galois de f(X) sur Q est le groupe symétrique S,,.

Démonstration. Soit E C Q, un corps de décomposition de f(X) sur Q. L’extension E : Q
est galoisienne, de degré fini; posons G := G(E : Q).
Le polyndme irréductible f(X) est séparable (Th. 3.24), donc G est un groupe de permu-
tations des p racines distinctes de f(X) dans E ; G peut alors étre considéré comme un
sous-groupe de Sp.
Soit @ € E tel que f(a) =0; alors, f(X) = Ier(a,X), d’od
[Q(@):Q=p=p|[E: Q]

Par suite, p | o(G); or, p est premier, donc il existe au moins uvn élément, o, d’ordre p
dans G ([12], Cor. 6.4). Mais les seuls éléments d’ordre p, dans S, sont les p-cycles ([12],
Ch. III) donc ¢ est un p-cycle.
D’ autre part, notons ici, I', la conjugaison complexe :

:C—CetI'(a+ib) =a—ib, Va+ibeC.
I" est un R-avtomorphisme de C, donc I /£ € G;deplus, I’ /E laisse fixes les p — 2 racines
réelles de f(X) et permute ses deux racines non réelles. On en déduit que le groupe G
contient un 2-cycle, ¢’est-a-dire, une transposition.
En changeant, au besoin, les notations, on peut supposer que G contient la transposition
(1,2) et le cycle (1,2,...,p— 1, p); or ces deux permutations engendrent le groupe sy-
métrique S, ([12], Ex. 24., Ch. III), par suite, G = §. 43
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Remarque 9.15. Un polynéme de degré premier p > 5, satisfaisant aux hypotheses de la
Prop. 9.14, est non résoluble par radicaux.

Exemple 9.16. Soit f(X) = X° — 4X —2 dans Q[X].
Ce polyndme est unitaire et irréductible dans Z[X], d’apres le Critére d’Eisenstein (appli-
qué avec p = 2) ([13], Prop. 5.112), c’est donc un polyndme irréductible de Q[X] ({13],
Prop. 5.108.), de degré 5 (premier impair). Montrons que f(X) a exactement trois racines
réelles distinctes. On note que
f(=2) = =26, f(-1)=1, f(0) =-2, f(1) = -5, f(2) =22.
La fonction polynéme f, de R dans R, étant une fonction continue, on en déduit qu’il
existe o, @, 0, réels tels que
—2<o <1<, <0<l<oy <2 et f(a;) =0, pouri=1,2,3.
L’éwmde de la croissance de la fonction réelle f monire que le polyndme f(X) n’a pas
d’ autre racine réelle. En effet,
F1(X)=5x* -4 =(V5X% - 2)(vV5X*+2);
Le signe de f'(x), pour x réel, est celui de v/5x* — 2, qui s’annule pour

2 2
x=4,/—=. Posons 8 :=,/——=;ona f(—fB) = f(B) = 0 et le tableau de variation de
7 B 7 fi(=B)=r1(B)
la fonction réelle f est le suivant
| - 1 B 0 B 1 oo
f(x) + 0 - 0 +
f0) [—2 M~ m e

On a nécessairement
2<o<-1<-B<a,<0<Bf<l<oy<?2
et f(x) a un maximum positif f(—pB) et un minimum négatif f(f).

On en conclut que f(X) a exactement trois racines réelles distinctes, o;, 1 < i < 3, donc
deux racines complexes, non réelles. Par suite (Prop. 9. 15), le groupe de Galois de f(X)
est le groupe symétrique S5, non résoluble, d’ot f(X) non résoluble par radicaux.
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B. Equation polyndmiale générale
1/ Degré de transcendance d’une extension de type fini

Définition 9.17. On dira qu’une extension de corps L : K est de type fini si L est obtenue
par I’ajonction a K, d’un nombre fini d’éléments.

Remarque 9.18. Soit L est une extension d’un corps K, sif),ty,...,0n, n > 1,
sont des éléments de L, tous transcendants sur K, alors, ces éléments peuvent étre al-
gébriquement indépendants (Déf. 5.17) ou algébriquement dépendants sur K, comme le
montrent les exemples suivants.
Soit ¢ et u dans L ; supposons ¢ transcendant sur X et u transcendant sur K(t). Vérifions
que ¢ et u sont algébriquement indépendants sur K.
En effet,’anneau de polyndmes K[X,Y] étant identifiable a ’anneau K[X][Y], si u est
transcendant sur K(r) alors,

() #0, VFeK()[Y]) = glt,u) £0, VgeK[X,Y].
Par contre, soit ¢ € L transcendant sur K et u = ¢+ 1, alors # est un élément de L, trans-
cendant sur K, mais

(f(X,Y)=X-Y +1, dans K[X,Y]) = f(t,u) =0,

donc, dans ce cas, ¢ et u sont algébriquement dépendants sur K.

Proposition 9.19. Soir L : K une extension de corps de type fini, non algébrique ; il existe
alors un corps intermédiaire F tel que

i) F=K(a,,...,0,), re N*, onles a;, 1 <i<r sonttranscendants, algébriqguement
indépendants sur K ;

ii) [L: F] est fini.

iii) Si M est un autre corps intermédiaire tel que M =K (B, , ..., Bs), ont les Bj, 1<j<s,
sont transcendants, algébriquement indépendants sur K et [L : M| fini, alors, s = r.

Démonstration. On suppose L = K(¢,,...,0n), non algébrique sur K, donc il existe au
moins un ¢;,1 < i < n, transcendant sur K; de plus on a nécessairement [L : K] infini
(Prop. 2.36). Quitte a changer I’ordre des ;, on peut supposer «; transcendant sur K.
Si[L: K(a;)] < oo, alors F := K(a;) vérifie les conditions i) et ii) de 1’énoncé.
Si [L: K(0y)] est infini, il existe nécessairement ¢, 2 < i < n, transcendant sur K(a,),
donc sur K ; supposons @, transcendant sur K(¢; ).
Si [L: K(oy,o,)] < oo, alors F := K(a,,o,) convient, sinon, on réitére le processus,
Jusqu’a ce que I’on obtienne, pour r, 1 < r < n,K(q,...,0r), tel que

[L:K(oy,...,00)] <eo; alors, F =K(a,...,a) vérifie i)etii).
Le procédé de construction de F montre que chaque ¢, 1 < i < r, est transcendant sur
K, ,=K(ey,...,04 ), ot Ky =K. On en déduit que les o;, 1 < i < r, sont trancendants,
algébriquement indépendants sur K.
Montrons que F satisfait 4 la condition iii) de I’énoncé.
SoitMuncorpstelque KCMCL, [L:M] <oetM=K(B,,...,Bs), ol les Bj, 1<j<s,
sont transcendants, algébriquement indépendants sur K.

[L:F] <o => L algébrique sur F => M algébrique sur F ;

alors, B, est algébrique sur F, donc il existe f € F[X], tel que f(B,) = 0; d’autre part,
F =K(a,,...,0,) implique f € K(a,,...,0,)[X]. On en déduit qu’il existe g dans I’an-
neau des polynomes a r+ 1 indéterminées sur K tel que

g(B,a,0,...,0,) =0. 9.12)
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Si Pélément o, figure explicitement dans I’égalité (9.12), alors «; est algébrique sur
K(B,,...,04).Ona
[L:F]<eo=[L:K(By,04,...,0)][K(B;,&,...,00) : F] <0
= [L:K(B,0,...,04)] < oo.

K(B;,05,...,0,) CK(B;,0,...,00) CL implique
[

L:K(B,p,...,00)][K(B,04,...,0:) : K(B,05,...,0:)] < oo,
d’on, [L:K(B,,0,,...,0)] < co.

Si s > r, avec le processus précédent, on remplace, de proche en proche les ¢, 1 <i<r,
respectivement, par les B, 1 < i < r; on obtient alors,

[L : K(Bl)ﬁza' . 7B")] <o,
d’oli, compte tenu des hypothéses, B, . ; transcendent sur K(B,,B,,. .., B;), ce qui contra-
dit L: K(B,,B,,...,Bs) algébrique, d’ol nécessairement, s < r.
SiPon avait s < r, alors, le raisonnement précédent, appliqué en échangeant les rOles de
F et M, conduirait 4 : r < s, donc, en conclusion r = s. O

Remarque 9.20. Les hypothéses étant celles de la Prop. 9.19, ’entier r > 0 caractérise
Pextension L : K de type fini, non algébrique.
Si une extension L : K est de type fini et algébrique, alors L est obtenue par 1’adjonction a
K d’un nombre fini d’éléments, tous algébriques sur K, ce qui entraine (Th. 2.29) :
[L:K] <eo.
On peut, alors, considérer que le résultat de la Prop. 9.19 reste valable, en prenant
F=K et r=0.

Définition 9.21. L’entier r > 0 qui, selon la Prop. 9.19 et la Rem. 9.20, caractérise une
extension de corps de type fini L : K, est appelé le degré de transcendance de cette
extension.

Remarque 9.22. Si L = K(¢;,...,0),n€N*,ona0<r<net
r=0<=[L:K] < <= L:K algébrique;
r>0 <= [L:K]infini <= L:K non algébrique.
r=n <= Q,...,0, transcendants, algébriquement indép. sur K.

Exemple 9.23. Supposons L = K(t,u,v), ou ¢ est transcendant sur K, u®> =t et v trans-
cendant sur K(z,u).

Posons F := K(r,v), alors 1, v sont transcendants, algébriquement indépendants sur K et
[L:F)=[F(u):F] =2, par suite, le degré de transcendance de L sur K est 2.

Remarque 9.24. On rappelle que toute extension simple, transcendante d’un corps K, est
isomorphe a I’extension K(X) : K, ol K(X) est le corps des fractions rationnelles & une
indéterminée sur K (Th. 2.5).
Par récurrence, on montre qu’une extension de type fini,

L=K(ay,...,0n), n € N*,
ou les o, 1 < i < n, sont transcendants, algébriqguement indépendants sur K, est iso-
morphe a I'extension K(X;,...,X,) : K, od K(X|,...,X,) est le corps des fractions ration-
nelles, & n indéterminées sur X ; cet isomorphisme est défini par

KXy, Xn) — K(@,. .., 00)
Xy, Xy — flay,...,00),
dou, VueL, IfeK(X,...,Xn);u=f(o,...,0n). (9.13)
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Proposition 9.25. Soit L = K(a.,,..., 0,) une extension de type fini de K, n € N*, oit les
o;, 1 <i< n, sont transcendants, algébriquement indépendants sur K ; alors,

1) Le groupe symétrique S, s identifie a un sous-groupe de G(L : K).

2)F :=Inv;(Sn) = K(s,,...,5n), outles s,, 1 < k< n, sont les fonctions symétriques
élémentaires des o, 1 <i < n.

[L:Fl=n!,G(L:F)=_S8p,d'ouL:F galoisienne de degré fini.

De plus, les s, 1 < k < n, sont transcendants, algébriquement indépendants sur K.

Démonstration. 1) Soit G := G(L : K) et S, le groupe des permutations de {1,2,...,n},
que I’on identifie au groupe de permutations de I’ensemble {a,, ..., @}, en posant
((12], Lem. 1.74) :
Voes,, Vi(l<i<n), o(q;) = % iy-
On peut alors considérer que tout o € S, détermine un €lément du groupe G, que I’on
appellera encore g, tel que
VaeK,Vi(1<i<n), o(a)=a, oc(ae;) = a; ;-
On identifie ainsi Sy, & un sous-groupe de G = G(L : K).
2) Soit F :=Inv, (Sa).
On rappelle qu’une fraction rationnelle f € K(X,,...,X,) est dite symétrique ([13], p.
260) si
Yo €Sy, fo=1,
o, dans K(X,...,Xn), fo(X),...,Xn) =f(Xo(1),...,Xo(n)).
Par suite, compte tenu de la relation (9.13), pour f € K(X,...,X,),

floy,...,00) €EF < fo=f,VoES, 9.14)

Ainsi, toute expression polynOmiale sur K, symétrique en @, @,,. . ., O, appartient a F ;
en particulier, les fonctions symétriques élémentaires des o; ([13], p. 250) sont des €lé-
ments de F. Compe tenu des notations de I’énoncé, pour tout k, 1 < k < n,

S =0y, ., 0) = ) 0 O .0 .
1<) <ip<-<iy<n
En particulier, s, =X,(¢,,...,0x) = 0 + 0+ + O,

s2=22(a1,.,,,a,,)= Z a,'aj;
1<i<j<n

Sn=Zn(0),...,00) = 00,...0

D’aprés ce qui précede, on a K(s,,...,s,) C F.
Mais, pour toute fraction rationnelle f symétrigue dans K(X;,...,X,), il existe ([13], Th.
8.29) une fraction rationnelle ¢, & n indéterminées sur X, telle que

flog,...,0n) =¢(s),...,5). (9.15)
Larelation (9.14) implique alors,
F:=1Inv;(S») =K(s,...,n).

D’autre part, S,, étant un sous-groupe fini de G(L : K) C Aut L, d’aprés le Theéoréme d’ Ar-
tin (Th. 7.26), on a

[L:F]=|Sp|=n!, GL:F)=S8,, et F=In,(G(L:F)),
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donc I’extension L : F est galoisienne de degré fini.

De plus, quel que soit k, 1 < k < n, s, est un polyndme symétrique en «,..., 0. Or,
par hypothese, les a;, 1 < i < n, sont transcendants, algébriquement indépendants sur
K. On en déduit (en utilisant (9.15)) que s,,...,$, sont transcendants, algébriquement
indépendants sur K.

Par suite, le degré de transcendance des extensions de type finiL: K et F : K est n. 0

2/ Notion de polynome général sur un corps

Définition 9.26. Soit F = K(s,,...,s,) une extension de type fini d’un corps K, o1 'on
suppose que les s,, 1 < k < n, sont transcendants, algébriquement indépendants sur K ;
alors, le polyndme

gX)=X"—s X" Tt (D X" (—1) s, (9.16)

appartenant & F{X], est appelé le
polynéme général, de degré n, sur X.
L’équation g(X) =0 est alors,
I’équation polynémiale générale , de degré n, sur X.

Théoreme 9.27. Les hypothéses et les notations étant celles de la Déf. 9.26, soit L un
corps de décompositon, sur F, du polyndme « général », g(X), de degré n sur K ; alors les
26ros @y, ...,0p, de g(X), dans L, sont transcendants, algébriquement indépendants sur
K et le groupe de Galois de g(X) est le groupe symétrique S,.

Démonstration. Les hypothéses impliquent que L = F(«,,...,0) (Prop. 3.5)etque L: F
est de degré fini (Th. 3.15).

D’autre part, les Relations entre les Coefficients et les Racines du polynéme g(X) ({131,
p. 259) montrent que les s,, 1 < k < n, sont, respectivement, égaux aux n fonctions sy-
métriques élémentaires des o;, 1 < i < n; alors,

F=K(s,...,5n) = L=K(t,...,00).

Ainsi, L est une extension de X telle que

KCFCL, [L:F]<o
Par hypothese, le degré de transcendance de F : K est n. On en déduit (Prop. 9.19) que,
nécessairement, le degré de transcendance de L : K est n, donc les zéros «,. .., 0, du
polynéme g(X) sont transcendants, algébriquement indépendants sur K.
On se retrouve dans le contexte de la Prop. 9.25; on en conclut que G(L: F) = S, et
G(L: F) est ici, le groupe de Galois du polyndme g(X) (Déf. 9.5). O

Théoreme 9.28. Si K est un corps de caractéristique 0 et n > 5, alors le polyndme géné-
ral, de degré n sur K, n’est pas résoluble par radicaux.

Démonstration. D’aprés le Th. 9.27, le groupe de Galois du polyndme général, de degré
n sur K, est le groupe symétrique S,, qui n’est pas résoluble, pour n > 5 (Rappels, Par. A.).
On en conclut, d’apres le Théoréme de Galois (Th. 9.7), que, pour n > 5, le polyndme
général, de degré n sur K n’est pas résoluble par radicaux. ]
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4. Exercices

1. Norations : Pour une extension de corps F : K, on écrira
K<F

pour exprimer que F : K est galoisienne, de degré fini.

Etant donné un corps K de caractéristique 0, K désigne une cloture algébrique de K.
Soit ¥ € K ; on considére les extensions de corps

KCFCF(y)ckK

telles que, par hypothése,

iy K«F,

ii) dJne N* telque y'€F.
On suppose que 7 est le plus petit entier vérifiant la condition ii).
1°) On pose o, := ¥, p(X) :=Irrg(0;,X) et k:=degp(X).
On supposera k > 1.
a) Vérifier que p(X) a k racines distinctes dans F ; on les notera o, @, ..., 0.
b) On pose [F : K] = m; justifier I’existence d’une base de F sur K pouvant s’écrire
{o,%5,.. ., xm}.
En déduire un polyndme f(X) € K[X] divisible par p(X) et admettant F comme corps
de décomposition sur K.
2°) Pour tout i (1 < i < k), soit ¥; € K tel que ¥ = o, avec y; = 7.
€ désignant une racine n®" primitive de I’unité de K, on pose

L:=F(&,7,--,%)
F:=F(e,y,...,%),Vi(1<i<k);Fy=F(g).

Démontrer les propriétés suivantes.
a) L: F est une extension radicale.
b) FQF(e), Vi(1<i<k), F;<F,, et F,qL.
3°) a) En utilisant le polyndme ¢(X):= [] (X" - ),
1<i<k
montrer que F < L.
b) Vérifier que g(X) € K[X]; al’aide du 1°), prouver que K </ L.
4°) a) Montrer que les groupes de Galois G(L : F;), 1 <i < k, forment, avec le groupe
G(L : F), une suite de composition ([12], Déf. 7.1) du groupe G(L: K).
b) Vérifier que le groupe G(F, : F) est abélien.
¢) En considérant les quotients de la suite de composition du groupe
G(L: F), extraite de la suite de composition de G(L : K), prouver que le groupe G(L: F)
est résoluble ([12], Ch. 7).
d) Montrer que, si I’on suppose de plus G(F : K) résoluble, alors le groupe G(L : K)
est résoluble.
2. K désigne un corps de caractéristique 0 et K est une cloture algébrique de K. On
utilisera la notation « K < F », définie dans I’exercice précédent.
1°) Soit M C K une extension radicale de K. On suppose
M:=K(AyA,,...,4), s€ N*et
Vi(0<i<s), 3meN* 5 A0 €K, A € K(Ay, ..., 4;_y).
a) &, étant une racine ng™ primitive de ’unité de K, on pose F := K(&y, ;) et on
considere les extensions
KCF CF(4).
En utilisant les résultats de I'Ex. 1. précédent, montrer qu’il existe une extension L, de
K telle que
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L, estradicale sur K et K<L,
K(Ag,A)) CL; et G(L;:K) résoluble.
b) En réitérant le raisonnement ci-dessus, a partir des extensions
KCL CLi(A),
montrer qu’il existe une extension L de K vérifiant les conditions :
Lestradicale sur K, K<L, M C L, et G(L: K) est résoluble.
2°) Montrer que les résultats précédents donnent une preuve du Th. 9.11.
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1. Corps ordonnés

Définition A.1. Un corps K est un corps ordonné s’il existe une partie P de X telle que

iyo¢gPp,
i)a€eK=>(a€eP ou a=0 ou —a€P),
i) (a,b)e PxP = (a+beP et abeP).

P est alors appelé I’ ensemble des éléments positifs de K.

Proposition A.2. Si K est un corps ordonné, alors la relation binaire, notée <, et définie
dans K par
a<b < (a=b ou (b—a)eP) (A1)

est une relation d’ordre total relle que

l)aeP = 0<a.
2)(a,b,c dansK et a<b) = a+c<b+c.
3) (a,b,c dansK et a<b,0<c¢c) = ac<bc.
4)ae K = a*>0.

De plus, le corps K est de caractéristique 0.

Démonstration. Tout corps K ayant au moins un élément non nul, si X satisfait aux condi-
tions de la Déf. A.1, alors P est non vide, et on montre facilement que la relation (A.1)
définit une relation d’ordre dans K (2 vérifier par le lecteur). De plus, la condition ii) im-
plique

V{ig,bp)c KxK, b—a=0 ou b—acP ou —(b—-a)eP.
On en déduit que

V(a,b)e KxK, a=b ou a<b ou a>b,

donc K est totalement ordonné par la relation (A.1).

Vérifions les propriétés énoncées :

1) aeP=a#0;alors, a—0eP = 0<a.

2) Soita,b dans K tels que a < b; quel que soitc € K, on a

oubien a=b = a+c=b+c oubien b—a€P = ((b+c—(a+c))€P
dova+c<b+c.

3) Del’hypothése (a < b et 0 < ¢), on déduit que
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pour c=0,0ona ac=bc=0 et pour 0 <c, onadeux possibilités :
b—a=0= bc—ac=0 ou b—a€P = bc—ac€P,
d’ot1 1a propriété 3).
4) Soita € K, si a # 0, alors, moyennant les conditions ii) et iii),
(@a€P ou —a€P)= a*cP = 0<d,
d’or 0 < a?, quel que soit a € K.
En particulier, si 1 désigne I’élément unité du corps K, alors
1=12=1€P
et la condition iii) entraine : nl € P,Vn € N*. On en conclut que carK = 0. O

Remarque A.3. Posons N:={—a€K;ac P};laDéf. A.1 implique
0N, K=PU{0}UN et PNN=0.
Pour vérifier que PNN =0, supposons a € PNN ; alors a € N implique —a € P et d’apres
la condition iii),
(a,—a) ePxP=>a+(—a)=0€P,
ce qui contredit la condition 1).
La propriét€ 1) de 1a Prop. A.2 implique alors,
(aeP < 0<a) et (aeN < a<0).
N est appelé I’'ensemble des éléments négatifs de K.

Corollaire A.4. K étant un corps ordonné, on a
a)((a,b) ePxN=>abeN) e ((a,b)e NxN=>abcP).
b) P est un sous-groupe du groupe multiplicatif K*.

Démonstration. a) Le 3) de 1a Prop. A.2 donne
(b<0 et O0<a)=>ba=ab<0.
D’autre part,
(a<0,b<0)= (0< —a,0< —b) = 0< (—a)(—b)=ab.

b) D’apres la Déf. A.1, P est un sous-ensemble non vide de K*, fermé pour la multipli-
cation de K.
Le 4) de 1a Prop. A.2 montre que 1 € P; de plus, tout élément a de P est non nul, donc
inversible dans X et

(acPaa'!=1cP)=alcP
d’apres le résultat a) du Cor. A4. O

Exemple A.S5, Le corps Q des nombres rationnels est un corps ordonné par la relation
d’ordre induite par I’ordre de Z. En effet, Q est le corps des fractions de Z et la partie P
de Q telle que

P:={§ ; as > 0, dans Z}
répond aux trois conditions de la Déf. A.1.

Notation : On pourra désigner par (K, P), un corps ordonné K, dont I’ensemble des élé-
ments positifs est P.

Remarque A.6. a) Etant donné un corps ordonné (K, P), si K’ C K est un sous-corps de
K etsilon pose P := K'N P, alors (K’,P’) est un corps ordonné (2 vérifier).

La relation d’ordre ainsi définie sur K’ est dite induite par celle de K.

b) Deux corps ordonnés (K, P) et (K, P') sont des corps ordonnés isomorphes s’il existe
un isomorphisme A de K sur K’ tel que A(P) C P.

S’il en est ainsi, on a A(0) =0 et A(N) C N’, ce qui entraine P’ = A(P) et N = A(N).
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Théoréme A.7. R est un corps ordonné.

Démonstration. On suppose connue la construction du corps R des nombres réels, a partir
de I’anneau € des suites de Cauchy de Q (Cf. Ex. 8., Ch. 1, ou [4]).

On rappelle que, dans I’anneau C, I’ensemble C, des suites qui convergent vers 0, est un
idéal maximal et R = C/C,,.

On définit dans C, les parties C,, et C__ telles que pour u = (), € C:

ueC, <= VeeQ,dn €N, t.q. (n>ne = u, > —¢€);

ueC_ <= VeeQ,,In;eNrq. (n>n. = u, <é).

Or, uel, «= VeeQ,,3In.eNj1.q. (n>ne = —€ <up <€),
doi, €=€,UC_ et €,NC_=C,

On pose 1:=C,\C, et C':=C_\C,.

Dans R=C/C,={x:=%;u€cC}, ondiraque

x = u est positif, siu € €% ; on écrira 0 < x;

x = est négatif, siu € C* ; onécrira x < 0.
D’autre part, on sait que x = 0 si et seulement si x =%, ot u € C;,.
On note RY_ (resp. R* ) I’ensemble des éléments positifs (resp. négatifs) de R et on montre
que la partie P := R, de R satisfait aux conditions de 1a D¢f. A.1. (a vérifier par le lecteur).
On en conclut que R est un corps ordonné par la relation d’ordre telle que, pour x et y
dans R :

x<y <> x=y ou y—-x€RL. (A2)
Onposealors, R, :=R*U{0} et R_:=R*U{0}. O

Remarque A.8. a) L’ordre « naturel » défini sur Q (Exemple A.5) correspond a I’ ordre
induit sur Q par celui de R, puisque Q% =R*% NQ.

b) Le corps C des nombres complexes n'est pas un corps ordonné.

En effet, si C était un corps ordonné, il existerait une partie non vide P de C vérifiant les
conditions de la Déf. A.1 et les propriétés de la Prop. A.2. Mais, le 4) de la Prop. A.2
impliquerait, a la fois
1=12€Pet —1=i€P,

d’ ol une contradiction.
Cependant, comme tout ensemble non vide peut étre ordonné ([8)), il est possible de munir
I’ensemble des nombres complexes d’une relation d’ordre, mais celle-ci ne vérifiera pas
les conditions de la Déf. A.1,
Par exemple, on peut vérifier que la relation binaire < définie dans le corps
C={a+ib; (a,b) € Rx R}, par

a+ib<d +ib <= (a<d etb <V, dansR).
est une relation d’ordre dans I’ensemble C.

Moyennant le « Théoréme de la valeur intermédiaire » (supposé connu, ({4]) nous pou-
vons démontrer la propriété suivante.

Théoréme A.9. Quel que soit I'entier n > 0, tout nombre réel a >0 a une racine n™
dans R .
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Démonstration. Pour tout a > 0 dans R, la fonction polynémiale

f:R—R
x—x"—a est continue.

Si a=0, 0" =0, donc le théoréme est vérifié.

Si a>0,onaf(0)=-a<0 et fla+1)=(a+1)"—a>0.

On en déduit, d’apres le Théoréme de la valeur intermédiaire, qu’il existe o € R tel que
O<a<l+a et f(a)=0,

doncax>0 et a"=a. O

Corollaire A.10. Tout nombre réel positif, a, a une unique racine carrée réelle positive.

Démonstration. En effet, d’aprés le Th. A.9, quel que soit a > 0 dans R, il existe @ > 0,
dans R tel que o = a. Or,

a>0= —a<0et(—a)Y=a’=a.
L’équation X2 — g = O ayant au plus 2 racines dans R ([13], Th. 4.39), la racine carrée
positive & de a > 0 est unique, 1’autre racine étant — o < 0.
Si a > 0 dans R, on note /a la racine carrée positive de a. [

Théoréme A.11. [] existe une unique relation d’ordre sur le corps R, qui lui confére une
structure de corps ordonné.

Démonstration. D’aprés le Th. A.7, R est un corps ordonné dont la partie positive est
R? . Supposons qu’il existe une partie P de R telle que (R, P) soit aussi un corps ordonné.
D’aprés le Cor. A.10,

VaeRy, e eR,, g a=a?
et d’apres la Prop. A.2, dans le corps ordonné (R, P),

a=0?>=>acP, dou RLCP
On en déduit que R = P (Rem. A.6, b)). O

2. Corps valués
Définition A.12. (Rappel) Pour tout x € R, on pose

| x |=max{x, —x}. (A3)

| x| est 1a valeur absolue de x dans le corps ordonné R et on a, quels que soient les nombres
réels x,y,

D |x|=x <= x>0;, |x|=-x <= x<0.

2) |xyl=lx]ly].
3) |x+y|<|x|+|y| (Inégalité triangulaire).

Cette valeur absolue, dans le corps ordonné R, permet de définir une notion de valeur
absolue dans un corps quelconque.

Définition A.13. On appelle valeur absolue sur un corps K, toute application, que 1’on
notera | |, telle que
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[ K—R,
et, quels que soient x,y dans X,
) 10]=0;, x#£0 < |x|>0; (A4d)
i) |xy|=|x]ly]; (A.5)
i) [x+y|<|x|+]y]. (A.6)

Remarque A.14. L’ensemble {| x | ; x € K*} forme un sous-groupe du groupe multipli-
catif RY, .

Définition A.15. Si un corps K est muni d’une valeur absolue | |, on dira que le couple
(K,]|) est un corps valué .

Exemple A.16. 1) Lescorps @ et R sont respectivement munis de la valeur absolue
(dite « ordinaire ») définie par la relation (A.3).

2) Le corps C est muni de 1a valeur absolue (dite « ordinaire ») telle que, quel que soit

a+ib dans C,
la+ib|=vVa® + b2
(| a+ib | est le module du nombre complexe a + ib).
Cet exemple montre qu'un corps valué n’est pas nécessairement un corps ordonné.

Notation : La valeur absolue ordinaire de Q,R ou C est généralement notée | |o .

3) Sur tout corps X, on peut considérer ce qu’on appelle la valeur absolue triviale ,
notée | |, et définie par
10],=0 et VxeK* |x|,=1.

4) Valeurs absolues p-adiques sur Q.

On note P I’ensemble des nombres premiers (c’est-2-dire des éléments premiers, positifs
de Z [13], App. A).

Soit p fixé dans P; Q est le corps des fractions de Z, par suite, 1a notion de valuation
p-adique de Z, ([13], App. A, Déf. 0.15) induit, de fagon naturelle, la notion de valuation
p-adique de Q.

Soit x € Q* ; supposons x = g, a, s non nuls dans Z.

Soit wy, la valuation p-adiqués de Z; on peut écrire, de fagon unique

a= Hpr(d)’ §= HPWP(S)'J

peP peP

ou seuls un nombre fini de w,(a) et w,(s) sont non nuls dans N. On en déduit que

a wp{a)—wp(s)
X=-= 4 (AN
s=11»
peP
En posant, dans la relation précédente, pour tout p € P,
Vp(x) = Wp(a) - Wp(s)7
on obtient, de fagon unique,

x=[]p"", (A7)
pEP

ot, seuls un nombre fini de v,(x) sont non nuls dans Z.
Par convention, on pose v,(0) := oo, quel que soit le nombre premier p.
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Définition A.17. L’application v, : Q — Z U {e0}, associée, d’apres ce qui précede, 2
tout p € P, est appelée valuation p-adique de Q.

On vérifie facilement les propriétés suivantes ;

Propeosition A.18.
Nvp(x) =0 <= x=0. (A.8)
2)vp(xy) = vp(x) +vp(y), V(x,) € Q" x Q". (A9
3)vp(x+y) = min{vp(x),v,(3)}, V(x,y) € Q" x Q. (A.10)

Définition A.19. Pour p donné dans P, on dit que x € Q est un p-entier , si v,(x) > 0.

Remarque A.20.
Xx€Z < x estun p-entier, Vp€ P.
On rappelle que
x|y dans Z* <= vp(x) <vp(y),VpeP.

Etant donné p € P et un nombre réel 7 tel que 0 < ¥ < 1, on pose
VxeQ*, |x =779 et |0],=0. (A.11)

Proposition A.21. Pour tout p € P, l'application ||,: Q — R, définie par les rela-
tions (A.11) satisfait aux propriétés suivantes :
i) 10],=0, x#0 < |x|,>0;
i) |xylp=|xlp|¥lp;
ii) |x+Y|p < max(lxlp7|Y|p) < lep +ly lpy

donc définit une valeur absolue de Q.
Démonstration. laissée au lecteur. d

Définition A.22. Quels que soient le nombre premier p et le nombre réel ¥(0 <y < 1),
on dit que I’application | |, définie par (A.11), est une valeur absolue p-adique de Q.

1
Dans le cas particulier o ¥y = >’ la valeur absolue | |, est appelée valeur absolue p-

adique normalisée de Q. On a alors
VxeQ*, |x|p,=p ™. (A.12)

Remarque A.23. a) Compte tenu de la définition A.19, si | |, désigne la valeur absolue
p-adique normalisée de Q, alors pourx € Q, ona
xestun p-entier < 0<|x|,<1.
XE€EZ = 0<|x|p<1,Vpe?.
b) L’inégalité iii) vérifiée par une valeur absolue p-adique :
lx+ylp < max(lxlp’|)’|p)’
est appelée : inégalité ultramétrique (clle entraine l'inégalité triangulaire).

Définition A.24. On dit que des corps valués (K, | |) et (K',] |') sont isomorphes, s’il
existe un isomorphisme A : K — K’ tel que
|A(x) |'=|x], Vx€K.
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Remarque A.25. (K,| |) étant un corps valué, si K’ est un sous-corps de K, alors la
restriction de la valeur absolue | | & K’ définit une valeur absolue de K’

Ainsi, les restrictions 2 Q et R de la valeur absolue ordinaire de C sont les valeurs absolues
ordinaires de Q et R.

Définition A.26. On dit qu’un corps valué (X, | |) est non-archimédien (ou que sa valeur
absolue est non-archimédienne) , si
VneZ, |nlg|<1, 1, désignant]’élément unité de K.
Dans le cas contraire :
dneZ, telque |nlg|>1,
on dit que le corps valué (K, | |) est archimédien (ou que sa valeur absolue est archimé-
dienne).

Exemple A.27. 1) Les valeurs absolues ordinaires définies sur Q, R, C, sont archimé-
diennes.

2) Sur tout corps K, la valeur absolue triviale (Exemple A.16, 3)) est non-archimédienne.
3) Pour tout p € P, toute valeur absolue p-adique de Q est non-archimédienne (Rem.
A.23).

Remarque A.28. a) Un corps fini n’a pas d’autre valeur absolue que la valeur absolue
triviale.
En effet, soit (K, | |) un corps valué fini; si carK = p et card K = p", alors, |0 |=0et
pour x € K*,

=1 = |2 =2 =1,

d’ob | x |= 1, quel que soit x € K*.
La valeur absolue de X est donc non-archimédienne.

b) Si (K,||) est un corps valué archimédien (resp. non-archimédien) et K’ est un sous-
corps de K, alors, | | désignant la restriction de | | & K, le corps valué (K’,| |') est archi-
médien (resp. non-archimédien).

Cette remarque s’ applique, en particulier, lorsque K’ est le sous-corps premier de K (Déf.
1.3). Par suite, la remarque a) précédente implique la propriété suivante :

Tout corps valué, de caractéristique p # 0, est non-archimédien.

¢) Un corps valué (K, | |), de caractéristique 0, peut étre archimédien ou non-archimédien,
suivant le choix de la valeur absolue | | .

On a vu, par exemple, que le corps valué (Q,| |»), ol | |~ désigne la valeur absolue
ordinaire de Q, est archimédien ; par contre, quel que soit le nombre premier p, le corps
valué (Q, | | ) est non-archimédien.

Proposition A.29. Dans (R, ||), out | | est la valeur absolue ordinaire, la condition archi-
médienne est équivalente a

V(a,b)eR} xR,,INeN"; Na>b. (A.13)

Démonstration. Supposons la condition (A.13) vérifiée. En prenant a = b = 1 dans R et
N > 1dans Z, on obtient | N1 |> 1, d’ou la condition archimédienne dans (R, | |).
Réciproquement, la valeur absolue ordinaire de R étant archimédienne, montrons que la
condition (A.13) est vérifiée.

Soita > 0et b > O dans R.
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Si b =0, alors la relation (A.13) est vérifiée pour tout N > 1, dans N.
Sia>b>0,quelquesoit N> 1dans N, on a

Na > Nb > b, d’oulacondition (A.13).
Si0 < a < b, on considere ba~! dans R = €/ C, (voir la construction de R, Ex. 8., Ch. 1).
D’apres la preuve du Th. A.7.,le nombre réel ba~! > 0 est la classe d’équivalence %, d’une
suite de Cauchy u = (u,),.n € C%.
Or, toute suite de Cauchy de Q est bornée (Ex. 8, Ch. 1), donc il existe N € Q* (et on
peut supposer N € N*) tel que Vrne N, u, <N.
En considérant N comme la limite d’une suite constante de Q, on a alors, w < N, d’o

ba"! <N=>b < Na. 0O

Proposition A.30. Pour une valeur absolue | | d’un corps K, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) | | est non-archimédienne.

2) | | vérifie I'inégalité ultramétrique (Rem. A.23).

3) Pour tout r € RY_, l’application | |" de K dans R est une valeur absolue de K.

Démonstration. 1) == 2) : L’hypothése implique que quels que soientx € Ketm e Z,
| mx |=| mgx = mlg || x|<]x]. (A.14)
De (A.14), on déduit que, quels que soient n > O dans Z et x,y dans X,

|x+y " =] +Cox y 44y |
IxP+ 1z Yyl 4+ Iyl
< (n+Vmax(|x [,y ") = (n+ 1) (max( x|, y ))".

En prenant, dans R, les racines n™es de chacun des deux membres de I’inéquation pré-
cédente (Th. A.9), on obtient

1
—"\/ﬁlx+y|§max(|x|,|y|);
. 1
alors, ('llir{l”\"/n—{——lz 1) =>|x+y|S max(lxl,lyl)

2) =>3) : Pour tout x € K et tout nombre réel r > 0,0ona |x|">0et |x|"=0 < x=0.
De plus, quels que soient x,y dans K et r € RY,

|x+y "< (max(|x |, |y 1)) =max(|x|", |y ") <l "+ | ]

3) = 1) : | |» désignant la valeur absolue ordinaire dans R, pour tout n € Z*, on a

|7 |o=tn>0.

L’hypothese entraine que pour tout nombre réel r > O et tout n € Z*, pour lequel on pose
!

n:=|n|e,ona

Inl |"=|n'1 < ' |1 "< 7

alors, |nlg|"<n’ =|nl, |< lim (n’)%=1.
r—oo

Ainsi, | | est une valeur absolue non-archimédienne de K. O
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Définition A.31. Deux valeurs absolues | | et | | d’un corps K sont dites équivalentes,
s’il existe r € R% tel que | |'=||".

Remarque A.32. Si (K,||) est un corps valué et si r > 0 dans R, alors | |” n’est pas
nécessairement une valeur absolue de XK.
Par exemple, si | | désigne la valeur absolue ordinaire de Q, alors
|[1+1P=4 et |12 +|1]2=2,
donc | |2 n’est pas une valeur absolue sur Q.

Proposition A.33. Soit {x,,x,,...,x.},n > 2, des éléments non nuls d’un corps valué,
non-archimédien (K, | |) ; alors

(% 1<] %, |, Vi,2<i<n) = |2+ 2+ +x |= x| (A.15)
Démonstration. 1’inégalité ultramétrique implique

|x1+x2+--~+xn|Sme(|x,-|, ISzSn) :lxl I;
|2+ 420 | <max(| x; |, 2< i< n) <|x; |

Silonavait |x;4+Xx,+---+x, |<|x; | ; on aurait alors

| x| =] (X +2p 4+ x2) — (i 4+ +xn) |
Smax(| xy +xp+ -+ %Xn |, | Xy + o 20 |) <3y |5

d’ou une contradiction, dont on déduit 1’égalité (A.15).
On remarque que la relation (A.15), appliquée dans le cas de deux éléments x et y, donne

[x|{<|yl=|x+yl|=ly]|. O

Proposition A.34. Toute valeur absolue non-archimédienne, non triviale, de @ est une
valeur absolue p-adique, pour un certain nombre premier p.

Démonstration. Soit | | une valeur absolue non-archimédienne de Q, que 1’on suppose
non triviale ; on a alors

M={meZ;|m|<1}#{0}.
Montrons que M est un idéal de Z.
Ona0e M; d’apres la Prop. A.30, | | vérifie 'inégalité ultramétrique, d’oli, pour m et m’
dans M,

|m+m |<max(|m],| m' |) < 1.
D’autre part, m € M implique —m € M ; enfin, | | étant non-archimédienne, on a, quels
quesoientn€ZetmeM,

|am|=|n|lm|<1,
d’ounnmeM.
De plus, M est un idéal premier de Z, car pour des entiers n et n
(Inl=1et|n' |=1)=>|nn' |=1donc (ngMetn' €M) =>nn' ¢ M.

On en conclut qu’il existe un nombre premier p tel que M = pZ et 0 <| p|< 1; posons
r=lprl|. “
Pour tout x € Q, il existe a,b, k dans Z tels que x = — Pk, ou

aAp=1=bAp et k=v,(x) (valuation p-adique de x).
a¢pl, b pl. —>|a|=1=|b]|.
On en déduit que | x |=7*®), ot 0 < y=| p|< 1dans R, donc | | est une valeur absotue
p-adique sur @ (Dé€f. A.22). O



200 Appendice A. Corps ordonnés - Complétion d’un corps valué

Théoréme A.35. Soit (K,| |) un corps valué non-archimédien (| | non triviale ), alors
1)A :={x€K; | x|< 1} est un domaine d’intégrité ([13], Déf. 1.21).

A est appelé I’anneau des entiers du corps valué (X, | |).

Q)M :={x € K; | x|< 1} est l'unique idéal maximal de A, donc A est un anneau local
([13], Déf. 2.73)

Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A est alors

U:=A\M.

On dit que F := A /M est le corps résiduel du corps valué (K, | |).

3) K est le corps des fractions du domaine d’intégrité A.

Démonstration. 1) On vérifie que A est un sous-anneau du corps K, ¢’est donc un do-
maine d’intégrité ([13], Ch. 5).
2) On montre facilement que M est un idéal de A et pour prouver que ¢’est I’ unique idéal
maximal de A, il suffit de vérifier que M est ’ensemble des éléments non inversibles de
A ([13], Th. 2.77). Or, pour x € A, on a

xinversible <= |x|=1, d’ol xnoninversible <> x&M.
3) Soit o I'injection canonique de A dans son corps de fractions FrA et j ’injection de
A dans K.
La propriété universelle du couple (FrA, o) ([13], Th. 5.5.) entraine ’existence d’un
unique morphisme ¢ de FrA dans KX tel que le diagramme suivant commute

ot VS EFrA 9() = i()(0) " =2y (131, Th.5.5).

On sait que le morphisme ¢ est injectif, vérifions qu’il est surjectif. Soit z # 0, dans K ;
alors

|z]€1 = z€ A = 0(z) =2z
1
z]>1 =z e A* = (p(ZTl)=z.
Ainsi @ est un isomorphisme. Or, le corps Fr.A est défini 2 un isomophisme prés ([13],
Rem. 5.8), d’ob le résultat énoncé. O

Exemple A.36. Dans le cas du corps valué non archimédien (Q, ] |,), posons
Api={x€Q;|x],<1} ={xeQ; v,(x) >0};
Mpy:={xecQ; |x,<1} ={xeQ; vy(x) > 0};
a *
Up = Ap\M, ={- € Q"; pta, pts}.

OnaZcC A, et M,=pA,. Toutx € A,\{0} s’écrit de fagon unique,
x= gpvp("), ol g € Up, vp(x) >0etaAs =1, donc

x=up™ od ue Up.
On en déduit que les idéaux non nuls de A, sont les p".A,,, k € N, donc I’anneau local A,
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est principal.
Les éléments non nuls du corps F, = A,/M,, sont les classes d’équivalence, modulo
M, des éléments u de U, notées u. Si u = 5 € Uy, alors pta et pts impliquent que

les classes d’équivalence des entiers a et s modulo p, notées 4@, §, sont des éléments non
nuls, donc inversibles, du corps Z/pZ. Par suite, @ peut étre identifié a 1’élément non nul
as'deZ/pZ.

On en conclut que le corps résiduel, F,, du corps valué (Q,] |,) s’identifie a F, = Z/pZ.

3. Topologie d’un corps valué

Etant donné un corps valué (X, | |), I’application

d:KxK—R,
(x,y) —|x—y|
est une distance sur K ([19]); en effet, on vérifie facilement, que
d(x,y)=0 < x=y;
i)d(y,x) =d(x,y), Vx,y dans K;
ii)d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), Vx,y,zdans K.
Ainsi tout corps valué (K, | |) est un espace métrique relativement 2 la distance d associée

3 la valeur absolue | |, donc K est muni de la topologie définie par d, qui sera dite induite
par || ([19)). Les applications

KxK—K K—K
() —xty  x——x
(x,y) = xy x—x" ! six#0,

sont continues et la relation

Hxl—lylI<|x-y]
implique que I’application x —| x| de K dans R, est uniformément continue ; donc
I’espace métrique (K, d) est un espace topologique uniforme ({19]).

Remarque A.37. Si A est un isomorphisme de corps valués de (K| |) sur (K’,| |) (Déf.
A.24.) etsid et d’ sont les distances, respectivement associées aux valeurs absolues de K
et K’, alors quels que soient x et y dans K,

|A(x—y) '=lx~y|=> d'(A(x),A()) = d(x,5).
Par suite A est une isométrie de (K,d) sur (K',d’).

Rappel ([19)) : Une partic A d’un espace topologique E est dense dans E, si toute partie
ouverte non vide de E rencontre A.

Théoréme A.38. Q est dense dans R.

Démonstration. Toute partie ouverte non vide de R contient un intervalle ouvert ; il suffit
donc de montrer que quels que soient a,b dans R* tels que a < b, il existe au moins un
éiémentgc Qtelque a < g < b.
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Sia<0<b,onprend g=0. Supposons 0 <a<b;(R,||~) étant archimédien, il existe
n € N* tel que n(b—a) > 1 (Prop. A.29); étant donné un tel entier n,ona b—a > %
Posons

E.={keN*; % > b} ;E est une partic non vide de N*.
Notons m le plus petit élément de E ; alors,

mob o "lop

n n
m 1 m m—1
molom e M s b—(b—a)=a.
(n _> (b—a)) = — > (b—a)=a

m
En posant g = , onobtient a < g<b.
Dans lecasoita < b <0,0na0 < —b < —a, donc, d’apres ce qui précede, il existe ¢’ € Q

tel que —b < ¢’ < —a; en posant g := —¢’, on obtienta < g < b. 0O

On rappelle qu’un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy de E est
convergente dans E ([19]).

Théoréme A.39. Le corps valué (R,| |.) est un espace métrique complet.

Démonstration. On note ici | | la valeur absolue ordinaire, | |, de R.
Soit (Un),cn € RN une suite de Cauchy de R.

1 o
Pour tout n € N, o € Q7. et, puisque Q est dense dans R (Prop. A.38), il existe g, € Q

tel que
1
| gn—tn |< 55 (A.16)
On peut ainsi déterminer une suite ¢ = (gn) ey € QN ; montrons que ¢ est une suite de
Cauchy dans Q.

. o1 o
Soit £ € RY, ; la suite ( i)neN eQN converge vers 0, donc il existe N, € N tel que

1 €
n> Nl - 5‘- <=
D’autre part, la suite (1), €st une suite de Cauchy de R, alors il existe N, € N tel que
€
(M2 Ny, n>N,) = | um—un |< 3
Posons N := max{N,,N,}; compte tenu de (A.16), la condition m > N,n > N dans N
implique
| Gm—Gn | < Gm—thm |+t —thn | + | U —qn | < &

La suite de Cauchy (g,),,n définit un nombre réel r:= lim g,.

n—oo
Montrons que la suite de Cauchy (uy),,cn € RN converge aussi vers r. La définition de r,
entraine qu’étant donné € > 0 dans R, il existe v; € N tel que

€
n>v, =>|gn—r|< 3

1 .

D’autre part, lim o= 0 implique qu’il existe v, € N tel que
n—co
755
En posant v :=max{V,,V,}, on obtient, moyennant la relation (A.16),
n>vV =rup—ri|<lun—qn|+|gn—ri<e,
d’ot lim u,=reR. O
n—oo
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4. Complétion d’un corps valué - Corps p-adiques

A. Complétion d’un corps valué

Théoréme A.40. Etant donné un corps valué (K, | |), il existe un corps valué (R, IAI) tel
que A

1)K est une extension de K et | | est la restriction de | | a K.

2)K est dense dans K.

3)(R,|) est un corps valué complet.

Démonstration. (non détaillée) : On suppose la valeur absolue de K non triviale.
1) Soit C(K) I’ensemble des suites de Cauchy de (K, | |) et Cy(K) I’ensemble des é1é-
ments de C(K) qui convergent vers 0.
Posons C:=C(K) et Gy :=Cy(K);onaly CCC KN,
En identifiant tout élément a de K a la suite constante, dont tous les éléments sont égaux
3 a, on obtient I’inclusion K C C.
On vérifie que C est un sous-anneau de KN et que C, est un idéal de C (voir le cas ol
K=Q,Ex.8.,Ch. 1).
Montrons que C; est un idéal maximal de C.
Supposons qu’il existe un idéal B de C tel que C, & BC C.
Soit u = (un),cy € B\ Gy il existe alors 1 € RY, et N € N, tels que
n>Ndans N = |u, |> 7.
Considérons la suite v = (v,), .y définie par :
vp=1,810<n<N et vo=up, sin>N.
La suite (un — Va),n € Cy & B et la suite v est inversible dans I’anneau C ; B étant un
idéal de C,
viv=vlu—v Y u—v)€B;

alors 1 € B entraine B = C, donc C;, est un idéal maximal de C.
Posons K := C/Cys R est un corps ; j étant I’injection canonique de K dans C et ¢ la
surjection canonique de C sur C/C,, ¢ o j est un morphisme non nul de X dans R, donc
R est une extension de K (Ch. 1.
Soitu € K; W est la classe d’équivalence modulo C, d’une suite
u = (un) ey € C. Quel que soit € € R, il existe Ne € N, tel que, pour des entiers m et n,

(m>Ng,n>Ng) => | tp—um |< €.
Par suite, dans (R, | |), on a

” Un | - I Um HNSH Up — Um ”mzlun_um Ia donc
(m>N£’n>N€) :”un l - Ium H°°< £.

Ainsi (| un |),cn €t une suite de Cauchy dans R et, puisque (R, | |.) est complet (Th.
A39), (| un |),cn converge dans R ; alors,

=0 <= u=(un)en €Cy < lim |u,|=0;
n—oo

U#0 < lim |u, |>0.

Pourtoutz € R, onpose |%|:= lim |u,| eton vérific que I’application || de R dans
n—oo

R, ainsi définie, est une valeur absolue de K, prolongeant la valeur absolue | | de K.

2) Etant donné @ et v dans K, quels que soient leurs représentants respectifs, (Un) en €t
(Va) ey dans C, on a
U=V <= lim (4, —vp) =0 < lim u, = lim v,.
n—coo n—oco n

——>c0



204 Appendice A. Corps ordonnés - Complétion d’un corps valué

On convient alors d’identifier tout élément 7 de K, 2 lim u,, quel que soit le représentant
n—oco

(Un)peny> modulo C, de % dans C.
Ainsi, tout élément de K est la limite d’une suite d’é1éments de K ; on en déduit que K est
dense dans K, muni de la topologie induite par | |.

3) On démontre que le corps valué (K | |} est complet, c’est-a-dire que toute suite de
Cauchy d’éléments de K converge dans K, par une méthode analogue a celle qui & permis
de prouver que (R,] |« ) est complet (Th. A.39). O

Définition A.41. On appelle complétion d’un corps valué (K, ] |), tout corps valué (K, |A|),
qui vérifie les conditions du Th. A.40.
On dit aussi que K est un complété de K relativement 2 la valeur absolue | | .

Théoréme A.42. Propriété universelle de la complétion d’un corps valué
(R,[) étant la complétion de (K,| |) définie dans le Th. A.40., soit A le morphisme
canonique de K dans K ; alors quels que soient le corps valué complet (K',| |') et le
morphisme f de K dans K' tel que, pour tout a € K, | f(a) |'=| a |, il existe un unique
morphisme y de K dans K' tel que Yo A = f, ce qui implique

|| =l y(@ |, VaecR.

Démonstration. On utilise les notations de la preuve du Th. A.40.
Les éléments de K sont identifiés aux suites de Cauchy constantes et quel que soit a dans
K, A(a) =
Soitw € K et (#n),en € C un représentant de ¥ modulo C,) ; on écrit alors (voir preuve du
Th. A.40),

u= nli_n'lwu,,.
Moyennant I’hypothése concemant le morphisme f, on montre que,
(Un) ,en €tant une suite de Cauchy de K, (f(un)), ey €5t une suite de Cauchy de K’ ; alors
puisque K’ est complet, cette suite converge dans K’ et on vérific que sa limite est indé-
pendante du choix de la suite (1), représentant I’élément % de K.
On considére 1’application

v:kK — K

= lim u, — {:= lim f(u,).
n—oo n—oo

V¥ est alors un morphisme de K dans K’ tel que Yo A = £, dont on vérifiera I unicité. De
plus, quel que soit@ = lim u, dans X,
n—oo

|| = lim [un|= lim | fun) [
=| lim_f(un) =] w(@) [ . 0
Le Th. A.42 se traduit par le diagramme commutatif suivant :
A
K ¢
=]
N



§ 4. Complétion d’un corps valué - Corps p-adiques 205

Corollaire A.43. Tout corps valué (K,||) admet une complétion (R,|), unique a une
isométrie pres.

Démonstration. Le Th. A.40 prouve I’existence d’une complétion (K, |A|) d’un corps va-
ué (K,| |)-
Si ’on suppose que (K’,| |') est aussi une complétion de (K, | |), alors, A’ désignant le
monomorphisme canonique de K dans X', la propriété universelle appliquée au couple
(K’,A") implique qu’il existe un unique morphisme ¥’ : K’ — K tel que

VoA =4 et |x|'=|y(x)|,VxeK.
On vérifie que ¥’ = y~! ; par suite, y est une isométrie de K sur K’ (Rem. A.37). O

Exemple A.44. Les théoremes A.38. et A.39. montrent que (R, | |) est la complétion du
corps valué (Q, | |-)-

Remargque A.45. Un corps valué (K, | |) est complet s’il coincide avec sa complétion.

B. Corps des nombres p-adiques

Définition A.46. Le complété du corps Q, relativement 2 la valeur absolue p-adique nor-
malisée | |, (Déf. A.22), est appelé le corps des nombres p-adiques et noté Q,.

On notera encore | |5, la valeur absolue de Q,, induite par la valeur absolue p-adique nor-
malisée de QQ (Cf. Th. A.40)

L application du Th. A.35 au cas du corps valué complet (Q,,| |,) donne les résultats
suivants.

Définition A.47. L’anneau des entiers du corps valué complet
(Qp, | |p) est noté Z, et ses €léments sont appelés les entiers p-adiques .

x|, <1} (A.17)

Théoreme A.48. Pour tout nombre premier p,

1) L’anneau local Z, est principal et son unique idéal maximal est pZ,.
2) Le corps résiduel du corps valué (Qp,| |,) est isomorphe a Z/ pZ.

3) Qp est le corps des fractions de I’anneau Z,.

Démonstration. La propriété 3) résulte directement du Th. A.35
1) Comme dans le cas de (Q,] |,) (Exemple A.36), pZ, est I'idéal maximal de I’anneau
local Z,, dont les idéaux non nuls sont alors les p*Z,, k € N ; donc I'anneau local Z,, est
principal.
2) D’aprés le Th. A.40, tout x € Q, est la limite d’une suite de Cauchy (), du corps
valué non-archimédien (Q, | | ) ; alors, quel que soit € € Q tel que 0 < € <| x |, il existe
N e Ntelque

n>N=|x—x, [p<e<|x|p.
En appliquant la Prop. A.33 aux éléments x, — x et x, on obtient

n>N=>|x |p=]x]p.
On en conclut que, quel que soit x € Q,, il existe y € Q tel que

|x—y|p<|xlp, donc |y|p=|x]p. (A.18)
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Par ailleurs, les éléments non nuls, @, du corps résiduel Z,/pZ, sont les classes modulo
PZL, des éléments u € (Zp \ pZp), donc des éléments u tels que | u [p=1.
On en déduit (voir relation (A.18)) que, quel que soit u € (Z, \ pZ,), il existe v € Q tel
que

[vip=lulp=1et |v—u|,<1

Compte tenu des notations utilisées dans 1’étude de (Q, | |,) (Exemple A.36), on a alors,
vel,et

|v—ul|p< 1=V =1,dans Z,/pZ,.
Par suite, moyennant le résultat obtenu dans I'Exemple A.36., le corps Z,/ pZ,, s’identifie
au corps Z/pZ.
Le corps valué (Q,| |,) et son complété (Q,, | |,) admettent donc le méme corps résiduel
Z/pZ. O

Remarque A.49. D’une fagon générale, on démontre qu’un corps valué et son complété
ont le méme corps résiduel (2 un isomorphisme pres) ([33]).

Nous énoncerons, sans démonstration, le théoréme donnant le Développement de Hensel
d’un nombre p-adique ([18, 30, 381).

Théoréme A.50. Developpement de Hensel
Quel que soit x € Qp, il existe une unique suite d’entiers (a;)
0<a;<p—1,m=v,(x) € Zet la série

Y ap

i>m

i>m tels que,

converge vers x dans le corps valué complet (Qp,| |,). On écrit

x=Y ap (A.19)

i>m
La relation (A.19) définit ce qu’on appelle le développement de Hensel de x.

Remarque A.51. Nous avons défini le corps des nombres p-adiques comme le complété
du corps valué (Q,| {), mais on peut aussi définir le corps Qp, en utilisant la notion de
« limite projective », qui est une notion de Théorie des Catégories, non introduite dans ce
livre ([30, 43)).



Appendice B
Transcendance decetde

Préliminaires :

Cet appendice est consacré aux preuves, données en Analyse, de la transcendance des
nombre réels ¢ et & sur le corps des nombres rationnels @ (Cf. Exemple 2.30).

La transcendance de e a été démontrée par Hermite en 1873 ; en utilisant des méthodes
analogues, Lindemann a démontré la transcendance de 7 en 1882.

Ces démonstrations utilisent la méthode du « raisonnement par I’absurde » conduisant a
une contradiction avec le lemme suivant.

Lemme B.1. Une fonction f : Z. — Z, telle que f(n) tend vers 0 quand la variable n
tend vers +oo, est nécessairement nulle, a partir d’un certain entier n,.

Démonstration. L'hypothése du lemme implique qu’il existe un entier n, tel que
: 1
VneZ, n>ny=|f(n)—-0|< 3%
or, f(n) est entier, par suite, f(n) =0,Vn > n,. O

1. Transcendance de e sur QQ

Théoréme B.2. (Hermite)
Le nombre réel e est transcendant sur Q.

Démonstration. La preuve originale de Hermite (1873) a été successivement simplifiée
par Weierstrass, Hilbert, Hurwitz et Gordan ; ¢’est cette démonstration simplifiée que nous
développons ici.

On suppose e non transcendant sur Q, donc algébrique sur Q.
I existe alors un polyndme non constant g(X) € Q[X], tel que g(e) = 0.
Posons g(X) = Lye;cn@X', avec ag # Oet n > 0.
Q étant le corps des fractions de Z, il existe ¥ € Q et ¢;(X) € Z[X] tels que
g(X) =19,(X) et g,(e)=0.
On peut donc, des le départ, supposer que les coefficients a;,0 < i < n, du polynéme g(X)
sont des entiers.

Soit p un nombre premier quelconque ; on considére, dans Q[X],

_XPUX—1)P(X-2)P...(X—n)P
1= o1 |

Onpose F(X):=f(X)+f(X)+---+ forrr=1(x), (B.2)

(B.1)
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ot les f®)(X),1 <k < np+ p— 1, sont les polyndmes dérivés A I’ordre k de f(X) ([13],
Déf. 4.30) ; on note que

degf=np+p—1= fOPTP)(X)=0.

Les polyndmes f(X) et F(X) étant considérés dans R[X], notons encore, f et F les fonc-
tions polynémes réelles qui leurs sont associées ([13], Déf. 4.21). Pourx e R, on a

ad;(e“"F(x)) =e* (F'(x) — F(x))= —e*f(x). (B.3)

Les entiers a;,0 < i < n, étant les coefficients du polyndme ¢(X) tel que g(e) =0, la
relation (B.3) permet d’écrire, pour tout entier i,0 <i<n,

a /0‘ e f(x)dx = a,[—e *F(x)]}) (B.4)
=a,;(F(0) —e 'F(i)). (B.5)
On en déduit » . . »
Zaiei/ e *f(x)dx=F(0) Zaiei - Za,-F(i) ;
i=0 0 i=0 i=0

alors la définition de F et ’hypothese g(e) = Y7 oa;¢' =0 impliquent

n Lo n np+p—1
Zaie’/ e fRdx=-Y (Y ar®a)). (B.6)
i=0 0 i=0 k=0

Compte tenu de la relation (B.1) donnant ’expression de f(x), en appliquant la régle de
Leibnitz, on obtient les résultats suivants, pour les valeurs de %) (i).

Pouri=0,  f®(0)=0,YkO<k<np—p+1,k#(p-1)),
et fP-D0)= H(-l)?...(—n)l’ = (—1)"P(n!)?.
Pouri<i<n, f®@G)=0,VkO<k<p-1)et

quel que soit k(p < k< np+p—1), les seuls termes non nuls, intervenant dans £ (i),
sont des entiers provenant des facteurs (X — )P dérivables p fois; on en déduit que tous
ces entiers sont divisibles par p, car

1
f(k)(i) _ ﬁ&. =pA, oui eZ".

Par suite, la relation (B.6) entraine
n Y n
Zaie‘/o e " f(x)dx = —Zaipl,.—ao(—l)"”(n!)” (B.7
i=0 i—0
=mp —ay(—1)"P(n!)?, oumeZ". (B.8)
Pour p > max(n, | a, |), I'entier ay(—1)"?(n!)? est non nul et non divisible par p.

On en déduit qu’en choisissant le nombre premier p suffisamment grand, le premier
membre de la relation (B.6) est un entier non nul.
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Pourx€ Ret0 < x < n, on a, pour tout entier i (1 <i < n),

1
0<|x—ilP<n?, dou |f(x)|< Fnﬂpﬂf—l.

1!

Par suite,
" . i pnp+p— 1
|Zaie'/ x)dx|<2|ae |/ (B.9)
i=0 i=0
ey 1
_Zlaelz —y (B.10)

qui tend vers O quand p tend vers +oo ; or le premier membre de I’inégalité (B.9) est un
entier non nul, ce qui contredit le lemme B.1.
On en conclut que e est transcendant sur Q. 0

2. Transcendance de 7 sur Q

Démontrons, dans un premier temps, que 7 ¢ Q, autrement dit,
Théoréme B.3. Le nombre réel  est irrationnel.

Démonstration. Pour o € R* et tout n € N, on considére I’intégrale
+1
I, =/ (1 —xz)"cosaxdx.
~1
Intégrons I, par parties, dans le cas n > 2.
1 r+t
L= —/ (1—22)"d(sin ax)
o J-1
1 2 p 1ot 1
= a[(1—x )"sinax]fl—a/ sinax(—2nx(1—x2)""1) dx
-1
1+l 1.
= —/ 2nx(1 —x%)" sinoxdx
o/
L[ a1 —2y1a
_—E/—l nx(1—x7) (cos oix).

On integre, de nouveau, par parties :

I =— %[an(l —x*)" Ycos aux]* |
+ % ( —4n(n—1)x*(1 - )"_z)cos axdx
+—= / 2n(1 —22)"cos ouxdx.

I, ! 4n( —1)(1-x*)""cosaxdx

_a2

+1
_E/q an(n—1)(1 —x*)""2cosaxdx

1 1 |
+— 2n(1 —x2)" ' cos auxdx.
o
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On en déduit
Va>2, ol,=2n(2n-1)_,—4n(n—1)I _,. (B.11)

+1 1 2 .
D’autre part, I, = / cosoxdx = [E sin ax]f{ =5 sin o, d’olt
-1
al, =2sina. (B.12)
+1
I =/ (1—x%) cos oxdx
-1

1 1
— L -)sna - [ 2xsimards
(44 aJ-

2+t
=—/ xsinaxdx
o)
2 2 [+t cosax
=[-—§xcosax]f{——/ — dx
o o o
4 4 |
Ilz—agcosoH—?sma,
d’ou la relation
o’l, =4sina —4acos . (B.13)

Pour n =2, les relations (B.11), (B.12), (B.13) impliquent
o’L, = 121, — 81,
4 4 2 .
= 12(33 $in @ — —3 cos o) — 8—& sina.
Par suite,
o’l, =2!((24 —8a?)sinar — 240ccos ar). (B.14)

Par récurrence sur n, démontrons que pour tout n € N, 'intégrale I, satisfait, quel que soit
a € R*, 3 une relation de la forme :

o? U, = n! (P,(@) sina + Qu( @) cos &), (B.15)

ol P,(X) et Qn(X) sont de degré inférieur ou égal a n+ 1, dans Z[X].
Les relations (B.12), (B.13) et (B.14) montrent que la relation (B.15) est vérifiée pour
0<n<2 ; on suppose alors n > 2 et la relation (B.15) vraie pour tout entier positif
k < n— 1. Ecrivons la relation (B.15) pour [, , etl ,:

o =mn-1)!(P,_,(a)sina+Q, ,(a)cosa),

az"_3ln_2 =(n-2)!(P,_,(a)sina+ Q, ,(ax)cosar).
En utilisant la relation (B.11), on obtient

o =n1(22n-1)(P,_ (@) +Q, ()
~40*(P,_,(a)sina+Q, ,(a)cosa))
a® L, =nt((2(2n-1)P,_ (@) —40?P, ,(@))sina
+(2@2r-1)Q,_ (o) — 40’0, _,(a))cosa).
Posons P(X):=2(2n-1)P, ,(X)-4X?P,_,(X),

)
On(X) :=2(2n-1)Q, (X) -4X%Q, ,(X).
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L’hypothese de récurrence entraine que les polyndmes P,(X) et 0,(X) sont dans Z[X] et
(degP,_;<n, degP, ,<n—1)==degP, <n+1.

De méme, on adeg 0, < n+ 1, d’ou la relation (B.15).

. . a . iee
Supposons, 7 rationnel; on peut écrire 7 = —, ol (a,s) € Z x Z*, a et s positifs; en
s
. . n .
appliquant la relation (B.15) pour o = X on obtient

a

a

(Zs
degP, <n+1<2n+1 => (2s)2"“Pn(2£) €Z.
S

)2n+lln — ﬂ!Pn(

In
On en déduit que a*t1 € Z, donc

2n+1 +1
Jo=2 / (1—2)"cos Txdx € Z.
nt J 2

n
Posons  f(x) := (1 —x%)"cos i
L’étude de la fonction f de la variable réelle x montre que I’on a

+1
, flx)dx >0,

donc, VaeN, J, >0, en particulier, J, #0 mais

a2n+l
A,
n!

a2n+l +1 T
O< < / cos —xdx = J, <
n! J 2

ol A est positif dans R, ce qui entraine que J, tend vers 0 quand z tend vers +co, d’olt une
contradiction avec le lemme B.1., donc 7 & Q. O

Théoréme B.4. (Lindemann)
Le nombre réel m est transcendant sur Q.

Démonstration. On sait que & ¢ Q, (Th. B.3), supposons 7 algébrique sur Q. On consi-
dére alors & dans la cloture algébrique Q@ de @@, dans C (Ch. 5). Par ailleurs, le nombre

complexe i étant algébrique sur Q (i> = —1), on a aussi i% algébrique sur Q.

Posons p,(X) := Ier(in,X) et n:=degp, > 1 (Cf. Ch. 2).
Le polyndme irréductible p, (X) a n racines distinctes et non nulles dans Q (Th. 3.24);
on les notera : @, :=im, ,,...,®,. Par ailleurs, on a

€T =cosm+isinT=—1 < €M1 +1=0,
ce qui permet d’écrire, dans C,
(M1 +1)(e®24+1)...(e* +1)=0. (B.16)
En développant le premier membre de (B.16), on obtient une relation de la forme :

e7|+eﬂ+...+e%+1=0, (B17)
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ot I’on considére que 1 = €°.

Nous allons montrer qu’il existe un polyndme a coefficients entiers, dont les racines sont
les exposants de e qui apparaissent dans le premier membre de la relation (B.17).

Ces exposants s’écrivent, d’une fagon générale,

Le cas : k=1, correspond aux exposants de e qui sont les racines o;, 1 <i < n, du poly-
ndéme p,(X) € Q[X].
Le cas : k =2, correspond aux exposants de e de la forme B,.’ =t oul<i<j<n
On en déduit que les coefficients du polyndme

p(X)= [1 X-8)

1<i<j<n

sont des polyndomes symétriques en les racines de p,(X), donc s’expriment rationnelle-
ment en fonction des coefficients de ce polyndme ([13], Ch. 8), d’ol1 p,(X) € Q[X].
D’une fagon générale, pour tout entier k fixé, 1 < k < n), on considére le polyn6me

pk(X)z H (X - Z Q; ),

1<i| <ig<-<iy <n <<k’

dont les coefficients sont encore des polyndmes symétriques en les racines de p, (X) ;
on en déduit que pour tout k, 1 < k < n, p,(X) € Q[X]. On a, en particulier, p,(X) =
X- Y o Posons alors,

1<i<n

q4(X) :=Xp (X)p,(X) ... pa(X). (B.19)

Le polyndme g(X) € Q[X] et a pour racines ’ensemble des exposants de e qui appa-
raissent dans le premier membre de la relation (B.17).

Moyennant une éventuelle réindexation des exposants de e dans (B.17), notons ..., %
les racines non nulles, distinctes ou confondues, de g(X) et m > 1, I’ordre de multiplicité
de la racine O ; on a nécessairement, 1 < r < s et m > 1. La relation (B.17) s’écrit alors,

eh+elrr - pe +m=0. (B.20)

Par suite X™ divise g(X) dans Q[X].

D’autre part, Q étant le corps des fractions de Z, il existe un entier d tel que dg(X) € Z[X].
On en déduit qu’il existe p(X) € Z[X] tel que dg(X) = X™p(X); et les racines de p(X),
dans QQ, sont les Yp1<j<r

Dans Z[X], supposons

pPX)=cX +e, X 44, (B.21)

ou, compte tenu de ce qui préceéde, on a r > 0 et ¢y, ¢, non nuls.
Etant donné un nombre premier p, considérons, dans Q[X],

Crp—l

)= oy

et F(X):=fX)+f/(X)+--+frrtr-D(x), (B.23)

X7 Y p(X))?, ouc:=c (B.22)

ob, les fX(X), 0 <k < rp+ p— 1 sont les polyndmes dérivés successifs de f(X);
deg f = rp+p— 1 implique fUP*P)(X) = 0.
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Comme dans la preuve du Th. A.2, on note encore f et F les fonctions polyndmes de la
variable réelle x, respectivement associées aux polyndmes f et F définis par les relations
(B.22) et (B.23) et on obtient (voir la relation (B.3))

L (e () = —e (),
* X
eF(x) - F(0) =~ [ eV f()dy

Supposons x fixé et posons y = Ax; alors, dy = xdA et

1
e F(x) — F(0) = —x /0 e M F(Ax)dA, (B.24)

1
dot F(x)— €F(0) = —x /0 -5 £(Ax)dA. (B.25)
Dans la relation (B.25), donnons successivement a x les valeurs ¥;,...,% €t sommons ;

en tenant compte de I’égalité (B.20), on obtient
Z F(1) +mF(0) = ): y [ PGy aa (8.26)

oh m=-Y", evi.
Montrons qu’en choisissant le nombre premier p suffisamment grand, le premier membre
de la relation (B.26) est un entier non nul.

r r rp+p—1 . rp+p—-1 r .
LEm=Y( X /Pm)= L (Xr0m)
j=1 j=1 k=0 k=0 j=1

Le calcul des f%)(x) montre que, quel que soit j(1 < j < r),ona
~pour0<k<p—1, p(y)=0= fH(y)=0.

—pour p<k<rp+p—1, degfP)(X)=rp—1= degfOX)<rp—1;
de plus, f®)(X) contient pc’?~! en facteur. On a, en particulier,

Vit <ji<r), fP>5) =p(y)P'e? o' (1)?

On en déduit que, pour p<k<rp+p—1, Z f (") ) est une fonction polyndmiale

symétrique en ¥,,%, - ,y,, de degré mférzeur ou égal a rp — 1. Par suite ([13], p. 259),

pour p<k<rp+p-—1, Z f (") ) est une fonction polyndmiale de degré inférieur ou
j=1
égal 3 rp — 1 en les fonctions symémques élémentaires des yj,l < j < r,donc en les
—zi = %’ ou les
.
¢;, 0 <i < r, sont les coefficients du polyndme p (X) € Z[X] (Cf. (B.21)).

Sachant que pour p < k< rp+ p—1, les f¥(X), contiennent pc™~! en facteur, on obtient

p<k<rp+p-1=— Zf(") =ps,, ous €Z. B.27)
j._
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Examinons F(0) ; en utilisant toujours la notation ¢ =¢,,on a
0 pour0<k<p-1,

R0 = c’P_lcg pourk=p-—1,
ph,, h €L pourp<k<rp+p-1.

Le premier membre de la relation (B.26) est donc de la forme

lp+mc”’_lcg, oule€Z.

On sait que les entiers m, ¢, ¢, sont non nuls, par suite, en choisissant le nombre premier
p tel que
p>max(m,| cla ICO l)a

on peut affirmer que Ventier / p+-mc'? _lcg est non nul.

Considérons, maintenant, le second membre de la relation (B.26).

rp—1
1) = sup oy oy (10T ) =1 £ 1< Lyt iy,
(p—1)!
r 1 (I—A)y. r lclrp—l , i
";Yf/o M) dh | < X oy 1 P R)  M,

1
ol M= |sup15j5,/0 A g |

Ainsi le second membre de la relation (B.26) tend vers 0, quand p tend vers o, ce qui
entraine encore une contradiction avec le lemme B. 1. ; donc 7 est transcendant sur Q. [
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