EXERCICE N°1 CONCOUR 2005

ax+b

Soit a, b, ¢, et d des réels tels que ad —bc # 0 h(x) = pour x # —%

cx+d

Partie A/ On suppose que (a-d)*> +4bc >0

ad —bc
1) Montrons que h(x) —h(y) = DD x-y)
__ax+b . ay+b _ (ax+b)(cy+d)—(ay +b)(cx+d)
h(x) —h(y) = ox+d  cy+d (cx+d)(cy +d)
acxy + axd + bcy + bd — acxy — adx — bcx — bd
h(x) —h(y) =
(cx+d)(cy +d)
axd + bcy — ady — bcx
h(x) —h(y) =
(cx+d)(cy +d)
ad(x —y) —bc(x—y)
h(x) —h(y) =
(cx+d)(cy +d)
hed) —h(y) = — 2 _(x_y)
VoW T et Dy +a) Y
,- . , h(x)—a _ (cB+d A _d
2) Montrons qu’il existe deux réels a et B tels que Tk (Ca+d) (X—B) ;X F ;
On cherche a trouver les solutions de I'équation h(x) = x = Zﬁ:g =
=3 ax+b=x(cx+d) & cx?*+x(d—a)—b=0

Soit A = (a — d)? + 4bc > 0 donc I'équation ( E ) admet deux racines distinct

__a—d—/(a—d)?*+4bc et f = a—d++/(a—d)%+4bc
2c 2c
ad —bc
Ona h(X) —a= h(x) - h(a) = m(x— a) et

ad —bc ’
h(x) —B = h(x) —h(B) = W(X— B) #0 pour (x#B,h(x) #B)dou
ad — bc (x— a)
h(x)—a h(x)—h(@) (x+d)(ca+d)™ Y (CB + d) (x— a)
h(x) =B  h(x)—h(B) ad — bc (X—B)_ ca+d) \x—B
(ex+d)(cB+4d)
3) Soit la suite (x,),>o définie par son premier terme x; et x,, ;1 = ::”:2 ,n=>0
a/ La suite (x,),>o est stationnaire © xy =x, = x,41 © Xy = C:;Ois
0
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& axy+b =xy(cxyg+d) & cxp?+x9(d—a)—b=0 (E)
Soit A = (a — d)? + 4bc > 0 donc I'équation ( E ) admet deux racines distinct

a—d—/(a—d)2+4bc a—d++/(a—d)2+4bc
. ( ) et f = (ZC )

- 2c

a—d—/(a—d)%+4bc
Pourxy = a = (20) ouxy, = f =

a—d++/(a—d)%+4bc
2c

La suite (x,),>o est
stationnaire.

b/ Montrons quesixy + aetxy # Balorsx, # a etx, + 8
Soit la propriété P(n) : pourtoutn x, # a etx, #

La propriété P(n) est vrai pour n =0 supposons qu’elle est vrai pournc-a-d x,, # a et
X, # P et montrons qu’elle est vrai pour n + 1

Ona
ad — bc
(cx, +d)(ca+d)

Xny1 —a = h(x,) —h(a) = (x, —) #0

et
ad — bc
(cx, +d)(cf +d)

Xnt1 — B = h(x,) —h(p) = (x, —B)#0

car ad—bc#0 ,(x,—a)#0et (x,—F)#*0
¢/ pour xo # a et xy # [§ Etudions la convergence de la suite (X, ), o

Ona

wr=s = (eera) =5)

e
Xp11 — O (CB + d)" <x0 — a)

xn+1_B_ ca+d/ \xo—B

On considére la suite (¢,),>o définie par ¢, = zo_g et @, = ﬁ ,n=0
0~ n—
La suite (¢, ), o €st une suite géométrique de premier terme @y = 2072 et de raison

cB+d Xp41—0 cp+d Xp—a cB+d
e eneffeton = 22 = () (255) = (D) o

Xn+1—B ~ \co+d Xn—B co+d




ona

xn_az(pn(xn_B)

xn(l - QDn) = _B(pn +a

a—B(pn_ (pn(%_ﬁ) _(p;“n_B

X, = = =
o, —1 (1 — i) 1 — 1
LA 7S n
. d s o
- Si CB+ | > 1 Donclim,.. ¢, = Teo et par suite lim,., x, = llm‘:"—1 =B
P$n
Si CB+d| <1 Donclim,.. ¢, = 0 et par suite lim, .. x, = lim ¢_Bi”f = a
- Si ZE:Z =1 © c(f—a)=0 & S =almpossiblecarA= (a—d)>+4bc >0
. cpd — _ ﬂ
- Slm——l @C(,B"‘a)— 2d © ﬂ‘i‘a— c
la suite (¢, ),,>0 N"admet pas de limite et on a lim ... ¢, = io_; etlim . @41 =
=
_ pogta -
Xo—a ) ) . x0 B af +Bxp+axg—af
— et par suite lim, ., x,,, = xg etlim .. x,,, = = =
Yoo p +oo X2n 0 +oo X2n (H;cg Z) Xo—B+xg—
Bxg+axg—2apB .
e # X Si hon
—2
%zxo(@ Bxo + axg — 20p = xy(2xg —a — B) ©

Bxg + axy — 2af = 2xy% — Xga — XgB © X2 — (B+ a)xo + af =0

A= (B + )% —dap = (B— w2 = (L) i SO

B+a—BFa
2

B+a+B—a

> = a ce qui est absurde car xg # 3 etxg # «

Xo = =B ouxg =

Donc (X, ), N"admet pas de limite.
Xp+2

3 7
4) x, =1let Xnt1 = T3 ,n=0 Xp =2 Xy =
n

a/ Soit P(n) : x, =2

Ona x; = V2 supposons que x, = V2 montrons que X, 41 = V2
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X, + 2 1—V2)(x, +4/2
Pour n>1 xn+1—\/§=n——\/§=( )(n \/—)20

X, +1 X, +1
Doncpourn =1 an\/i
X, + 2 2—x,>2  (V2—-x,)(V2+x
Pour n>1 x,,4 — X, = — - X, = & =( n)( n)SO
x, +1 x, +1 x, +1

D’ou la suite (x,,) est une suite minoré est décroissante donc converge vers une limite |

Vérifiantlzii—i 2-12=0 (V2-0){W2+1)=0 1=v2 oul=—V2orx, =2

doncl =2

Autre méthode

Xpn+2
Xg=1let x,41 =x"+1 ,n=0
n

, . 2 .
I’équation (E) x = % & x2—2=0 doncf = V2 ou a = —/2 sont les solutions

De (E)

Ona CB+d|— V2 =("V2+1)2>1

catdl T l1i=vZl T

d’apres la 3°) ¢/ question la suite (x;,) est une suite convergente et elle converge vers

p=v2

b/ Montrons que si x,, = Pn alors Xpi1 = Pn+l

dn dn+1

Avec An+1 = Pn + n  Pn+1 = Pn + 2 an
Dn
% t2 g tE pat26n _Pun
n+l x, +1 p—n-l- 1 Pn t+ qn an+1

n

¢/ Montrons que p, @41 — qnPn+1 = 1
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d/ Ona Pndn+1 — QnPn+1 = 1

Et DPnQns1 — qubns1 = (pn)z - Z(qn)z

Donc |(pn)2 - Z(qn)zl =1

p_n_@|
An

1
an n

p_n_ﬁ| _ |95 |
In qnzlpn + qnﬁl

Pn _ \/§| = 1 < 1 < 1
an |qn(pn + qn\/2_)| g (Pn + Gl T GnGnaa
e/ La suite (x,),> définie parx, =1let x,.q = xx”illo ,n=0

x+10

I’équation (E) x = 7 S x?’—10=0 doncf =+v10 ou a =—v10sontles

2
. B _ d 1410 1+V10
solutions de I’équation ( E ) iiid| = |1tg = \(/3_) >1

D’aprés la 3°) question c/la suite (x,,) converge vers f =10

f) Donnons des approximations successives de v 10

Partie B/ dans cette partie on suppose que (a — d)? + 4bc = 0

1 _ c 1
h(x)—a (ca+d) (x—a)

e cax?—(a—-d)x—b=0

1) Montrons qu’il existe un réel a tel que

e 112 . _ __ax+b
- Soit'équation h(x) =x © x = —

Comme ¢ # 0 Soitdonc A= (a —d)? + 4bc =0

. —d
Donc c¢x?— (a —d)x — b = 0 admet une solution double a = az_c




- Onaaestunesolutionde cx?’—(a—d)x—b=0=>ca’?—(a—d)a=b Ona

. a—d
aussia = —— = a=2ac+d

1 B 1 _ cx +d
h(x)—a ax+b ~ ax+b—acx—da
cx +d
cx +d

- Rac+d)x+ca’— (a—d)a — acx — da

_ cx +d
~ QRac+d)x +ca’— 2ac+d — d)a — acx — da

B cx +d B cx +d
Cacx—a)+d(x—a) (ca+d)(x—a)

_ax—catcat+d c(x—a)tcat+d
S (cat+d)(x—a)  (ca+d)(x—a)

B c(x—a) ca+d
 (ca+d)(x—a) + (ca+d)(x —a)
c 1

T atd) -

axn+b
CXp+d

>0

) -

2) Soit la suite (x,,),>o définie par son premier terme xy et x,, ;¢ =

. a—d . . .
- Si xpg=a= o alors la suite (x,),>o est stationnaire donc convergente et elle

a—d
convergevers a = 2—
c

- Si xo #a montronsquepourtout n=0 x, #a
Soit la propriété P(n) :pourtout n >0 x, #«a
La propriété P(n) est vrai pour n =0 supposons qu’elle est vrai pour un entier n et
montrons qu’elle est vrai pour n + 1
Ona
ad — bc
(cx, +d)(ca+d)

- . . e 1 1
On considére maintenant la suite (¥, ),>o définie par y, = —ety, =— n=0s=
0~ n—
Devoir.tn ﬂﬂ

Xpy1 — @ = h(x,) —h(a) =

(x, —a) =0




Ona y,41 = ! =< + ! =r+y,

Xn41—« ca+d xp—«a

1

La suite (¥, ), >0 st donc une suite arithmétique de premier terme y, = ——et de
> -
. c . 1
raisonr = —— D’ou = nr < = nr S x, =
ca+d Yn Yo + Xn—« Yo + n yo+nr

C
Comme c # 0 alors p—— # 0 la (x,),>o estdoncconverge et elle converge vers a.

Exercice N° 2

f : IR—>IR

1 YOy o — e IR2
X — f(x) continue sur IR et vérifiant f(x+y) = f(x) +f(y) pour tout (x,y)

Soit

- Montrons que pour tout entier n et pour toutréel x f(nx) =nf(x) (D)
Onaf(0+1) = f(1) = f(0) +f(1) = f(0)= 0doncf(0) =0Xf(x)

La propriété ( 1) est donc vraie pour n = 0 supposons qu’elle est vraie pour un entier n et
montrons qu’elle est vraie pour n+1

f((n+Dx) = flnx +x) = f(nx) + f(x) =nf(x) + f(x) = (n+1)f(x)
- Montrons que pour tout entiern f(n) =nf(1) (2)
Pourx =1 () = f(n) =nf(1)

- Montrons que pour tout nombre rationnel x = £ f(x)=xf1) (3)

q

Soit p et q deux entier tel que q # 0 et x =§ = gx=p

De (1) et(2)entire qf(x) = f(gx) = f(») =pf(1)
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> f@=2r = r(%)=tr@ @
- Pour finaliser Montrons que pour toutréel x  f(x) = xf (1)

Soit x un réel, on pose p,, = E(10™x) et considére la suite (x,,),,>o des nombres rationnels

o . E(10"
définie par : pour tout entier naturel n x,, = (wnx) .
1 E(10" 1
e Ona 10" —1<E10") <10"x = x—— <200 <y = x———<x, <x

e Lasuite (x,),>o est donc encadrée par deux suite qui converge vers la méme limite x =

La suite (x,,)n,>o converge eton a lim(x,) = x (4)

o« flr) =f (5552 = ((C52) FA) =% f () (5)

10m

Or f est continue sur IR=> limf(x,,) =x (6)

De (4), (5) et (6) et par passage a la limite en déduit que pour tout réel x f(x) = xf (1)

Ce qui montre que pour tout réel xona f(x) =x f(1)

Probleme

Notations et définitions

Soit P le plan euclidien et B un sous-ensemble fini de P ayant au moins deux éléments. Les
¢léments de B sont appelés points de base.
~2) Un pomnt M est dit constructible a la régle et au compas 4 partir de B s’il existe une suite
finie de points M;,Ma, ..., M, = M telle que pour tout 1 < i < n, M, est un point d’intersection
soit de deux droites, soit d’une droite et d'un cercle, soit de deux cercles; ces droites et cercles
étant obtenus a I’ aide de I'ensemble E, =BU {Ml,..., M, } de la maniére suivante

- Chaque droite passe par deux points distincts de E,.
- Chaque cercle est centré en un point de E; et a pour rayon la distance entre deux pomts de E ;.
b) Une droite passant par deux points constructibles est dite constructible.

c) Uq cercle centré en un point constructible et ayant pour rayon la distance entre deux points
constructibles est dit constructible.

1)

1) Montrons que si D est une droite constructible et A un point constructible alors la
perpendiculaire a D passant par A ainsi que la paralléele a D sont des droites
constructibles.

Soit D une droite constructible et A un point constructible

- Si A est un point de la droite D

D est une droite constructible il existe un point M, constructible distinct du point A

tel que D passe les point M; et A
Devoir.tn



Les points A et M; sont constructible donc Le cercle ¢(1de centre A et de rayon A M,
est constructible. @1 recoupe la droite D en un autre point M, autre que M;

(C3)

Les points M; et M, sont constructible, donc les cercle C2 et (2 de centre respectifs
M, et M, et de rayon M;M, sont constructibles.

(2 et (3 se coupent en deux points M3z et M,

Les points M; et M, sont constructible donc la droite (M3;M,) est constructible.

La droite (M3M,) passe par A et perpendiculaire a D.

Si A est un point n’appartenant pas a la droite D

D est une droite constructible elle passe donc par un point M, constructibles

Les points A et M, sont constructible donc Le cercle C:de centre A et de rayon A M,
est constructible. & coupe la droite D en un autre point M; autre que M,

Les points M; et M, sont constructible donc le cercle G de centre M, et de rayon
M,M; est constructible.

Les points M, et M, sont constructible donc le cercle (2 de centre M; et de rayon
M;M, est constructible.

(¢ et (2 se coupent en deux points M; et M,

Les points M3 et M, sont constructibles donc la droite (MsM,) est constructible.

La droite (M3M,) passe par A et perpendiculaire a D.



- Soit D’ la perpendiculaire a la droite D passant par A d’aprés ce qui précéde la D”’
perpendiculaire a D’ passant par A est constructible ; D" est la droite paralléle a D
passant par A

2) Montrons que si A et B sont deux points constructibles alors le milieu et la médiatrice
de segment [AB] sont constructibles.

Les points A et B sont constructible donc les cercles C; et (2 de centres respectifs A et B et
de méme rayon AB sont constructibles. ¢; et (2 se coupent en deux points M; et M,.

Les points M; et M, sont donc constructibles, la droite (M;M,) est aussi constructible, cette
droite est la médiatrice de segment [AB] elle coupe (AB) en un point | milieu de [AB]

A

3) Montrons que si D et D’ sont deux droites constructibles concourantes alors les
bissectrices des angles déterminés par ces deux droites sont constructibles.

D et D’ sont deux droites constructibles concourantes ils existent trois points A, M, et C tels
que la droite D passe par (AM,) et la droite D’ passe par (AC)

Les points A et M; sont constructible donc le cercles C; de centre A et de rayon A M, est
constructible. ¢ coupe la droites D en deux points M, et B et la droite D’ en deux points M,
et C.

Les points M; et M2 sont constructibles donc les cercles G et C2 de centres respectifs M, et
M, et de méme rayon AM; sont constructibles. ¢ et (2 se coupent en un point M; autre
que A.

Les points A et M5 sont constructibles la droite (AM;) est donc constructible. La
perpendiculaire D" a la droite (AM3) passant par A est aussi constructible. Ces droite (AMs;)
et D” sont les bissectrices des angles déterminés par les deux droites D et D’

r __...-.‘j'LIl

10,0



Il/ Soit O et | deux points du plan tel que Ol =1.0On pose B={0, I}

1) Montrons qu’il existe un point constructible J tel que (0,1, J) soit un repére
orthonormé.

(C1) )

Les points O et | sont deux points donnés de P |la droite D passant par O et | est
constructible la perpendiculaire D’ a la droite D passant par O est alors constructible.

Le cercle 1 de centre O et de rayon Ol = 1 est aussi constructible.
Le cercle @1 et |la droite D’ se coupent en deux point J et J'.

Le Point J vérifie : J est constructible puisque c’est I'intersection d’une droite est un cercle
0OJ =1 et (OJ) perpendiculaire a (Ol) ce qui prouve qu’il existe un point constructible J tel
que (0,1, ]) soit un repére orthonormé.

2) Un nombre réel est dit constructible s’il est une des coordonnées, dans le
repere(0,I, J), d’un point constructible.

a) Montrons que /3 est constructible.

Devoir.tn




(c) o«

Les points | et J sont constructibles la droite (1)) est donc constructibles ainsi que sa
perpendiculaire A passant par J

Les points O et J sont constructible le cercle (¢1) de centre J et de rayon OJ est donc

constructible

La droite A et le cercle ((1) se coupent M;et A. M, est donc constructible. Le triangle IJM;
rectangle J et JM; =1 d’aprés Pythagore IM; =v/3

Les points | et M, sont constructibles le cercle de centre | et de rayon IM; et donc
constructible.

La droite (D) et le point | sont constructibles la perpendiculaire (D”’) a (D) passant par | est
donc constructible

La droite (D”) et le cercle (1) se coupent en M,, M, est donc constructible.

La droite (D”) et le point M, sont constructibles la perpendiculaire (D’”’) a (D’) passant par
M, est donc constructible.

La droite (D’”’) coupe la droite ( D’) en Ms. Le point M3 est donc constructible. M; est
d’ordonné /3, dans le repere (O, |, J), \/3 est donc constructible.

Autre Méthode




Le nombre 3 est constructible il existe donc un point M1 d’abscisse, dans le repére
(0,1,)), 3.

-1 est constructible il existe donc un point M2 d’abscisse, dans le repeére (O, 1, J) ,-1.
Soit M”Le milieu des points M et M’. M”” est constructible le cercle de centre M”’ et
de rayon M1M” est aussi constructible elle coupe la droite (OJ) au point M3
d’ordonné, dans le repere (O, |, J), V3 puisque dans un triangle rectangle MM’M;
ona OM;>=0M xOM=3 & OM;=+3

b) Montrons que tout entier est constructible.

\ ()
(C3I)
(C2)

(3} P ; \ (D)
M2

- Sin est un entier positif.
Le point O est constructible d’abscisse 0, dans le repére (O, I, J), 0 est constructible.

Les points O et | sont constructible le cercle (¢1) de centre O et de rayon Ol =1 est donc
constructible. le cercle (¢1) coupe la droite (Ol) en M, qui est d’abscisse 1, dans le repere (O,

[, J), 1 est constructible.
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Supposons que les entiers n-1 et n sont constructibles et montrons que I'entier n est

constructible

les entiers n-1 et n sont constructibles ils existent donc deux points M,.;) et M,
constructibles d’abscisses respectifs, dans le repére (O, |, J), n-1 et n. le cercle (C») de centre
M, et de rayon M,M,.1) = 1 est constructible et elle coupe la droite (Ol) en un point M1
autre que le point M(,.;). Le point est donc constructible et il est d’abscisse, dans le repere
(O, 1,J), n+1. L'entier n+1 est donc constructible.

- Sin estun entier négatif.

Si n est un entier négatif alors —n est positif il est donc constructible il existe donc un point
M.y constructible d’abscisse, dans le repére (O, |, J), -n. le cercle (C-») de centre M., et de
rayon O M., = -n est constructible et elle coupe la droite (Ol) en un point M, autre que le
point M. Le point M, est donc constructible et il est d’abscisse, dans le repére (O, 1, J), n.

L’entier n est donc constructible.

2 .
c) Montrons que - est constructible.

- \|'\."-_“~—‘_‘;7(Dl

Les entiers 2 et 5 sont constructibles ils existent donc deux points M; et M, constructibles

d’abscisse respectifs, dans le repére (O, |, J), 2 et 5.

La droite (JM,) est constructible ainsi que sa paralléle A passant par M;.

OM;

A coupe (OJ) en un point M3 D’apres Thales OM; = = %
2

. . , . . 2 . 2
Le point M3 est constructible et est d’ordonné, dans le repére (O, |, J), - Le rationnel : est

donc constructible.

3) On désigne par A I'ensemble des nombres constructibles.
Montrons que A est un sous corps de IR contenant Q.
- A estun ensemble non vide (tout entier est constructible)
- 0€A,pourx€A 0+ x = x+0 =x < Aadmet un élément neutre 0



- Soit x un nombre constructible. Il existe donc un point M, constructible d’abscisse,
dans le repére (O, |, J), x. Le cercle ((1) de centre O et de rayon OM; coupe la droite (Ol)
en un point M, autre que M, et tel que OM, = — OM; = —x
Le point M, est donc constructible d’abscisse, dans le repére (O, |, J),- x.

Le réel —x est un nombre constructible donc —x € A et vérifiantx + (—x) = 0
Ce qui montre que tout élément de A admet un opposé —x € A.

- Soient x et y deux nombres constructibles, Montrons que leur somme est

constructible.

Les nombres x ety sont constructibles ils existent donc deux points M, et M,
constructibles d’abscisse respectifs, dans le repére (O, |, J), x et y.

Les points O, M, et M, constructibles le cercle de centre M2 et de rayon OM; coupe la
droit (Ol) en deux points A et B. le point A vérifie 0OA = OM, + M,A = y + x si non c’est
le point B qui le vérifie. Le point A est donc constructible d’abscisse x + y, dans le repere
(O, 1,]), ce qui montre que loi + est stable dans A.

- x +y = y+ xlaloi+est commutative puisque A est un sous ensemble de IR.
- Laloi + est associative puisque A est un sous ensemble de IR.

Ainsi (A, +) est un groupe commutatif.

- Ol=1donc Leréel 1 est constructible=>1€ A

etonapourtoutx € A 1Xx =x X1 = x1estl'élément neutre pour la loi X

Soit x € A , Le nombre x est constructible il existe donc un point M d’abscisse, dans le
repére (O, |, J), x. La droite passante par | et paralléle a la droite (MJ) coupe la droite (OJ) en

un point M’ d’ordonné %, dans le repéere (O, |, J).

h 1

) 1
- Pourtoutx € A x admet un mverse; € A

Soitx € A etx’' € A , Les nombres x et x' sont constructibles il existe donc un point
M d’abscisse x et un point M’ d’ordonné x',dans le repére (O, 1,]),. La droite passante
par M’ et paralléle a la droite (MJ) coupe la droite (OJ) en un point M’ d’abscisse X x',
dans le repéere (O, |, J).

- Aeststable pourlaloi X

- (A, +, X)estunsouscorps delR

r __...-.‘j'LIl
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-
9. ¢

- Montrons que tout nombre rationnel est constructible.
Soit p et g deux entiers positifs et tel que g # 0

Les entiers p et g sont constructibles ils existent donc deux points M; et M, constructibles
d’abscisse respectifs, dans le repére (O, |, J), p et q.

La droite (JM,) est constructible ainsi que sa parallele D passant par M.

D coupe (OJ) en un point M3 D’aprés Thales OM; = 0251 = s
2

Q)

Le point M3 est constructible et est d’'ordonné, dans le repere (O, |, J), S . Le rationnel gest

donc constructible. Son opposé et aussi constructible.
Ce qui montre que Q est inclus dans A

Conclusion : A est un sous corps de IR contenant Q.

4) a) Montrons quesit€ Aet t> 0 alorsvt € A

Soitt € A t>= 0 ,Lenombre testconstructible il existe donc un point M d’abscisse, dans
le repere (O, 1,J), t.

Devoir.tn




-1 est constructible il existe donc un point M’ d’abscisse, dans le repere (O, |, J) ,-1.

Soit M”Le milieu des points M et M’. M”’ est constructible le cercle de centre M”’ et de
rayon MM"’ est aussi constructible elle coupe la droite (OJ) au point M5 d’ordonné, dans le

repere (O, 1,J), V't puisque dans un triangle rectangle MM’M; on a
OM;*=0M xOM=t & OM;=+t

b) construction/3.

m‘\/g T

Le point M, d’abscisse 3, dans le repére (O, 1, ), , M, , dans le repeére (O, |1, J),
d’abscisse -1 Le cercle de centre | est de rayon IM; = 2 coupe la droite (OJ) en un
point M3 d’ordonné, dans le repére (O, 1,J), V3

Soit M, le point d’ordonné -1, dans le repére (O, 1,J), et Ms le milieu de [M,M;]

Le cercle de centre M;s et de rayon MsM; = 1+2—\/§ coupe la droite (Ol) en un point Mg

d’abscisse /3, dans le repéere (O, |, J).
5) soitf € [0, m]. On dira que I'angle 0 est constructible si le point M du cercle

trigonométrique tel que IOM = 6 est constructible.

. T T T .
On cherche si les angles - et 3 sont constructibles.

- Soit le point M de la droite (Ol) d’abscisse, dans le repére (O, |, J), % le point M est

constructible puisque le rationnel 5 est constructible.la perpendiculaire a (Ol) passant par
M est aussi constructible coupe le cercle trigonométrique au point A. le point A est

constructible et tel que [0A = % Le réel % est constructible.




- Soit le point N de la droite (0OJ) d’ordonné, dans le repere (O, 1, J), % le point N est

constructible puisque le rationnel 2 est constructible.la perpendiculaire a (OJ) passant par

N est aussi constructible coupe le cercle trigonométrique au point B. le point B est

constructible et tel que IOB = % . Le réel % est constructible.

- Soit le point N de la droite (OJ) d’ordonné, dans le repére (O, |, J), % et le point M de
la droite (Ol) d’abscisse, dans le repére (O, |, J), —% les point M et N sont constructibles

. : 1 1 .
puisque les rationnels 5 et — n sont constructibles.

Le cercle de centre M et de rayon MN qui est constructible coupe la droite (Ol) en un
—1+/5

point C d’abscisse positif x = = cosz?ﬂ la perpendiculaire a la droite (Ol) passant
par C coupe le cercle trigonométrique en un point Al le point Al est constructible et tel
que [0A4; = 2?” Le réel 2?” est constructible. La bissectrice intérieure de I'angle
déterminer par les droites (Ol) et (OA1) est constructible coupe le cercle trigonométrique

en un point A2 et tel que 104, = % Le réel% est constructible.



lll/ dans cette partie nous admettons le résultat de Wantzel suivant :

Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son degré est une puissance de 2.
3 , .
1) a) montrons que V2 n’est pas constructible.

Si V2 est constructible alors il existe un polyndme Q(X) de degré est une puissance de 2 a

coefficients rationnels tel que /2 est une solution de Q(X)

Donc Q(X) = (X — i/E)P(X)

Soient Q(X) = a, X2 + ay_1 X%+ ay_ X2 4 a3 X¥ T .+ ag

2n—1 2n—2 2n—3 2n—4

P(X) =b,X + b, 1 X + b, X + b, _3X ..+ by avec
a, et b, sont des nombre rationnels pour tout les entiersk=0,1,2....,n eta, #0
Ona
QX) = (X = V2)P(X) = byX?" + (by_y — b, V2)X2" " + (by_p — by V2)X2"
+(b,_3—b, ,N2)X?" 7 ..+ (by — b N2)X + by V2

Donc

a, = bn 0 bk—l — bni/i =0ai_1 et bog\/i = Qqy

Devoir.tn po



3 3 bp_1—aj_ . .
b,\2=b,_{—a,_, & V2= ~=—=% est un nombre rationnel ce qui est absurde
n

Donc V2 n’est pas constructible.

b) Déduisons que I'on ne peut pas construire a la regle et au compas I'arréte d’un
cube ayant un volume double d’un cube donné.
Soit a I'arréte d’un cube donné et b celui de cube qu’on veut construire on a donc

Vb = a2

Puisque V2 nest pas constructible donc Vb = ai/2 n’est pas constructible

2) Montrons que I’on ne peut pas construire a la regle et au compas un carré ayant
méme air qu’un cercle donné.

Si un carré de cote a ayant méme air qu’un cercle de rayon r donné alors a = rvm
Comme 7 est un nombre transcendant donc a = /1 est aussi un nombre transcendant

Ce qui prouve que a = rV/t n’est pas constructible

3) On considérant le polynéme P(X) = 4X3 — 3X — %

s .
Montrons que cosy n’est pas un nombre constructible.

T\ 3 ei%+e_i% 1, =~ _r i ™ 1 wm 3 m
(Cos§) = T =§(e3+e 34+ 3e9 + 3e 9)=Zcos§+zcos§
1 3 T 1/71 T
—g+§COS§—Z(E+3COSg)
P( T[) 4( 7'[)3 3 T 1 (1+3 Tl,') 3 T 1 0
cos—) = cos—) —3cos—— —= (= cos—|—3cos—— — =
9 9 9 2 2 9 9 2

Donc cos% est une solution de P(X) = 4X3 — 3X — %= 0 or P(X) n’est pas de degré 2™

s , . , s . \
Donc cosy n’est pas algébrique sur Q est par conséquence cosy n’est pas constructible a la

regle et au compas.

, . T .
Déduisons que I'angle 3 n’est pas trisectable.

T . T .
L'angle 8 = 3 n’est pas trisectable car cosy n’est pas constructible.



Devoir.tn
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