Concourt 2009
Exercice N°1

1) On considere la suite (u,) définie sur IN * par :
2un+1-|'u-n

u; = 0 etu, =1 et pour tout entier natureln,u, ., = 3

a) Exprimer u,,; —u,,1 en fonctionde u,,1 — U,
- ! . .
b) déduire | expression de u, en fonction den
2) aétant unréel strictement positif,on considére la suite (v,) définie sur IN x par: v, =

. 3
1 et v, = a et pour tout entier naturel n, v, ; = \J V2,41V
a) exprimer vyen fonction de aetden

b) montrer que la suite (v,,) est convergente et trouver sa limite.

EXERCICE N°2
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on note o(n)la somme des ses diviseurs.
I- 1) soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.

a/ montrons que n est premier si et seulementsic(n) =n+1
pn+1_1

b/ montrons que pour tout entier p premierona g(p™) = 1
2) soient m et n deux entiers strictement supérieurs a 1 et premiers entre eux.
Montons que o(nm) = o(n)o(m)
II/ on dit qu'un entier naturel est un nombre parfait si et seulement si o(n) = 2n
1°)
a- Vérifier que les entier 6 ; 28 et 496 sont parfaits et Montrer que I'entier 2™ ne I'est pas

2°) soit n un entier tel que (2" ™! — 1)soit premier

a- Montrons que les entiers 2" et 21 — 1 sont premiers entre eux

b- En déduire que 'entier 2™ x (2"*1 — 1) est parfait.

3°/ soit a un entier parfait pair.

a- Montrons gqu’il existe un entier naturel non nul n et un entier impair b tel que a = b x 2™

b- Montrer que b =2"*! — 1et que b est un nombre premier.

c- Endéduire qu'un entier pair a est parfait si et seulement si il s'écrit sous la forme a = 2" =1 x (2" — 1) ou
2™ — 1 est un nombre premier.

4°/ Soit a un entier parfait pair

a- Montrons que les nombres des diviseurs positif de a est pair.

b- Soientd;, dy,d; ... dyy les diviseurs positifs de a .
i=2n

1
montrer que Z (d—) =2

i=1
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Exercice N°3

1 T
Soit I la fonction définie sur IR par: I(x) = E_[ cos(tsin@) d@
0

1°) a- Montrons que | est de classe C? et solution de I’équation différentielle :

(E):ty”(t) +y’(t) +ty(t) =

b- Déterminer une équation différentielle du second degré vérifiée par la fonction :

wt— IVt ,t€]0,  +oof

2°) soit v une solution non nulle de l'équation dif férentielle : y”(t) + y(t) = 0
et aet § deux zéros consécutifsdevavec0 <a < f8

u(t)v , )
a — Montrons quef (jt C )dt =u(t)v (t) —u (t)v(t)]g
a
o Fu(e )v( )
b — déduire que ——Zdt =u(B)v (B) — u (@)v(a)
a
3°)
2y (t)sinift
a— Montronsquef () ()d t <V (1++2)
21 T ( )
b — EN déduire que j <j cos(tsmﬁ)d@) dt < 47‘[\/_(1 + \/_)
T 0 \/_
Exercice N°4
Dans le plan orienté, on considére deux carrés directes
ABCD et BEFG de cotés respectifs 4cm et 3cm comme «

I'indique la figure ci-contre:
1) On désigne par P le point d'intersection des
droites (EG) et (DC).
Montrer que le quadrilatére GFPD est un
parallélogramme.
On désigne par | le centre de ce D
parallélogramme.

2) Soit C le cercle de centre | et passant par B. On
note H le deuxieme point d'intersection de C
avec la droite (AB).

a) Montrer [DF] est un diamétre de C
b) Montrer que la droite (IH) est la bissectrice

du segment [DF].

3) Soit K le point de la demi-droite [GC ) tel que GK = EH
a) Montrer que le quadrilatére DHFK est un carré.
b) Calculer l'aire du carré DHFK et déduire la mesure de son coté.
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Concourt 2009 solution

Exercice N°1

3) Onconsidére la suite (u,) définie sur IN = par :

, 2un+1 + Un

u; = 0 et uy, = 1 et pour tout entier natureln,u, , = — 3
Exprimer u,,, —u,,1 en fonctionde u,,1 —u,

_ _ 2Upiq + Uy _ 2Up i1 + Uy — 3Upyg _ 1
Up42 —Up41 = Upg2 = 3 —Up41 = 3 - _§(un+1 - un)
déduire l'expression de u, en fonction de n

1
Onpose x, =Upy1 — U, ONAXp 41 = —§xn donc la suite (x,) est une suite géomeétrique
1
de raissonq = — 3 et de premier termex; =u; —u; =1
n—1
n-1 1— (_ %) 3 N n—1

d une part Zxk =——F = 1(1 — (—§> > d autre part Zxk =Uu,—uU =u,

T I+3 T

, . 3 1\"

d ou pour tout entier natureln nonnul u, = 1 1- (— §>

4) aétant unréel strictement positif, on considere la suite (v,) définie sur IN * par: v, =

. 3
1 et v, = a et pour tout entier natureln, v, , = w/vznﬂvn
Montrons par recurance que pour tout entier n non nul on a v, = e%»
Invy=0=au; =v =e*™ , Inv,=In(au,) = v, =e*2

on suppose que v, = e%*¥r et v, 1 = e*ntl montrons que v, , = e%¥n+2
soit n un entier naturéel

2lnv, 1 + Inv,
lTl( vn+2) =ln (3\/ v2n+1vn) = n+3 .

2lneUn+14lnetin 2Up 41+Uy au
= 3 =a 3 = AUpy2 = Upgp=erd

d ou pour tout entier n non nul on a v,, = e*4»
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3( 1 YL—1> 3( 1 n—l) 3a

az(1-(—% . . ag(1-(—= 3a

onav, =e%n =¢ 4 (=) = limv, = lim e* (-3) =e4
n —4oo n —+oe

EXERCICE N°2
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on note o(n)la somme des ses diviseurs.
- 1) soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.

a/ montrons que n est premier si et seulementsic(n) =n+1

- Onsuppose que n est premier montrons que c(n) =n+1
Si n est premier alors les seuls diviseurs de n sont n et 1 et par suite
on)=n+1

- Onsuppose que o(n) = n + 1 montrons que n est premier
Si n n’est pas premier alors il existe au moins un diviseur d de n et tel que 1< d <n
Donca(n)=n+d+1= n+1=2n+d+1=0 = d cequicontredit 1<d<n

Donc n est premier.
Conclusion : n est premier si et seulementsic(n) =n + 1

pn+1_1

b/ montrons que pour tout entier p premierona g(p™) = =,
Soit p un entier premier les seuls diviseurs de p™ sont donc les entiers pk aveck €{0;1;2;...;n}et

par suite
n n+1_1
ny — k_p
o(p") ZP —

¢/ soient m et n deux entiers strictement supérieurs a 1 et premiers entre eux.

Montons que g(nm) = g(n)o(m)
- Soient P et g deux entiers naturels premiers les diviseurs de pq sont les entiers 1, p, g, et pg
Donco(pq) =1+p+q+pqg=1+p+q(l+p) =10 +p)1+q) =0()alq)

- Soient P et q deux entiers naturels premiers et a et f deux entiers naturels

Soit D = {piqj telquei=012..a;j=012..5 } I'ensemble des diviseurs de vp®g#

o(pqf) = Z p'q) = Z p' Z ¢ |=a@®a(q)
0= 0= 05 <p
05 <
- Soient
y

k
m = npi“l’ etn= 1_[ q;% la décomposition en facteurs premiers de n et m
0

0
Pouri € {0;1;2;...;k}etj €{0;1;2;...;k'}ona
p; # q; Si non m et n ne sont pas premiers entre eux

k %
mn = npiai nfhﬁi = 1_[ % g
0 0

0<i<k
0<j <k’
o(nm) =0 1—[ p%iqli | = Z p%iqfi = ( Z Piai) Z q.F1 | = o(n)o(m)
0<i<k 0=k 0<i<k 0 <k’
0<j <k’ 0<j <k’

1/1°)0(6) =0(3%x2)=03)x0d(2)=4%x3=12 =2 X 6 = 6 est un entier parfait
3

0(28) =a(7x4) = 0(7) x 0(4) =8 x 0(2%) =8 x (22 —

>=8><7=2><28

= 28 est un entier parfait
25-1
2—-1

0(496) = 0(31 x 2*) = ¢(31) x 6(2%) = 31 x ( ) =32x31=2°x31=2x496

= 496 est un entier parfait
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On suppose que 2™ est un entier parfait Alors
2n+1 -1

2 =2x2"e ———
a(2") © =7

= 2"l o 2ntl 1 =27l & 0 =1 ce qui est impossible

2°) soit n un entier tel que (2"*! — 1)soit premier

c- Montrons que les entiers 2" et 2"+ — 1 sont premiers entre eux

2x2n— (2" -1 =1 2" et 2" — 1 sont premiers entre eux

——
Thé de Bezout
d- Montrons que 'entier 2" x (2"*1 — 1) est parfait 2" et 2"*! — 1 sont premiers entre eux

=0(2" x (2" - 1)) = 6(2M)a (2" - 1)
Ona o(2M) = 2"*1 — 1 et 2"*! — 1 et un entier premier donc (2! — 1) = 2n+!
Donco(2" x (2"t — 1)) = 6(2")a(2"*! — 1)

=2mt x (2"t —1) =2 x (2" x (2" - 1))

3°/ soit a un entier parfait pair.

d- Montrons qu’il existe un entier naturel n non nul et un entier impair b tel que a = b x 2"
k

soita = | | p;%i la décomposition de a en facteurs premiers
0

Comme a est un entier pair alors 2 divise a et par suite il existe un entier i entre O et k tel que p; = 2 et

pour tout j# i p;est un entier premier strictement superieur a 2
k

onposeb = Hpj“f et a; =n p;% =2"donc a=>bx2"
J#i
comme pour tout j # i p;est un entier premier strictement superieur a 2 donc
des entier impairs L’entier b est donc impair.
b- L’entier b est impair = b et 2" sont premier entre eux = a(a) = a(b)a(2")

a est parfait = o(a) = 2a = o(b)o(2") = 2a = o(b)(2"*1 —1) = b x 2™*1
si b est premier = a(b) = b+ 1= (b+1)(2""1 —1) = b x 2™*!
=> px2Mtl—p42ntl 1 =px2ntl o p=2ntl 1
si b n'est pas premier = o(b) > b+ 1
> o)™ -1 =bx2" = b+1DR"™ -1 <bx2" = 2"l _1<0

Ce qui est impossible donc b est premieret b = 2"+1 — 1
¢/ - Siaestun entier naturel pair parfait d’aprés a-et b-a = 2" "1 x (2" — 1)

ou (2™ — 1) est premier
- Réciproquement si a = 2" x (2" — 1)ou (2" — 1) est premier alors
o@=0(2"1x@2"-1) =" Hxg@"-1) =" -1) x 2"
=2x 2" 1 x (2" —1) = 2a donc a est un entier pair parfait.
5) Soit a un entier parfait pair
a/ Montrons que les nombres des diviseurs positif de a est pair.
Supposons que a est un entier positifs.

a est un entier naturel pair parfait d’aprés 3°c/ a =2""1x (2" = 1) ou (2" — 1)
est un entier premier
Soient d =2k=1 ou k sont les entiers 1,2, 3 ....n Les entiers di sont les diviseurs de 2n-1

or (2" — 1) est un entier premier donc les seuls diviseurs de a sont les entier dy
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etdy X (2™ — 1) ce qui prouve que les nombres des diviseurs positif de a est pair.
e- Soientd;, d,,ds3 ... dy les diviseurs positifs de a

i=2n 1
montrons que Z (—)
i \d;
i=1
i=2n i=n i=n i=n
2.3 =2 =) 2 @me—) - lr= 12 )
q)” k—1 k—1\(on — = |on = k—1
e d; e 2 e (21 (2 1) 2 1 e 2
1 n
L 1 =) Nt NP
= = X X2 =
[2"—1 ] 1 2n —1 2n
2

Exercise N°3

1 s
Soit I la fonction définie sur IR par: I(x) = Ef cos(tsinf) do
0

1°) a- Montrons que | est de classe C? et solution de I’équation différentielle :

(E):ty”(t) +y'(t) +ty(t) = 0

Pourf € [0, 7] La fonction f(t) = cos(tsin®) est de classe C> donc

1 m
I(x) = ;j cos(tsinf) dO est de classe C?eton a
0

T

, 1 (" 1
'@ = ;f —sind cos(tsin@) d@ et I''(x) = ;f —sin?0 cos(tsinf) do
0 0

" 1 s 1 Vs
'™ = ;f —sin?0 cos(tsinf) do = — Ef (1 — cos?0 )cos(tsind) db
0 0

T T

" 1 T[ 1 1
"0 = — —f cos(tsinf) d6 + —f cos?6 cos(tsinf) df = — I(t) + —f tcos?6 cos(tsinf) d6
T J T J tm J,

1 s
soit J(t) = —f c0s?0 cos(tsinf) db
tr J,
Onpose u(8) = cosO et v’(0) = tcosh cos(tsind)

U () = —sind et v(0) = sin(tsinf)
1 m s
0=

7

" 1 ! n !
dou I (")=—I(t)=—?1(t):> tI' O L1 @)+ tIt) =0

1 1 1,
cos?6 cos(tsinf) d6 = J(t) = p [cosOsiniftsind)]|§ — E_f —sin0 cos(tsind) df = —?1 ()

0

b- soit la fonctionu — I(t)Vt ,t €]0, +eo[

Pour t € ]0, +oo[ u(t) = I(t)Vt est de classe C2et on a
() =T (OVE +1(t) &
u = —
24/t
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—1I(t) !
4t

O =1 OVE T () =+ 1 () —
A= 2Vt 2Vt
I I I 1
donc Vtu (t) =tl (t)+I(t)—I(t)E
or tI W+ @O+ tI) =0 tl @O +1(t) =—tI)

, " 1 1 42+ 1 42+ 1
d ou VTu (t):—u(t)—I(t)E=(—t—E)l(t)=—< t; >I(t)=—< it\-l/_f >u(t)

" ' 1 1
ﬁ:I (Ve +1 (t)ﬁ_l(t)m

dou 4t () + (4t2+ Du(t) =0
2°) soit v une solution non nulle de l’équation dif férentielle: y”(t) + y(t) = 0
etaet  deux zéros consécutifsdevavec0 < a < f

Bu)v(t
a — Montrons quej Lz()dt
o« At

v une solution non nulle de l'équation dif férentielle : y”(t) + y(t) = 0

= v”(t) = —v(t)

Ona
4t2+ 1

4t (0) + @2+ Du(t) = 0= u (t) = ——

u(t)
On pose h(t) = u(t)v' (t) —u (O)v(t) pour tout t € [a,f]

K@) =u@®v @) +u®)v ) —u @vt) —u (v ()

482+ 1
4¢2

, " " 4t2+ 1
h(@®)=ul)v (t)—u (v() =—-ul)v()+ vE;

(A A+ _u(®)v()
= <4—t2> u(v(t) = 4z

u(®)v(t) = (—1 + >u(t)v(t)

B
d une partf R (t)dt = [h(t)]g =u@®v @) -u (t)v(t)]g

s s
d autre partj R (t)dt =J u(?:z(t) dt
s
ou j %dt = [w®v (&) — v OO

a

Bu(®)v(t)

o dt = u(B)v' (B) — ¥ (@v(@)

b — déduire que J

a
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J u(t)v(t)

= u(B)v (B) —u (B)v(B) — u(@)v'(a) +u (@)v(a)

orv(B) =v(a) =0

B
[P =u@v ) - u(ew' @
3°)

2m
a — Montrons que f u(t)sm ) —————dt < \/_(1 + \/_)
sin' (t) = cos(t) e sin (t) = —sin(t) @ sin (¢) + sin(t) = 0 donc v(t) = sin(t)

est une solution non nulle de l'équation dif férentielle : y”(t) + y(t) = 0
v(m) = sin(n) = 0 et v(2m) = sin(2m) = 0
donc m et 2w sont deux solution de v(t) = sin(t)

D’apres 2°) b- en déduit que
21

j Md = u(2m)cos(21) — u(m)cos(nw) = u(n) + u(2n) = Vrl(w) + V2rI(2n)

= vz (1(m) + V21 (2m))

1 m
I(t) = —j cos(tsinf) do
T Jo

4¢?

pour 0 € [0,mr] 0<sinf <1 et pourtoutt € [m,2m] 0<tsind <t <2m
—1 < cos(tsinf) < 1

1 T 1 T 1 A
—1—f des—f Cos(tsinH)dHS—f do
TJo TJo TJo
1 T
—1S;j cos(tsinf)df < 1= Vtréel —1<I(t)<1
0

doncI(m) <let I2n) <1 =1(n) < 1let V2I(2n) <2

=>1(n) +V2I2n) < 1++2
2m
f —u(t):;? *) \/_(I(n)+\/_l(2n)) <Vr(1++2)

inift
sini(t) it
tVt

2m 2
Onaf u(t)sm(t)dt<\/_(1+\/—) J‘ \/—I(t)sm (t)d t < V(1 +V2)

2r T
b — déduire que f ( f cosi?@sin@)d@)
T T

27 1(¢) sin(t)
f o <V 2)

f (—j cos(tsind) d6> ini(t) dt <Vr(1++2)
21

\/—
= ] <J:cos(tsin9) d9> \/E )dt < 4mm(1 +2)

EXERCICE N° 4 concours 2009
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1) On a GCP triangle rectangle en Cet GCP = %donc

GCP isocele de sommet principal C donc CP = CG =1cm
d’ou DP = GF = 3cm et on a (DP)//(GF) et par suite GFCD
est un parallélogramme.

DBF = DBG + GBF = %+ %:%ce qui prouve que le
triangle BDF est rectangle en B or | le milieu de [DF]
donc IB = ID = IF et comme B est un point du cercle C
donc les points D et F sont aussi

Ce qui prouve que le segment [DF] est un diamétre de
C.

Les angles HDB et HFB sont inscrits au cercle c et ils

interceptent le méme arc HB donc HDB = HFB

ADH = ADB— H DB‘:%—'HDB

DHA = — — ZDH = — (n H‘DB’)—”+‘HDB
o2 T2 4 4
HFE = HFB + BFE=HFB+Z=%+ HDB

GK=4
,Y
F’/ C
. =
\t\ G —___‘—H
NN \
S \ ////
\ \ sy
\ L
N | R
N \ NS
N \ ////
& > \|. ~ /
\
\ N A //
Bl sl o
[H B he=4
AB =4 BE=:3

Ona

DF? = DH? + HF? ,DH? = AD? + AH?> = 16 + AH? et FH? = HE* + EF> = HE*+9

donc 16 + AH? + HE? + 9=50= AH? + HE? = 25 = AH? =25 — HE?

Or AH = AE —HE= 7 - HE=AH? = 49 — 14 HE + HE?

Soit A=49—48=1|—|E=72;1

DH? = AD?*+ AH?*=16 +9 =25 DH =5 et HF? = HE? + FE? = 16+9=25

Conclusion H est un point de la médiatrice de [DF]

HF =5=DH

=25 — HE? = 49— 14 HE + HE2=2 HE2— 14 HE+24 =0

=3o0u HE=%=4 Or H € [AB] donc HE = 4 et par suite AH =3

KGF est un triangle rectangle en G KF? = GF? + GK? = 9+16 = 25 donc KF =5 DCK est un triangle rectangle en C

DK? =dc? + ck?® +16+9=25 donc DK =5

Ainsi DK = FK donc K est un point de la médiatrice de [DF] DK? + KF? = 25+25=50 = DF?

Donc DFK est un triangle rectangle en K et on a DFH lui aussi un triangle rectangle en H donc DHFK est carré de

coté DH=5
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