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Exercice 1

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2.

On dit que deux entiers relatifs = et y sont congrus modulo n, lorsque = — y est un élément
de nZ. On écrit alors z = y[n].

La relation ainsi définie est une relation d’équivalence dans Z.

L’ensemble quotient sera noté Z/nZ.

L’addition et la multlphcatlon sur Z/nZ sont définies de la facon suivante

V(Z,7) € (Z/nZ)’ T +F =T Fy et 7. = 77, et conférent 4 Z/nZ une structure d’anneau
commutatlf

s, 1= Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que Z/nZ soit un corps

- commutatif.

9- On note (Z/nZ)" I'ensemble des éléments inversibles de Z/nZ et par ¢ (n) le nombre
d’éléments de (Z/nZ)".

Soit a € Z tel que a et n soient premiers entre eux.
Montrer que a?™ = 1[n].
3- Montrer que
7 est un nombre premier si et seulement si (n — 1)! = —1[n].
4- Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 6, on a
sin — 1 est premier alors (n —2)! = ~1{n — 1] ;

sin — 1 n’est pas premier alors (n —2)! = 0[n — 1].

Cfl

Soit m un entier strictement positif et n un entier supérieur ou égal a 2.

/nm —
Montrer que kn L
n—-1

- m) est divisible par (n — 1).
6- Soit (m,n) € N?, telquem >1letn > 2
Montrer que si (n —1)! + 1 =n™ alors (n — 2)! = min—1].

7- Déterminer tous les couples d’entiers {m,n) solutions de I'équation
(B): (n=1)!+1=n"oum>1letn>2
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Exercice 2

Soit (Un)nen €t (Va)nen deux suites réelles.

On dit que U, = o(V;,) lorsque n — +00, s'il existe une suite (€n)nen de limite nulle et
telle que U, = e, V5.

On dit que U, et V,, sont équivalentes lorsque n — +oc et on note U, v~ V, lorsque
Up— Vo =o0(V,) n — +o0.

Premiére partie
Pour tout entier n > 0, on pose I, = f0§ sin® zdz.
7L 1- Etablir une relation de récurrence entre I, .2 et In.

2- En déduire un équivalent de I, lorsque n — +o0.

Deuxiéme partie
Soit a > 0 et f une fonction continue de [0, 1] dans R telle que f soit de classe C? sur [0, 1];
FO =1 F©)=0,a=—2f(0) #0et Ve ]0,1], f (@) <1.
-){ 1- Montrer que a > 0. '
2- Soit a < 1.

Montrer que [7(1 —u2?)"du «~ VT lorsque n — +oc.
0 = q

2vn

=
3- Pour tout entier n > = [l o [ )
our tout entier n > 0, on pose K, = [ f*(z)dz et U, (2\/75

a- Montrer que pour tout € > 0, il existe 0 < a < 1, tel que pour tout 0 <z < g;
1—(a+e)r? < f(zx)<1-(a—¢g)z2

b- En déduire que
Un (Jog(l = (e +e&)z?)"dz — k") S UK, < Un (Jsl—=(a—g)z?)dz + k),
ou k= sup |f(t)].
a<lt<l

c- Donner alors un équivalent de K, lorsque n — +0o0.
: 1
5 Pour tout entier n > 0, on pose V,, = —‘fO" e %,
n!

: 1
Montrer que la suite (V3,),oy converge vers 3
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Exercice 3

Dans tout cet exercice, P désigne un plan affine euclidien orienté, R = | O, 7, _f) un repére

orthonormé direct de P. Les coordonnées et les affixes des points de P (respectivement des
vecteurs du plan vectoriel associé) sont définis par rapport au repére R (respectivement & la
base (7, ?))

Soit D; et D, deux droites de P de vecteurs directeurs respectifs @’ et 7’2, et § un nombre
réel. On rappelle que @ est une mesure de 'angle orienté du couple de droites (Dy, D2) si et
seulement si (ﬁz) = 0 [n]. » _

Etant donné trois droites D; D; et D, du plan P, on dit que D; et D, sont symétriquement

inclinées sur D si et seulement si les angles orientés des couples de droites (D, D,) et (D, D,)
ont des mesures opposées modulo 7.

Premiére partie

1- Soit Q (X) = apX* + a1 X3 + a2 X? + a3 X + a4 un polynoéme de degré 4 a coéfficients
complexes a;, 0 < j < 4.

On note z1, =5, z3 et x4 ses quatre racines complexes, distinctes ou non , et on pose: -

g1 = E Tj, 0O02= E T;iTk, g3 = E ZT;TrZy, O4= T1T2T3T4.

1<j5<4 1<5<k<4 a<j<k<i<4
Exprimer oy, 02, 03 et o4 en fonction des coefficients ag, a1, as, azet as.

2- Soit D; et D, deux droites de P de vecteurs directeurs respectifs 7’; et 7’3. On note
21 et 29 les affixes respectives de @', et 7’5. Soit § un nombre réel.
Donner une propriété du nombre complexe 22 -0 qui soit équivalente a I’égalité:

21

(Dly DQ) =0 [7('] .

3 Soit (a, 8,A) € R x Rx (R\ {0}).

Préciser la nature et les éléments de la transformation ¢ du plan P définie analytique-
ment dans le repére R par la représentation : ' = Az + o,y = My + 5.

Deuxiéme partie

1- Soit trois droites D; D; et Dy du plan P, %" un vecteur directeur de D d’affixe z, @’ i
un vecteur dJrecteur de D; d'affixe z;, 1 < j < 2.

; S, 3 , . 212
a- Montrer que D; et Dj sont symétriquement inclinées sur D si et seulement si a2l

2
Z
est réel.

b- En déduire que lorsque D; et D, sont paralléles, elles sont symétriquement in-
clinées sur D si et seulement si, elles sont soit paralleles & D, soit perpendiculaires
abD.

Voir suite au verso —




2- Soit A, As, A3 et Ay quatre points dictincts d’'un cercle C du plan P.

Pour 1 < j <4, on note z; laffixe de A;. On suppose que les droites (A; Ay) et (A3Ay)
sont symétriquement inclinées sur une droite D de P.

(73— 24) (2 — 21)

(23 —21) (22 - 24)

b- Montrer que les droites (A;A;) et (A2A4) sont symétriquement inclinées sur D.
En est-il de méme pour les droites (A4;Aq) et (A243)?

a- Montrer que est un nombre réel.

3- Soit A;, As et A; trois points distincts d’un cercle C du plan P et T la tangente en
A acC.

Pour 1 < j < 3, on note z; l'affixe de A;. On note ¢ l'affixe d’'un vecteur directeur de
T, et on suppose que (A;Ay) et (A;A3) sont symétriquement inclinées sur une droite
D de P.

(23 - Zg)t
(23 — z1) (21 — 22)

b- Montrer que les droites T et (A2As3) sont symétriquement inclinées sur D.

a- Montrer que est un nombre réel.




