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AVANT-PROPOS

Le présent volume fait partie d’une série de recueils d’exercices 4 'usage des
étudiants en Mathématiques et Physique du premier cycle et aussi des éléves
des classes préparatoires aux Grandes Ecoles. 1l s’adresse plus particuliérement
aux étudiants de deuxiéme année et traite des questions d’Analyse. Les exer-
cices ont été regroupés en chapitres dont le sujet est indiqué en téte et ils
sont, dans la mesure du possible, classés par ordre de difficulté croissante.
On trouvera ci-aprés une table qui fournit une classification des exercices
autour des thémes principaux de chaque chapitre. Le dernier chapitre se com-
pose de problémes d’examen dont certains ont €t€ propos€s aux concours
d’entrée aux grandes écoles, Ecole Polytechnique et Ecole Normale Supeé-
rieure en particulier.

Nous nous référons fréquemment au Cours d’Analyse de MM. RAYMOND
Courty et JACQUES EzrA (tomes 1 et 2) parus dans la méme série : par exemple
cf. C. E., tome 1, Ch. 10, § II1, n° 152 renvoie au numéro 152 du paragraphe III
du chapitre 9 du tome 1 et ¢f. C. E., Ch. 8, § I, n° 136 renvoie au numéro 136
du paragraphe I du chapitre 8 du tome 2. Nous avons extrait de cet ouvrage
de nombreux exercices ; certains autres proviennent de devoirs donnés ces
derniéres années en MP 4 la Faculté des Sciences de Paris ; nous tenons donc
a remercier ici MM. RAYMOND Couty et JACQUES EZRaA, et tous nos collégues,
pour l'aide gu’ils nous ont ainsi apportée.

Nos remerciements vont aussi 8 MM. ANDRE REVUZ et MICHELQUEYSANNE
qui nous ont proposé la rédaction de ce livre et 4 la librairie ARMAND
COLIN pour le soin gu’elle a apporté a la présentation matérielle de I'ouvrage.

A. CaLvo, B. CaLvo, F. BoscHET, J. DOYEN
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PROPRIETES TOPOLOGIQUES
DES

ESPACES METRIQUES

1.1

Soit E un espace métrique muni de la distance d. Pour toute partie X de E,

on note X I'adhérence de X.

1° Soit A une partie de E. Montrer que A4 est égale 4 |’intersection de toutes
les parties fermées de E contenant A.

20 Soient A et B deux parties de E telles que 4 = B. Montrer que A < B.

30 Soient A et B deux parties de E. Montrer que
AUuB=AUB,

4° Soit A une partiec de E. Montrer que I’élément x de E appartient & A4 si

et seulement si inf d(x, a) = 0.
aeAd

Solution

1° Soient x un élément de 4 et F une partie fermée de E qui contient A.
Pour tout voisinage V'de xona Vn A # J et par suite ¥ n 4 # &, ce qui
prouve que x est un élément de F. Mais F étant fermé, F = F et x € F, par
suite x appartient a I'intersection de tous les fermés de E contenant A. Cette
intersection contient donc A. B

Réciproquement, soit x un élément qui n’appartient pas a4 4. Alors il existe
un ouvert {/ de E tel que xeUet Un A = . Mais E — U est une partie
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fermée de E telle que 4 =« E — Uet x ¢ E — U. 1l existe donc une partie fermée
de E qui contient 4 et ne contient pas x, ce qui prouve que x n’appartient pas
a I'intersection de tous les fermés qui contiennent A.

Nous avons donc montré que A est égale & I'intersection de tous les fermés
qui contiennent A, ou en d’autres termes que A est, pour I'inclusion, le plus
petit fermé qui contient A.

2¢ Comme B « B, on a A < B. Donc B est un fermé qui contient A et A
est le plus petit fermé vérifiant cette propriété. Par suite Ac B

30 Comme A c Aet Bc B, onaAuBc AuB. La partie A U B est
fermée comme réunion de deux fermés, et contient 4 v B ; par suite

AUuBc AUB.
Réciproquement, comme 4 < AU B et B « A v B, le résultat de la ques-
tion 2° montre que A = AU Bet B< Au B, d’ol AuBc AuUB.
40 Supposons d’abord que x soit un élément de A. Soient & un nombre réel
strictement positif et B(x, €) la boule ouverte de centre x et de rayon &. Comme

B(x,e) n A # &, il existe un élément a de A tel que d(x, a) < &. Comme
ceci est vrai pour tout nombre réel strictement positif &, on a

inf d(x, a) =

ae A

Réciproguement, supposons que inf d(x, a) = 0. Soit ¥ un voisinage de x ;
aed

par définition ¥ contient une boule ouverte de centre x. Si r est le rayon de
cette boule, il existe un élément a de A tel que d(x, a) < r. Alors a appartient

aVetVn A # . Comme ceci est vrai pour tout voisinage ¥ de x, ona x € A.

1.2

Soit E un espace métrique muni de la distance d. Si X est une partie de E,
on dit que ’élément x de E est intérieur & X si et seulement si X est un voisi-
nage de X L’ensemble des points intérieurs & X est appelé Uintérieur de X et
est noté X. .

12 Soit A une partie de E. Montrer que A est la plus grande partie ouverte
de E qui soit contenue dans A. P

20 Soient A et B deux parties de £ telles que 4 = B. Montrer que 4c

3o Soient A et B deux parties de E. Montrer que

L]

— L] [+]
AnB=AnNnB.
40 Soit A une partie de E. Montrer que
E—A=E-4

ol A désigne I’adhérence de A.
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Solution

0

1o Soit x un élément de A. Comme A est un voisinage de x, il existe un

ouvert U de E tel que xe U et U = A. Mais il est clair que A est un voisinage
2] -]

de chacun des points de U, donc U < A4. 1l en résulte que A est une partie
ouverte.

Si B est une partie ouverte telle que JE? < A, alors A est un voisinage de

Q

chacun des points de B ; par suite B < 4 et A4 est le plus grand ouvert de E
contenu dans ft

20 C omme Ac AonaAc B Mais B est_ le plus grand ouvert contenu
dans B, et A est une partle ouverte ; par su1te A c B

30 Comme A = A et BcB onaAnBc AnB. MatsAnBest une

,--"—'--h
partie ouverte comme intersection de deux ouverts, donc A g B c An B.

Réciproquement, on a An B c A et An B c B; d’aprés la question 20,
. o — [ o ]
on obtlentAnB:AetAn,EicB,d'oilAnBr:AﬁB.

4° Soit x un élément de E — A. Alors E — A est un voisinage de x et
(E— A n A = ; donc x n’est pas un point adhérent a4 4 et xe E — A,

dot E— AcE— A B
Réciproquement si x € E — A, il existe un ouvert U tel que

xel et EnA=,
ce qui équivalét axeUet Uc E— A. Mais alors E — A est un voisinage

— — ——
dexetxeEl - A, dou E -~ Ac E— A.

1.3

Pour tout sous-ensemble 4 d’un espace métrique E, on note A Tintérieur
[+] —

de A, A Padhérence de A et on pose a(4) = A et f(4) = A

1° Montrer que si une partie A est ouverte, on a 4 < a(A) et si A est fermée,
alors A o f(A).

2° Montrer que pour toute partie 4 on a les inclusions suivantes :

AcAcA

a(4) = o(4) P(A) = B(A)
4c oc(:!} c f(4) = A
Acad)c fA)c A.

3° Trouver une partic 4 de I'espace R muni de la métrique habituelle, telle

o — o =z . i
que les sept ensembles 4, A4, A, a(A), f(A), a(A), f(A) soient tous distincts et
n’aient pas d’autres relations d’inclusion que celles énumérées a la question 2°
et celles qui en résultent par transitivité.
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1© Par définition o(A4) est le plus grand ouvert contenu dans A, et on a
A c A. Dong si A4 est ouvert, on a A < a(A).

De méme, B(A) est le plus petit fermé contenant A. Comme 4 o A si A est
fermé, on a f(4) = A.

20 Des exercices 1.1 et 1.2 il résulte que et f sont deux applications
croissantes de lensemb!e PB(E) muni de linclusion dans lui-méme. Comme

par définition Acdc A, on obtient immédiatement

w(d) = a(4) PA) < fA) PAcA et AcaA).
L’ensemble j est ouvert, donc d’aprés 1¢ on a j c oc(j). De méme, A est
fermé, donc f(A) = A.

D’autre part u(,;) s ﬁ(—.ﬂ donc a:(ff) < B(A), de plus B(A) = a(4) donc

w(A) = B(A).
3 Posons A =(Qn]-1L,0)ulo,I[ull,2[u{3}.Ona

A=10,1[uIL2
A=[-1,2]u{3}

od) =]1-1,2[
f(4) = [0, 2]

a(A) = 10, 2

B(A =[-1,2].

Ces ensembles sont tous différents et on vérifie aisément qu’ils ne satisfont pas
a d’autres relations d’inclusion que celles indiquées dans 1’énoncé.

14

Soient E un espace métrique et X" une partie de E. On appelle frontiére de X
et on note Fr (X) Pensemble _%' N (;':? - )c;) ol X désigne I'adhérence de X.

1° Montrer que Fr (X) = X — X ot X désigne 'intérieur de X (¢f. exer-
cice 1.2).

2¢ Montrer que Fr (X) < Fr (X) et Fr ()?') < Fr (X). Trouver une partie X

de l'espace métrique R telle que les trois ensembles Fr (;:’), Fr (X), Fr (X)
soient distincts.
3° Soient A4 et B deux parties de E. Montrer que

Fr(A v B) < Fr (4) u Fr(B).

Trouver deux parties de R telles que ces deux ensembles soient distincts.
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Montrer que si les parties A et B de E sont telles que An B = ¢, alors
Fr(Au B) = Fr(A) v Fr(B).

Solution

1o Soit x un &lément de X n (E — X). Comme x est un élément de E-X
tout voisinage de x rencontre E — X, ce qm prouve que X n’est pas un vmm-
nage de x et que x n’appartient pas a X. Donc x est un élément de X — X

et ona
)

EnE—X:f-X.

Réciproquement soient x un €lément de X X et U un ouvert contenant x.
Si Un(E - X) étatt wde., I’ensemble U v X serait un ouvert contenu dans X
et on aurait U v ¥ c X ce qui est impossible pulsque x napparnent pas
A X. Par suite Un(E — X) # & et x est un élément de X nE - X, dob

2 OnaFrf-——I'nE—A_’ctFrX=_X'mE-X.CommeXcX,ona
e E-XeEB=X

et

E=~X&c E—X, donc FrX c FrX.

D’autre paﬂonai'cX, FrX=X-—Xet FrX =X — X On sait que

:i’ = X, donc Fri’:: Fr X.
Posons X = J0, 1[ U J1,2[ v { 3 }. On a alors

X=[0,21u{3}X =10 fUlL 2L X = [0,2],)% =170, 2[
d’ou
FrX ={01,23)},FrX={0,23},FrX = {0,1,2}
3 Ona

Fr(AUB)=AUBNE—(AUB) =(AuB) n(E-A)n(E-B)
—[AnE-ADNE-B)V[Bn(E - ANn(E-B)]

or

E-AN(E—-BcE—-A4 et (E-—AN(E—-BcE-B
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donc
Fr(AuB)c(AnE—- A)u(BnE — B)
soit _
Fr(Avu B) c Fr(A)u Fr(B).
Sionpose A = [0, 1[et B = ]0,2]ona
Fr(4) ={0,1} Fr(B) ={0,2}
Avu B =[0,2] Fr(Au B) ={0,2} Fr(A)vFr(B)={0,1,2}.

Supposons maintenant que AnB =@ et soit x un élément de Fr(4) ;
alors x appartient 2 4 donc & 4 U B. Comme x appartient & A4 il n’appartient
pas 4 B, par suite il existe un ouvert U de E tel que x € Uet U n B = (. Suppo-

o

rr———
sons que x appartienne & A4 U B ; alors il existe un ouvert V' de Etel que x e V
et V= A u B.Posons W = U n V. Louvert Wcontient xetona Wec Au B

et Wn B = ¥ donc Woc Aet xe A. Mais ceci est impossible car x € Fr (A4)
donc x n’est pas dans AU Bee qui prouve que

xeFr(A v B) et que Fr(A) = Fr(Au B).
On démontre de méme que Fr (B) < Fr (4 u B), donc

Fr(A) v Fr(B) = Fr(4A u B).

1.5

Soient E et E’ deux espaces métriques et f une application de E dans E".
Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes.

(&) f est continue.

(B) Pour toute partie ouverte U de E’, f ~'(U) est une partie ouverte de E.

(y) Pour toute partie fermée F de E’, f ~'(F) est une partie fermée de E.

Solution

11 est clair que (B) et (y) sont deux propositions équivalentes car on a pour
toute partiec A4 de E’

STUE - A =E~fY4).

Supposons () vraie, et soient U un ouvert de £’ et x un élément de / ~'(U).
Alors U est un voisinage de f(x) et par suite il existe un voisinage V de x tel
que f(V) = U. Mais on a alors ¥ < f ~*(U) ce qui prouve que f~*(U) est
un voisinage de x. La partie f ~'(U) étant un voisinage de chacun de ses
points, est un ouvert de E. On a donc montré que () entraine (f).
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Supposons maintenant que (f) est vraie. Soient x un élément de £ et W un
voisinage de f(x). Il existe un ouvert U de E’ tel que f(x)e Uet U = W.
Alors f ~1(U) est un ouvert de E tel que xef ~'(U) et f(f "(U)) = W. La
fonction f est donc continue au point x et par suite () est vraie.

1.6

Soient E un espace métrique complet et (F,),.n une suite décroissante de

parties fermées non vides de E dont le diamétre tend vers 0. On pose F = [ £,
nelN
Démontrer que F est une partie non vide réduite & un seul élément.

Solution

Pour tout entier n, soit x, un élément de F,. Soit £ un nombre réel stricte-
ment positif. Comme lim 6(F,) = 0, il existe un entier N tel que pour tout

n—+ 4+ oo

entier n supérieur & N on ait &(F,) < &. Soient p et ¢ deux entiers supérieurs
4 N. Par définition x, e F, et x, € F, et comme la suite (F,),.n est décrois-
sante on a x, € Fy et x, € Fy, d’ou

_ d(x,, x,) < &(Fy) <e.
La suite (x,),.n €st donc une suite de CAUCHY, et I'espace E étant complet

elle admet une limite x. Si p est un entier, pour tout entier » supérieur a p,
on a x, e F, ; par suite x = lim x,,, et x€ F,. Comme F, est fermé, xe F,

n=*+ oo

et ceci pour tout entier p. On a donc x € [) F, et F est non vide.

eN
Soit y un €élément de F. Pour tout entier p, les éléments x et y appartiennent
a F,, donc
d(x, y) < &(Fp) .

Comme lim §(F,) = 0, on a d(x, y) = O et x = y, d'ol
Fe {xt,

1.7

Soient £ un espace métrique, dont la distance est notée 4, F un espace
métrique complet dont la distance est notée d’', A une partie de E dont I'adhé-
rence A est égale a E, i Iinjection canonique de A dans E et f une fonction
de A dans F.

1o Soit a un élément de E. Montrer que les propositions suivantes sont
€quivalentes :

(¢) f admet une limite au point a.

(f) Pour tout nombre réel strictement positif &, il existe un voisinage V' de a
tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de V' n A, on ait

d(f(x),f0) <e.
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20 On suppose que la fonction f est uniformément continue sur 4. Montrer
qu’il existe une fonction f uniformément continue de E dans F, et une seule

telle que f=foi

Solution

¢ Supposons (&) vraie. Posons / = lim f(x) et soit &€ un nombre réel stric-
X+

tement positif. Il existe un voisinage ¥V de a tel que pour tout élément x de
Vn A on ait

d'(f(x), 1) < % .

Mais alors pour tout couple (x, y) d’éléments de V' n 4 on a
d'(fESD) <d(f), 1) +d(LfO)) <e

ce qui prouve que (x) entraine (f).
Réciproquement supposons (ff) vraie. Pour tout entier strictement positif n
il existe un voisinage V, de a tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de

V,n A on ait

(D) <+

Posons pour tout entier n strictement positif
Vi=Vionl,..

Alors la suite (f(V, 0 A)),.n est une suite décroissante de parties fermées
dont le diamétre tend vers 0. L’espace F étant complet, I'exercice 1.6 nous
permet d’affirmer qu’il existe un élément b de F tel que

(6} = N (F0 0 A).

Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Il existe un entier » tel que 1/n < =.
Alors pour tout élément x de ¥V, n 4 on a

d'(f(x), b) < ;I; <&

ce qui prouve que b = lim f(x). Par suite (f) entraine (o).

2° Démontrons d’abord I'unicité d’une telle fonction. Soient g et i deux
fonctions uniformément continues de E dans F telles que f=goi= hoi.
Alors pour tout élément x de A on a f(x) = g(x) = h(x). Soit a un élément
de E. Comme E = A et comme g et h sont continues, on a

g(a) = lim g(x) = lim h(x) = h(a)

x—a x—a
xed xeAd

et par suite g = A.
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Montrons I’existence de f. Soient @ un élément de E et ¢ un nombre réel
strictement positif. Comme f est uniformément continue sur A, il existe un
nombre réel strictement positif n tel que pour tout couple (x, y) d’éléments
de A tels que d(x, y) < n, on ait d'( f(x),f(»)) < &. Si on appelle V la boule
ouverte de centre a et de rayon 5/2, on a pour tout couple (x, y) d’éléments

de ¥V A
d'(f(x). f(») < e.

La fonction f vérifie donc la condition (f) au point a ; donc elle admet une
limite en ce point. )
Définissons la fonction f, en posant pour tout élément a de E,
f(a) = lim f(x).

x—+a
xed

Il est clair que f = foi. Montrons que S est uniformément continue sur E.
Soit £ un nombre réel strictement positif et # un nombre réel strictement posi-
tif tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de A vérifiant d(x, y) < 5, on ait
d'(f(x),f(3)) < & Soient a et b deux éléments de E tels que d(a, b) < n.

Comme E = 4, il existe une suite (x,),.n (resp (V)pen) d’éléments de A
telle que

a= lim x, (respb= lim y,‘).

n- 4 oo n—+ o

La fonction d étant continue sur £ x Eon a

lim d(x,, y,) = d(a, b).

n-++ oo

Comme d(a, b) < 7, il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur
a N on ait d(x,,y,) <n. Alorssin > Nona

d'(f ), f) <e

ef comme

d(F@,J®) = lim d'(fix) f)

B+ o0

on a

d'(f(a),f(b)) < e.
Donc pour tout couple (a, b) d’éléments de E tels que d(a, b) < n, on a
d'(f(a), f(b)) < e,

ce qui prouve que f est uniformément continue sur .

18

Soit £ un espace métrique muni de la distance d. Le but de ce probléme est
d’étudier les couples (E’, i) formés d’un espace métrique complet £’ muni
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d’une distance d’ et d’'une application i de E dans E’ vérifiant les propriétés
suivantes.

(Py) (V(x, )€ E x E) d(x,y) = d'(i(x), i(y)).

(P,) Pour tout espace métrique complet F et toute fonction uniformément
continue f de E dans F, il existe une et une seule application uniformément
continue f de E’ dans F telle que f = fo i

1o Soit S I'ensemble des suites de CAuCHY d’éléments de E. On définit

une relation # sur S de la maniére suivante : si @ = (a,),.n et b = (b )nen
sont deux éléments de S, on a a#b si et seulement si lim d(a,, b,) =0

n=+oo
Montrer que Z est une relation d’équivalence sur S. On appelle E Pespace
quotient S/22.

20 g) Montrer que si @ = (@) en €t & = (b,),n sont deux éléments de S,
la suite (d(a,, b,)),.n st une suite convergente.

b) Pour tout couple (a, b) d’éléments de S avec @ = (@ )pems & = (Bnen
on pose

ola, b) = lim d(a,, b,).
n—*+ oo
Montrer que I"application « de S x S dans R, induit une application d de
E x E dans R, qui est une distance sur E.

3o Soit j I'application de E dans E qui a I’élément x de E fait correspondre
la classe d’équivalence modulo £ de la suite (x,), . définie pour tout entier n
par x, = x. Montrer que j vérifie la propriété (P,) et que E est égal a I'adheé-
rence j(E) de 'ensemble j(E).

4o Montrer que 'espace métrique E est complet et que le couple (f, ¥
vérifie la propriété (P,).

50 Montrer que si (E’, i) est un couple vérifiant les propriétés (P,) et (P,),
alors il existe une bijection k de E sur E’ et une seule telle que

koj=1i

et
(V(a, bye E x E)  d(a, b) = d'(k(a), k(b)).

Solution 1° 11 est clair que Z est une relation réflexive et symétrique. Soient
a= (an)nENs b= (bn)nEN et c= (cn)lraN
des éléments de S tels que aZZb et bZc. Comme pour tout entier # on a

0 < d(a,, c,) < d(a,, b,) + d(b., c,)
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et comme
lim d(a, b)) = lim d(b,¢c,) =0

n—++ow n—++4oo

ona lim d(a, ¢,) = 0; par suite a%c et Z est une relation transitive. # est
n=*+co

donc bien une relation d’équivalence sur S.

20 g) Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Comme a et b sont des
suites de CAUCHY, il existe un entier /N tel que pour tout couple (p, g) d’entiers
supérieurs 4 /N on ait

dapa) <5 et db,b) <3

On a alors pour tout couple (p, g) d’entiers supérieurs 2 N

| d(a,, b,) — d(a,, b)) | < | d(a,, b,) — d(b,, a,)l + | db,, a) — d(a,, b) | -
< d(a,, a)) + (,,, AR

La suite (d(a,, b,)),.n est donc une suite de CAUCHY de nombres réels, et ’es-
pace R étant complet, cette suite est une suite convergente.

b) Soient s, 1, u, v des éléments de S tels que st et u%v. Pour tout entier
naturel #, on a

d(s,, u,) < d(s,, t,) + d(t, v,) + d(v, 1)
et

d@t,, v,) < d(t,, s,) + d(s,, u,) + du,, v,)
d’oli on déduit par passage a la limite que

ofs, w) = lim d(s,, u,) = lim d(1,, v,) = oft, v).
n=+m n—*+ 0
Si on désigneﬂpar ;: la Elasse modulo # d’un élément s de S, on peut définir
Papplication d de E x E dans R, en posant pour tout couple (s, f) d’éléments
de E x E,
d(s, 1) = ofs, 1) .
Montrons que "application d ainsi définie est une distance sur E. Si s, 1 sont
des éléments de E tels que d(s, t) = 0, alors
afs, 1) = lim d(s,,t,)=0

n— + o

d’oll sRt et 5 = 1.
Il est clalr que ofs, t) = a(t, s) pour tout _couple (s r) d’éléments de E;

par suite d(s, f) = d(7, 5) pour tout élément (s, ) de E x E.
Si s, t, u sont des éléments de E, on a pour tout entier naturel n

d(sh‘? HH} """{"- d(slﬂ 'tll} + d(tll! uﬂ)
d’ol1 par passage a la limite
als, u) < a(s, 1) + oft, u)
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et par conséquent
(s, 1) < dG, 1) + d(t, ) .
3¢ 11 est clair que si x et y sont deux éléments de £, on a

(i), J() = d(x, y)

ce qui prouve que j vérifie la propriété (P,).
Soit 5 un élément de E et s = (5,),.n UN représentant de cette classe. Si p est
un entier on a

3(5, i(sp)) = lim d(s,, s,) .

n—++ oo

Soit £ un nombre réel strictement positif. La suite 5 €étant une suite de CAUCHY,
il existe un entier N tel que pour tout couple (p, n) d’entiers tel que p > N
et n > N on ait

d(s,, s,) < €.

Par suite pour p > N, on a
E{é,j(sﬁ)) <&
ce qui prouve que 5= LIT y, £ 8
Donc tout élément d:; Ewest limite d’une suite d’éléments de j(E), ce qui
prouve que £ = j(E).

40 Soit (5,),.n une suite de CAucHY d’éléments de E. Comme E = J(E),
pour tout entier » il existe un élément x, de E tel que

. ]
d(S,,., j(x,,)) < E .

Posons x = (x,),.n €t montrons que x est une suite de CAUCHY. Soit £ un
nombre réel strictement positif. Il existe un entier N tel que pour tout couple
(p, q) d’entiers tel que p > N et g > N on ait
1 &1 ¢ e 3050 < &
— <z, =<z € 858 =
p 3'g 3 T 3

Pour un tel couple on a
A%y xQ) = A(jxp), J0x) < A(jxp), 5,) + sy 5) + (5 J0x) <
1 ~- - 1
é—p+d(s,,sq} +E<£.
Donc x est un élément de E. Soit x sa classe dans E. D’aprés la question 3° on a

x = hm j(x,).
n=r +m



PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES METRIQUES 21

Si € est un nombre réel strictement positif, il existe un entier N tel que pour
tout entier » supérieur a N on ait

1

awon £
e & et  d(x,j(x,)) < 50

a|

Pour un tel entier on a alors
A5y X) < A5 jOx)) + d(i(x), %) < &

et on obtient
x = lim s,

n—++om

ce qui prouve que f est un espace complet.

Soient F un espace métrique complet et f une fonction uniformément conti-
nue de E dans F. Pour tout élément y de j(E) posons ¢(y¥) = f(x) ol xest le
seul élément de E tel que y = j(x). Comme j vérifie P,, il est clair que la fonc-
tion ¢ ainsi définie est uniformément continue sur j(E). Mais alors d’aprés

’exercice 1.7, il existe une et une seule fonction uniformément continue f de

E = j(E) dans F qui prolonge ¢. Il est clair que f ainsi définie vérifie toutes les
conditions imposées, et que si g est une autre fonction vérifiant ces conditions,

alors g coincide avec ¢ sur j(E) et par suite g = f.

Le couple (E, j) vérifie donc les conditions (P,) et (P,) de I’énoncé.

5° 11 est clair que si i vérifie (P,) alors i est une fonction uniformément
continue de E dans I'espace complet £'. Comme (E, j) vf‘ﬁﬁc (P,) il existe
une et une seule application uniformément continue k de E dans E’ telle que

i=koj.

Soient y, et y, deux éléments de j(E), et x, et x, les éléments de E tels que
y1 = J(x,) et y, = j(x;). On a
d'(k(y1), k(p2)) = d'(k 0 j(x,), k0 j(x2)) = d'(i(x,), i(x2)) =

= d(xy, X2) = A(j(x1), J(x2)) = dy1, y2)-

On voit que 'application de E x ;'i dans R, qui au couple (g, b) fait corres-
pondre d’(k(a), k(b)) coincide avec d sur j(E) x j(E). Comme
E x E = (E) x J(E)
ces deux applications sont égales, et ona pour tout couple (g, b) de E x E
d(a, b) = d'(k(a), k(b)) .

Il nous reste a prouver que I'application k est bijective. Comme (E’, i) vérifie
(P,), il existe une et une seule application uniformément continue k de E'

dans E telle que
j=koi.
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Mais alors on a B B
Idzoj=koi=(kok)oj=j

et comme il n’existe qu’une seule application y de E dans E telle que o j = j,
ona B
kok = Idg.

On démontre de maniére analogue que k o k = Id.., donc k est une bijection
de E sur E’.

1.9

Soient E un ensemble et d une application de E x E dans R, telle que
(@ (V(x,)€E x E)[d(x,y) = 0<x = y].
V(x,y) € E x E)d(x, y) = d(y, x) .

@) (Y(x, y,2) € E x E x E)d(x, z) < sup (d(x, y), d(», 2)) .

1° Montrer que I'application d est une distance sur E. Une telle distance
est appelée distance ultramétrique.

20 Soient x, y, z trois points de E tels que d(x, y) # d(y, z). Montrer que
d(x, z) = sup (d(x, y), d(y, 2)).

30 Soient x un élément de E et r un nombre réel strictement positif. Mon-
trer que la boule ouverte B(x, r) de centre x et de rayon r est un ensemble
fermé et que pour tout point y de B(x, r) la boule ouverte B(y, r) de centre y
et de rayon r est €gale a B(x, r).

40 Soient x un élément de E et r un nombre réel strictement positif. Montrer
que la boule fermée B’(x, r) de centre x et de rayon r est un ensemble ouvert
et que pour tout point y de B'(x, r) la boule fermée B'(y, r) de centre y et de
rayon r est €gale a B'(x, r).

Solution

1° Il faut montrer que d vérifie 'inégalité triangulaire. Or comme d prend
des valeurs positives, il est clair que

(V(x, 5, 2) € E x E x E)d(x, 2) < sup (d(x, y), d(», 2))
<dx,y)+dy,z).

20 Comme d(x, y) # d(y, z), supposons que d(x, ) < d(y, z). D’aprés la
propriété (y), on a
d(x, z) < d(y, 2)

d(y, 2) < sup (d(y, x), d(x, 2)) .
Mais comme d(y, x) < d(y, z) la deuxiéme inégalité est forcément
d(y, z) < d(x, z)
ce qui joint & la premiére donne
d(x, z) = d(y, z) = sup (d(x, y), d y,(2)) -

et
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3° Nous allons montrer que B(x, r) contient tous ses points d’accumulation.
Soient (a,),.n une suite convergente d’éléments de B(x, r) et a la limite de
cette suite. On a pour tout entier naturel n, d(x, a,) < r. Comme

a= lim a,
n—=+ow

il existe un entier naturel p tel que d(a,, a) < r/2. On a alors
d(x, a) < sup (d(x, a,), d(a,, a)) < r

ce qui prouve que a est un €élément de B(x, r) qui est donc une partie fermée
de E.
Soit y un élément de B(x, r). Si z est un élément de B(x, r) on a

d(y, 2) < sup (d(y, x), d(x, 2)) < r

donc ze B(y, r) et B(x, r) = B(y, r).
Soit # un élément de B(y, r). On a

d(x, u) < sup (d(x. y), d(y,u)) < r

donc u e B(x, r) et B(y, r) = B(x, r).

On a donc bien B(x, r) = B(y, r).

4° Si y est un élément de B'(x, ) et z un élément de E tel que d(y, 2) < r/2,
on a

d(x, z) < sup (d(x, y),d(y, 2)) < r

donc z € B'(x, r). Ceci prouve que la boule ouverte de centre y et de rayon r/2
est contenue dans B'(x, r) qui est donc voisinage de chacun de ses points, et
par suite une partie ouverte de E.

Une démonstration analogue a celle de la question 3° montre que

B'(x,r) = B'(y,r).

1.10

I° Soit E un espace muni d’une distance ultramétrique d (cf. exercice 1.9).
Montrer que, pour qu’une suite (a,), . x d’éléments de E soit une suite de Cau-
CHY, il faut et il suffit que

lim d(a,, a,.,) =0.

n—*+w

2° Soient X un ensemble et E’ 'ensemble des suites d’éléments de X. Pour
deux éléments distincts x = (x,),.n* €t ¥ = (3 )aen* de £, on appelle k(x, y)
le plus petit élément de I'ensemble des entiers # tels que x, # y,. On définit
une application d’ de E’ x E’ dans R, en posant pour tout couple (x, y) de
E' x E',
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K d'(x, y) = si x#y

) k(x, y)
L d(x,y) =0 si xX=1y.

Montrer que 4’ est une distance ultramétrique sur E’' et que ['espace
métrique E’ ainsi défini est un espace complet.

Solution 1o 11 est clair que si (a,),.n €st une suite de CAUCHY on a

lim d{am Qpyy) = 0.
=+ +o0

Réciproquement, supposons que la suite (a,), .y soit telle que

lim d{a", a"+1) = [} u

n—+ o

Soit £ un nombre réel strictement positif. Il existe un entier p tel que pour tout
entier m supérieur a p on ait d(a,, a,,+,) < &£ Si (i, n) est un couple d’entiers
telsque n > m = p, on a

d(ami 'au) "E:- SUP (d(am: am+ 1)1 d(am+ 1s ﬂm+z)s ey d(ﬂ =13 ap)) <éE

ce qui prouve que (a,),.n est une suite de CAUCHY.
20 ]l est clair que

@ (V(x,»)eE x E')[d'(x,y) =0 x = y].

B) (V(x, ) e E' x E')[d'(x, ) = d'(y, 9] .

Soient x, y, z des éléments de E’. Si x = y, y = zou x = z, il est clair que
d'(x, z) < sup (d'(x, y), d'(y, 2)) .

Supposons que X = (X, )pen® ¥ = Pduen® 2 = (2,),cn soient distincts
deux 4 deux. Alors on a

k(x! 2')- = inf (k(xa y)r k(yl Z))
car si on avait k(x, z) < k(x, y) et k(x, z) < k(y, z) on aurait

Xigx,z) = Yuxz) = Zkix,n)

ce qui est impossible puisque par définition X,.) # Zi,z- Par conséquent
ona

0 (V(x,», 2) € E' x E' x E')[d'(x,2) < sup [d'(x, y). d'(», 2)]] .

L’application d' est donc une distance ultramétrique.
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Soit (X,),n+ Une suite de CAucHY d’éléments de E’. Pour tout entier stricte-
ment positif p, posons x, = (X, ,)sen- D’aprés la question 1° on a

lim d'(x, x,+,) =0.

pr o0

Pour tout entier strictement positif », il existe des entiers N tel$ que pour tout
entier p vérifiant p = N on ait

y 1
d'(Xpy Xp41) < =

Soit N, le plus petit de ces entiers. Remarquons que la suite (N,),.ne est
croissante. On a pour tout entier p supérieur 4 N, et tout entier k inférieur & n

Kpk = Xpr1,k

car d'(x,, X,4+1) < 1/n entraine (x,) = (x,+,) ou k(x, x £1) > h. Par
suite on a pour tout entier p supérieur 2 N, et tout entier k inférieur a n

Xpi = XNk (1)

Définissons 'élément y = (3;);cne de E’ en posant pour tout entier strictement
positif i
Vi = Xpi-

Montrons que y est la limite de la suite (x,),.n Soit & un nombre réel stric-
tement positif ; il existe un entier strictement positif n tel que 1/n < &. Soit
p un entier supérieur & N,. Pour tout entier k inférieur & n on a

Y = xh""k
et, en tenant compte de 1’égalité (1) et du fait que la suite (N,), .+ €St croissante
Y = Xp -
Ceci prouve que pour p = N,, ona y = x, ou k(x,, ) > n et par suite
1
d'(y, < — ~
(y, x,) ” <e

On a donc bien y = lim x, et la suite de CAUCHY (x,), .~ admet une limite.
n—++ oo

L’espace £’ est donc un espace complet.

1.1

Soient K un espace métrique compact et F une partie fermée de K. Montrer
que F est un espace compact.
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Soit (U/));; un recouvrement de F par des parties ouvertes. Comme K — F
est un ouvert de K, et comme

K=(U U,.) w (K — F)
el
d’aprés la propriété de BOREL-LEBESGUE, il existe une sous-famille finie J;,,
Ui,y - U, telle que
K=U,vlU,v-—-ulu(K —F).

Mais alors F < U;, u U, u - u U, et vérifie donc la propriété de BOREL-
LEBESGUE. Par suite F est bien un espace compact.

112

Soient E un espace métrique compact et (U;);; un recouvrement ouvert
de E. Montrer qu’il existe un nombre réel a strictement positif, tel que toute
boule ouverte de rayon a dans E soit contenue dans I’'un au moins des ouverts

du recouvrement (Uf)‘ eI

Solution

Soit x un élément de E. Il existe un élément i de I tel que x appartienne a U,
et un nombre réel strictement positif 7, pour lequel la boule ouverte B(x, r,)
de centre x et de rayon r, soit contenue dans U,

La famille (B(x, 4 r,))c.r des boules de centre x et de rayon }r, est un
recouvrement ouvert de E ; comme E est compact, il existe un entier stricte-
ment positif z et des éléments x,, ..., x, de E tels que

E=B(xy,4r) 0 UBX, 41

Posons & = }inf (r,, .., ). Les nombres r,, étant strictement positifs pour
1 < j < n, le nombre réel « est strictement positif. Montrons qu’il satisfait

aux conditions imposées.
Soit x un élément de E. Il existe un entier j tel que

1<j<n et xeB(x; 3 ry).

Comme o < % 7, la boule ouverte B(x, o) de centre x et de rayon o est conte-
nue dans B(x;, r.,). D’autre part il existe un élément i de I tel que x; appar-
tienne 2 U,, et par construction B(x;, r,,) est contenue dans U,. On a donc bien

‘B(x! o) © B(xj’ r.x,) = Ui i

1.13

Soient K un espace métrique compact, E un espace métrique et f une fonc-
tion continue et bijective de K dans E. Montrer que la fonction g = /™' est
une fonction continue de E dans K.
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Solution

D’aprés I’exercice 1.5 il suffit de montrer que I'image réciproque par g de
tout fermé de K est un fermé de E. Soit F un fermé de K. On sait que F est
un sous-espace compact de K (¢f. exercice 1.11) et alors f (F) est un sous-
espace compact de E (¢f. C. E., Ch. I, § III, n°® 13). Mais tout sous-espace
compact de E est fermé (¢f. C. E., Ch. 1, § IV, n° 18) donc f(F) = g~ (F)
est un fermé de E et par suite g est continue.

1.14

Solution

Soient E et E' deux espaces métriques, et f une application de E dans E'.
On note d (resp d') la distance définie sur E (resp E').

1e Soit x un élément de E. Montrer que la fonction fest continue au point x
si et seulement si pour toute suite (x,),.n d’¢léments de E qui admet x pour
limite, la suite (f(x,)),n admet f(x) pour limite.

2¢ Montrer que si la restriction de 4 n’importe quel sous-espace compact
de E est continue, alors Ia fonction f est continue sur E.

1° Supposons f continue au point x et soit (x,),.n une suite d’éléments de E
telle que
x= lm x,.
n—=+o0

Soit £ un nombre réel strictement positif. Il existe un réel strictement positif #
tel que pour tout élément y de E vérifiant d(y, x) < n on ait d’(f (1), f(*)) < &
et un entier N tel que pour tout entier n supérieur & N on ait d(x,, x) < .
Alors pour tout entier n supérieur a N on a d’( F(x), f(x)) < & ce qui prouve
que

f) = lim f(x,).

r—*+ o0

_Réciproqw:ment supposons que / ne soit pas continue au point x. Alors il
existe un nombre réel strictement positif ¢ tel que pour tout entier positif »,
il existe un élément x, de E vérifiant

(%, %) < :: et  d'(f(x,),[f(x)) > e.

La suite (x,),.n admet x pour limite, mais il est clair que f(x) ne peut étre la
limite de la suite (f(x,)),n-
20 Soient x un €lément de E et (x,),.n une suite d’éléments de E telle que

x= lmx,.
n=* 4o

Posons

K:(U {x,,})u{x}.

neN
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L’ensemble K satisfait 2 la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS, car toute
partie infinie de K admet le point d’accumulation x. Par suite K est un compact
et la restriction de f4 K est continue. On a alors

fx) = lm f(x,).

r*+ o

Ceci étant vrai pour toute suite qui tend vers x, d’aprés 1° la fonction f est
continue au point x. Comme ceci est vrai pour tout élément x de E, la
fonction f est continue sur E.

1.15

Soit E un espace métrique muni d’une distance d. Montrer que les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

() E est un espace compact.

(B) E est un espace complet tel que pour tout nombre réel strictement posi-
tif &, il existe un recouvrement fini de £ par des boules ouvertes de diamétre
strictement inférieur a &.

Solution

Supposons (@) vraie. Soit (x,),.n une suite de CAUCHY d’éléments de E.
L’espace E étant compact, la propriété de BoLzanO-WEIERSTRASS (¢f. C. E.,
Ch. 1, § I, n° 10) est vraie et il existe un élément x de E et une suite (X, )xen

extraite de la suite (x,),.n telle que x = lim (x,). Soit £ un nombre réel
E++ oo

strictement positif. Il existe un entier N, tel que pour tout entier p supérieur
a N, on ait

£
d(x, x,,p) < E 5

et un entier N, tel que pour tout couple (g, r) d’entiers tels que N, <g<r

on ait
£
a'(xq, x,) < i

Si N = sup (N,, N,) on a pour tout entier i supérieur a N,

£

2

d(x, X;) < d{x, x,h_} + d(x”i, xi} < g +-=z

ce qui prouve que x = lim x,. La suite de CAUCHY (X,),en admet une limite

n— 4+ a0
et par suite E est un espace complet.
Soient & un nombre réel strictement positif, x un élément de E et B(x, £/3)
ia boule ouverte de centre x et de rayon /3. La famille (B(x, /3)). ¢ est un
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recouvrement de E par des ensembles ouverts ; d’aprés la propriété de BOREL-
LEBESGUE, il existe un nombre fini d’éléments x,, x,, ..., X, de E tels que

E= U B(x,, ;)

1=isp

Mais pour tout entier itel que ] < i< pona

o)

On a donc obtenu un recouvrement fini de E par des ensembles de diamétre
strictement inférieur & &. Nous venons de montrer que (o) entraine (f).

Pour montrer la réciproque, supposons (/) vraie et () fausse. Alors il existe
un recouvrement ouvert (U;);.; de E dont aucune sous-famille finie n’est un
recouvrement de E.

Nous allons construire par récurrence une suite (B,),.n de boules ouvertes
de E de la maniére suivante :

Il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon stricte-
ment inférieur 4 1, et au moins une de ces boules ne peut étre recouverte par
un nombre fini de parties de la famille (U});. . On appelle B, une telle boule.

Supposons définie B,_;, boule ouverte de rayon inférieur 3 1/2""" telle
qu’aucune sous-famille finie de (U;); . n"en soit un recouvrement. Considérons
alors un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon strictement
inférieur A 1/n. Parmi les boules de ce recouvrement dont Iintersection avec
B,_, est non vide il en existe au moins une qui ne peut étre recouverte par
un nombre fini d’éléments de la famille (U});.,. On appelle B, une telle boule.

La suite (B,),.n €tant ainsi définie, pour tout entier naturel n on appelle
x, le centre de la boule B,. Comme B,_, n B, # J, on a d’aprés I'inégalité
triangulaire

1 1 1
d(xn— ’ xn é P + e Sh i
i 7 1 " n- 2

Soit & un nombre réel strictement positif. Il existe un entier n tel que 1/2""% < &°
Alors on a pour tout couple d’entiers tels que n < p < g

1
d(x,, x;) < d(xp, Xpiq) + =+ dlxg—y, Xg) < e g gy

g s g 1
€£— ) =« <
2p'—l zj 2p—2 2"-2

=1

<E

et la suite (x,), .y est une suite de CAUCHY. L’espace E étant complet la suite
(x,),.n admet une limite x. Il existe un élément i, de I tel que x € U, et un

nombre réel strictement positif « tel que B(x, ®) = U;. Il existe au moins
un entier # tel que "on ait

et dix, x) < g.

oS~ 1

1
— <
2
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On a alors
B, « B(x,a) = U,

ce qui est impossible car B, ne peut étre recouverte par aucune sous-famille
finie de la famille (U,);. ;- On a ainsi montré que (f) entraine ().

1.16

_ Soient A et B deux parties connexes d’un espace métrique E, vérifiant
An B # &, o A désigne 'adhérence de 4. Montrer que 4 L B est une
partie connexe de E.

Solution

Soient U et ¥ deux ouverts de 4 U B tels que
AuB=Uu/V et Un¥V=0.

Soit x un élément de 4 N B ; cet élément appartient a 'un des deux ouverts
par exemple U. Alors U est un voisinage de x et U A # (. Les parties
Un Aet Vo A sont deux ouverts de 4 tels que

(UnADnVnA= et A= (UnAu(VnAd).
Comme A est connexe, et I/ n A # & on a nécessairement
UnAd=A4 et VnA=¢

Cest-a-dire U o A et ¥ < B. Mais alors ¥ et U n B sont deux ouverts de B
tels que :
B=Vu(lUnB) et Va(UnB)= .

Comme U n B n’est pas vide, et B est connexe, on a nécessairement V' = (J
et U = A U B, ce qui prouve que 4 U B est une partie connexe de E.

1.17

Soient X et ¥ deux espaces métriques connexes non vides, Z un espace
métrique et / une application de X x ¥ dans Z. Si x est un élément de X, on
désigne par f, l'application de Y dans Z définie pour tout élément y de ¥ par
fA{»y) = f(x, y). Si y est un élément de Y, on désigne par f, 'application de X
dans Z définie pour tout élément x de X par fi(x) = f(x, »).

Soient (C,) et (C,) les conditions suivantes :

(C,) Pour tout élément x de X la fonction f, est continue sur Y.

(C,) 1l existe un élément y, de ¥ tel que la fonction f,, soit continue sur X.

lo Montrer que si les conditions (C,) et (C,) sont satisfaites, f° (X x Y)
est une partie connexe de Z.



PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES METRIQUES 31

2¢ Montrer au moyen d’un exemple qu’il n’est pas nécessaire que les condi-
tions (C,), (C,) soient satisfaites pour que f(X x ¥) soit connexe dans Z.

30 Montrer au moyen d’un exemple que la condition (C;) n’est pas suffi-
sante pour que (X x Y) soit connexe dans Z.

Solution

1° Supposons que f vérifie les conditions C, et C,. Posons pour tout
élément x de X

A, = fAV) U fX).

Comme pour tout élément x de X, la fonction f, est continue, f,(¥) est une
partie connexe de Z (¢f. C. E., Ch. 1, § III, n° 13). La fonction f, est conti-
nue, donc f;, (X) est aussi une partie connexe de Z. Pour tout élément x de X
on a

f(x, yo) € [AY) O f,(X)

par suite A4, est la réunion de deux parties connexes dont I'intersection est non
vide ; on sait (¢f. C. E., Ch. 1, § III, n° 12) que dans ce cas 4, est une partie
connexe de Z, Comme

fX x V)= U f(Y)

xekX

on a a fortiori
fX x1n=U 4..

xeX

Mais f, (X) = ) 4., donc (4,), .x est une famille de parties connexes dont
xedy

I'intersection est non vide. Alors f(X x ¥) qui est leur réunion est une partie
connexe de Z. :

20 Posons X = Y = Z = [0, 1]. Soit f la fonction définiec pour tout élé-
ment (x, y) de X x Y par

[f(x,y)=0 si xeQn[0,1]
f)=y s xe®-Q)n[01].

Si x est rationnel, la fonction £, est la fonction constante de valeur O et si x est
irrationnel £, est I'identité de [0, 1] ; donc pour tout élément x de [0, 1], f, est
une fonction continue. Par contre pour tout y de [0, 1], f, n’est pas continue.
La fonction f ne vérifie pas (C,), pourtant f(X x ¥) = [0, 1] est une partie
connexe de [0, 1].

La condition « (C,) et (C,) » n’est donc pas nécessaire pour que f(X x V)
soit connexe.

32 Posons X = Y = Z = [0, 1]. Soit f la fonction définie pour tout couple
(x, y)de X x Y par

..f(x‘) y) =0 si XEQﬁ[{), ]]
Jxy)=1 si xe®R-Q)n][0,1].
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Pour tout élément x de X, f. est une fonction constante donc continue sur ¥.
La condition (C,) est vérifiée ; on a f(X x ¥)={0,1} et /(X x ¥) nest
pas connexe dans [0, 1]. Par suite (C;) n’est pas une condition suffisante pour
que f (X x Y) soit connexe dans Z,

1.18

On dit qu’un espace métrique E est connexe par arcs si et seulement si pour
tout couple (x, y) d’éléments de E il existe une fonction continue f de [0, 1]

dans E telle que f(x) =0et f()) = 1.
12 Montrer qu’un espace connexe par arcs est un espace connexe.
20 Considérons les parties suivantes de R?> muni de la métrique habituelle :

A={(xpy|Ix=0 e —-1<y<l1},

B = [(x,y)lx}() et y=sin£}.
Montrer que C = A U B est une partie connexe de R? qui n’est pas connexe
par arcs.
30 Soit U un ouvert de I'espace métrique R". Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :
() U est une partie connexe par arcs.
(f) U est une partie connexe.

Solution

lo Soit £ un espace connexe par arcs. Supposons qu’il existe deux ouverts
non vides 4 et B tels que

E=AuB et AnB=(].

Soient a un élément de 4 et b un élément de B. 1l existe une fonction continue,
de [0, 1] dans E telle que f(0) = a et (1) = b. Posons I' = f([0, 1]). Le:
parties I’ n A et I' n B sont deux ouverts non vides de I' tels que

r=(FrnAu(nB) e (ndnTnB=g.

Mais ceci est impossible car f étant continue et [0, 1] étant une partie connex:
de R, la partie I' = ([0, 1]) est une partie connexe de E (¢f. C. E., Ch. I
§ 111, n° 13). L’hypothése faite est donc fausse et E est un espace connexe.

2¢ Remarquons d’abord que Padhérence B de B contient 4. En effet s
(0, y) est un élément de A, il existe un nombre réel strictement positif z te
que y = Sinz et on a

1
= B T S

par suite (0, y) est limite d’une suite de points de B. Alors Bn 4 = S et d
I’exercice 1.16 on déduit que A U B est connexe.

,sin(z + 2 k:r))
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Pour montger que C n’est pas connexe par arcs, nous prouverons par I'ab-
surde qu’il n’existe aucune fonction continue f de [0, 1] dans C telle que

f©) = (0,a) et f(1)=(b, sin;-;)

ou (0, a) est un élément de A et (b, sin 1/b) un élément de B.
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans C définie pour tout nombre réel ¢
de [0, 1] par £ (1) = {f1(£), f2(1)) et telle que

f(0) = (0,a) et f(1}=(b, sin%).

Les fonctioris f; et f, sont donc des fonctions continues qui vérifient pour tout
réel ¢ de [0, 1]

Ji() =0 ou (fl(f) #0 et ()= Smj‘_:!))

Comme f1(0) = 0 et fi(1) = b avec b > 0, il existe des éléments ¢ de [0, 1]
tels que f(7) > 0. Soit & la borne inférieure de I’ensemble des éléments ¢ de
[0, 1] tels que f,(¢) > 0. La fonction f, étant continue on a a0 < b et f,{a) = 0.
On a donc pour tout ¢ strictement supérieur a o

1) = ( F6, din fI%T))

La fonction f étant continue on a

lim (1) = (0, f2(e))

—*a+

mais ceci est impossible car sin (1/x) n’a pas de limite quand x tend vers 0,
et par suite sin (1//;(¢)) ne peut en avoir quand ¢ tend vers a,.
La fonction f n’est donc pas continue et C n’est pas connexe par arcs.

32 D’aprés 1° on sait que («) entraine (ff). Montrons la réciproque. Soit U
un ouvert connexe de R" et x un élément de U. Soit V I'ensemble des points y
de U pour lesquels il existe une fonction continue f de [0, 1] dans U telle que
f(0) = x et f(1) = y. 1l est clair que V est non vide puisque x € V. Montrons
d’abord que V est un ouvert de U. Soit y un point de V. Comme U est ouvert,
il existe un nombre réel strictement positif r tel que la boule ouverte B(y, r)
de centre y et de rayon r soit contenue dans U. Soient z un élément de B(y, r),
S une fonction continue de [0, 1] dans U telle que f(0) = x et f(1) = y, et

f1a fonction définie sur [0, 1] par
fO=r2n si 0<r<t

fO=y+20-DH(z—-y) si I<tgl.
CaLvo. — Exercices d’analyse %7 cycle, 2¢ année et Spéciales MM* 2
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La fonction f est une application continue de [0, 1] dans U telle que
joo=x ea f)=z,

donc ze Vet B(y, r) = V, ce qui prouve que V est un ouvert dans U.

Montrons que U — V est aussi un ouvert dans U. Soient @ un élément
de U — V et r un nombre strictement positif tel que la boule ouverte B(w, r)
de centre o et de rayon r soit contenue dans U. S'il existait un €lément v de V'
tel que v appartienne & B(w, r) on démontrerait comme précédemment que
o est dans V, ce qui n’est pas. Par suite B(w,r) c¢ U — Vet U — V est ouvert
dans U. Les ouverts U et U — ¥ vérifient alors

U=Vu((lU-—V) et Va(U-V)=C.

Comme U est connexe et ¥ non vide on a nécessairement
Vel e U-V=g

ce qui prouve que U est connexe par arcs.
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APPLICATIONS
DE R" DANS R?

2.1 19 Soit f la fonction réelle définie sur I'ensemble {x, y)eR?|y # 0} par
1+ x4+ y? |
f(x, y) = 5,——},— smy.

Déterminer si elle admet une limite au point (0, 0) et la calculer le cas échéant.
20 Mémes questions pour la fonction réelle g définie sur ’ensemble

{(.»)eR?|x £ y}

paI'
1 +x +
8x, ) = .
xt—y
Solution 1¢ Nous avons
im (14+x24+y)=1 e lim ¥,
(x.»)—(0,0) (x-(0,00 ¥

par suite la fonction f admet une limite au point (0, 0) et on a

Iim  f(x,y)=1.
(x.3)=(0,0)
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20 La restriction g, de g 4 I'ensemble { 0 } x R* est définie par
14
2:00.)) = ——%
donc
lim g,(0, y) = — 0.
y—0
La restriction g, de g & ’ensemble R* x {0 } est définie par
1+ x
g l(x ” 0) = 2
X
donc
lim (x,0) = + o0 .
x—+0
Les applications partielles g, et g, n’ayant pas la méme limite au point (0, 0),
la fonction g n’admet pas de limite en ce point.
2.2 Soit f I'application de R? dans R définie pour chaque élément (x, y) de R?
par
Jx,p) = | J;J exp(_—liy I) si. x#0
X x
et
fo,»)=0 si X=10.
1o Soient A un nomore réel et ¢, la restriction de f 4 I'ensemble des cou-
ples (x, ¥) de R? tels que y = Ax. Calculer la limite de ¢, au point (0, 0).
20 Soit i la restriction de f i la partie de R? formée des couples (x, y) tels
que y = x*. Trouver la limite de la fonction ¢ au point (0, 0).
Solution 10 Nous avons

@i(x, y) = f(x, 1x) = l_‘af: | Exp(_ i jux_l)
X X

pour x # 0. Si A = 0, nous avons :

lim  @u(x, ) =0
{'rsy}_."}to)



APPLICATIONS DE R" DANS Rr 37

et si A # 0, comme lim

x—=+0

= + o0, on déduit que

| Ax |
2

fim L2 exp(_ |...’.1.:’2‘_|) = b,
x=0 X X

Nous avons donc  lim  ¢@;(x, ) = 0 pour tout nombre réel A
(x,y)—+(0,0)
2° Nous avons t}:fx y) = f(x, x*) = e~ pour x # 0 donc

lim ¢l(x,y)=e"
{x,»)—(0,0)

Comme les restrictions @, et v de f possédent des limites différentes au
point (0, 0), la fonction f n’admet pas de limite en ce point.

2.3 Etudier la continuité au point (0, 0) des fonctions de R? dans R définies
pour chaque élément (x, y) de R? par

o fr =St G () %00 e f©0,0=0
x* 4+ y

x gy
2 g6, =" TV §i (x,0)#(0,0 et g0,0=0
X +y

si (x,)) # (0,00 et h(0,0) =

3o h(x,y) =(*+y 3

x + ¥
Solution 1o Nous avons
2x )
feN =1+ 22 s (x5 #(©0).
x4+ ¥

Considérons la restriction de f & I'’ensemble des éléments (x, y) de R tels
que x = y. Nous avons

FEx; x)_[+2—x
p B

si x # 0 et par suite hm f (x, x) = 2. Considérons maintenant la restriction

de f a I’ensemble { 0} X R Comme (0, y) = 1 si y # 0, nous avons
lim (0, y) = 1.

y=0
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La fonction f n’admet donc pas de limite au point (0, 0) et n’est pas continue
en ce point.

2¢ Nous avons
2 2
x° + — XV )
A

Z 15 (x, y) # (0, 0).

g(x, y) = (x +»)

Nous allons démontrer que la fonction ¢ définie sur R? — { (0, 0)} par

2 2

X ¥y = &y

My =—35
xX+y

est bornée. Si x = 0 et y # 0, nous avons ¢(0, y) = 1. Si x # 0, en posant
y = A, x, il vient -
el W

Xs )=:
o5 x* 4+ A2 %2
d’ou
22—-2+1
X, V) = - A R
(% 1) 1 =42

Soit i la fonction de R dans R définie pour chaque élément A de R par

I} i 1
A - Bk
v 1+ A2
nous avons
A
g 3 R SN2
V) 1 4+ 4
d’ou
I =
o= = e ,
v (25

Etudions les variations de la fonction i/ ; on a

A — o0 -1 1 + o0
W’ + o - 0 +
Y 1 7 i N 3 1

Par suite pour tout élément (x, y) de R — { (0,0)} on a

3
| o, )| <5 <2;

la fonction ¥ est bornée.
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Nous avons donc
|g(x,») — 20,0 | =g, | <2lx+yl<2(x|+|y]).
Soit ¢ un nombre réel strictement positif, alors si

&

Ix1 <3

£
et |yl<z ona |g(x,y)—20,0] <e
ce qui démontre que la fonction g est continue au point (0, 0).

3° Nous avons |[h(x,y)| < x* + y*. Soit & un nombre réel strictement

positif, alors si | x| < \/8;'2 et |y < \/QE, nous avons [h(x, y)| <eg CC
qui prouve que la fonction / est continue au point (0, 0).

24

Peut-on prolonger par continuité au point (0, 0) la fonction f définie sur
'ensemble {(x,») eR?|xy > 0} par

— cos \/xy

1
f(x,}’)—— y

Solution

Soit # un nombre réel strictement positif, d’aprés la formule de TAyLOR
avec reste de LAGRANGE il existe un nombre réel 6 tel que 0 < 6§ < u et

2 2
cosu — 1 = u(— sin0)+%-(— cos f) = %cos&.

Nous avons donc

2
u
Il—cosu]siéuz.

Pour tout couple (x, y) de I’ensemble { (x, y) € R? | xy > 0}, nous avons donc

|1 — cos/xy|
vl

£ K-

Soit & un nombre réel strictement positif, alors si | x| <eet |y| < & nous
avons | f(x,y) — 0| < & ce qui démontre que la fonction f peut étre prolon-
gée par continuité au point (0, 0) en posant

£(0,0) = 0.
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2.5

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R* — { (0, 0) }.
1° Soit p un nombre réel strictement positif. Montrer que la fonction f est
bornée sur I'ensemble

C,={(xNeR?*|x* +y* =p*}.
20 Soient M et m les fonctions de R% dans R définies pour chaque élément p
de R par
M(p) = sup f(x,y) et mlp)= inf [f(x, ).

xz+3’2=P2 Iz+)‘1=ﬁ1

Démontrer que I'on peut prolonger par continuité la fonction f au point (0, 0)
si et seulement si les fonctions M et m admettent des limites égales au point 0.

Solution

lo L’ensemble C, est une partic compacte de R ; en effet cette partie est
bornée et d’autre part si on note N; la norme euclidienne de R?, C, est I'image
réciproque par I'application N, du sous-espace fermé { p } de R, donc C,, est
une partie fermée de R?. Par suite la restriction de la fonction /'a I'ensemble C,

est une fonction bornée.

20 Supposons f prolongeable par continuité au point (0, 0) et notons f (0, 0)
sa valeur en ce point. Munissons I'espace R? de la norme euclidienne N;.
Alors puisque f est continue au point (0, 0), pour tout nombre réel & strictement
positif, il existe un nombre réel p, tel que pour tout élément (x, y) de R? véri-
fiant V,(x, y) < p, nous ayons

|5, 9) — F0,0] < 3.
Par suite si x2 + y* < p}, nous avons
£(0,0) — % < f(x, ¥) < f(0,0) + %

Soit p un nombre réel tel que p < p,, alors pour tout couple (x, y) de R?
tel que x*> + y* = p?, nous avons

f(ﬂsﬂ)—%<f(x,y) < f(0,0) +%

d’oli

+ f(0, 0)

TS

f(0,0) — 5 < m(p) < M(p) <

k2| ™
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et par suite

| M() - f0,0)] <5 et |mp) ~f0,0) | <

M2l m

Ainsi pour tout nombre réel ¢ strictement positif, il existe un nombre réel p,
tel que pour tout nombre réel p vérifiant p < p;, nous ayons

| M(p) — £, 0| <& et |mlp) —f(0,0)] <e,
ce qui démontre que

lim M(p) = lim m(p) = (0, 0).
~+0

=0 P

Réciproquement supposons que les fonctions M et m possédent des limites
égales en 0 et posons [ = lim M(p) = lim m(p). Soit ¢ un nombre réel stricte-
=0 —=+0

ment positif, alors il existpe un nombrg réel strictement positif #, (resp #,)
tel que pour tout nombre réel p vérifiant 0 < p < ; (resp. 0 < p < 1,),
nous ayons | M(p) — I| < & gresp | m(p) — 1] < &). Posons 1 = Inf (17, 1)
et soit (x, ») un élément de R? tel que N,(x, y) < #, alors si p; vérifie

pi=x"+y%,
nous avons p; < x, d’ol1 les inégalités
l—e<mp)<f(x,y) < Mlp) <l +¢

par suite | f(x,») — I| <&, ce qui démontre que la fonction f peut étre pro-
longée par continuité au point (0, 0) en posant (0, 0) =

2.6

Soit f une fonction continue de R dans R. On considére application ¢ de
R? — R x {0} dans R définie par

0%, 7) = (x + y)f(f,).

10 Démontrer que Iapplication ¢ est continue sur R* — R x {0 }.
20 Démontrer que I'application ¢ peut étre prolongée par continuité 2 R?
tout entier si et seulement si

im f(A) = lim f() =1,

-+ + o0 A=+ — 0

ou [ est un nombre réel.
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1o Les applications de R> — R x {0} dans R définies par
(x, y)H% et (xy)P—x+y

sont continues, donc d’aprés les théorémes sur le produit et la composée de
fonctions continues, la fonction (x, ) +— (x + ¥)f(x/y) est continue.

20 Supposons que Iapplication ¢ soit prolongée par continuité a R? par
une fonction que I'on notera encore ¢ ; alors ¢ est continue au point (1, 0)
donc

lim  o(x,y) = ¢(1,0).

(x,3)—(1.,0)

Mais

lim o(x,y) = lm (x+y lim f(%)

(x5)+(1,0) (x3)=(1.0) (x3)=(1,0)
d’olr

im gy = im ()
(x.y)=(1,0) ()= (1,00 VY

et par suite

. 1
1 Ly =1 1= )
im (1, y) 11_1.1; ;i (y) o(1, 0)

(1,»)—(1,0)

donc

lim f(2) = lim f() = ¢(1,0).

A=+ A=r =l
Réciproquement supposons que

im f(A) = lim f(&)=1.

A=+ 4 00 A—=—co

Démontrons d’abord que ¢ est prolongeable par continuité au point (0, 0)
et pour cela démontrons que la fonction f est bornée sur R. Puisque

lim f(A) =1,

R ]

il existe un nombre réel A, strictement positif tel que pour tout nombre réel 4
supérieur & 4,, nous ayons |f (1) — /| < I. De méme il existe un nombre
réel A, strictement positif tel que pour tout nombre réel A inférieur a — A,,
nous ayons |f(4) — | < 1. Par suite si nous posons A = sup (4, 45),
pour tout nombre réel 4 vérifiant | 1| > 4, nous avons |f(3) — 1] < 1 soit
I —1<f() <!+ 1. D’autre part la fonction f étant continue sur linter-
valle borné [— A, + A}, est bornée sur cet intervalle et par suite la fonction f
est bornée sur R. Soit M un nombre réel strictement positif tel que pour tout
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élément A de R, nous ayons l I (A)I < M. Soit ¢ un nombre réel strictement
positif ; alors pour tout couple (x, y) de R? tel que
& £
| x| < LYY et Iyl < M
nous avons
lox, )| <Ix+yIM<e

ce qui prouve que la fonction ¢ est prolongeable par continuité au point (0, 0)
en posant ¢(0, 0) = 0.
Soit x un nombre réel non nul, démontrons que ¢ est prolongeable par

continuité au point (x, 0). Calculons Ilim  ¢(u, v). Nous avons :
{0} (x,0)

; : : u : u
Iim o@v)= Ilm @®+v). lim f (—-) =% Jlm f (—)

(u,0) = (x,0) (4,0) -+ (x,0) o)+ (0 ¥ ()= (%0 P
Nous allons démontrer que

lim f(f) i .

(o)~ (x,0) \U

Soit £ un nombre réel strictement positif, on a vu qu’il existe un nombre réel 4
strictement positif tel que pour tout nombre réel A vérifiant | 1| > A4, nous
ayons lf().) — I| < & Par suite | ufv | > A implique If(ufv) — I| < &. Nous

avons
lowd @i Tw=aiel®l @ (el
2 24
En effet I'inégalité | u — x| < | x |/2 entraine que u et x sont de méme signe
et que
| x| 3 x|
3 <|u| < 5 -
I en résulte que
lu| o |
LIz M) a A.
lv] < ¥ soit = >
Si
| x| | x|
| u x|<:2 et |v|<:2A,
nous avons

ce qui démontre que
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et par suite que
lim ¢(u,v) = xl.
(1,9) = (x.0)

On voit donc que si
lim f(A) = lim f(A) =1,

A—=—aon A=+t

la fonction ¢ définie sur R* par
@(x, y) = (x + y)f(%) si (x,))eR* =R x {0}

o(x,0) = Ix si xeR

est continue sur R? et prolonge la fonction proposée.

2.0

Calculer les dérivées partielles et étudier la différentiabilité des fonctions
réelles suivantes sur leur ensemble de définition :

10 la fonction f définie sur R? par f(x,y) = e*siny ;

20 la fonction g définie sur R? par g(x, y) = (x* + yDe ¥ ;

30 1a fonction / définie sur R* — { (0, 0) } par

X

h(x, y) = 2
ol O O

Solution

1¢ Pour chaque élément (x, y) de R?, nous avons

af B . 3f e
5(x,y)—e sin y et a—y(x,y)-e cos y .

Ces deux dérivées partielles sont des fonctions définies et continues sur R?
donc f est différentiable sur R? (¢f. C. E., Ch. 2, § IV, n° 31).
2¢ Pour chaque élément (x, y) de R?, nous avons

-g%(x, y)=2xe — yix* + yHe™

et

g%(x, y)=2ye ™ — x(x* + yHe .

Pour les mémes raisons que précédemment, la fonction g est différentiable
sur R.
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30 Pour chaque élément (x, y) de R* — {(0, 0) } nous avons

oh %2 o p*y— 222 e
(x_, y}={;___ i}.iq)T._ —.=L2_ 33
ax * + y%) (x* + y9)
et
oh — 2xy
(X, Y= —-
6y{ ) o+ )

Les fonctions dh/éx et dhjdy sont continues sur R* — { (0, 0)}, donc la fonc-
tion 4 est différentiable sur R — { (0, 0)}.

2.8

Soit & un nombre réel tel que o > %, démontrer que la fonction réelle f
définie sur R? par f(x, y) = | xy |* est différentiable au point (0, 0).

Solution

Désignons par || (x, y) || 1a norme euclidienne (¢f. C. E., Ch. L, § I, n° 2)
d’un élément (x, y) de R?, nous allons démontrer que la fonction f admet une
différentielle nulle au point (0, 0), c’est-a-dire que

fe, ) =o(l x, ).

Il faut donc démontrer que | xy |* = o(\f (?Z’Tyz_)) autrement dit que

. | xy I*
Iim — - =0.
=100 /x? 4 y?
Comme le nombre réel (| x| —|y|)? égal & x> — 2| xp| + y* est positif,

nous avons les inégalités
0<|xp| <2|xy| < x> +)7
et par suite
lxp [P 1o® + 2 5.

Or @ > 4, donc (x2 + y?)* = /x2 + Y202 + yAUD dolt

0 1L <24 p2p s,
\/x2+y

Mais lim (x* + )W =0cara — > 0, donc
(x, 9} (0,0)

lim - Ixyl

—_————— 0,

(x,¥)—{0.0) \/xz + yz
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ce qui montre que la fonction f est différentiable au point (0, 0) et que sa diffé-
rentielle en ce point est nulle.

Remarque Si 3 < a < 1, nous avons :

of

ox

)=ty e Eﬂj—f(x,y}wy“"'x

Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

2.9 Soit fla fonction réelle définie sur R? par
Feoy) = 2 4 y)sin—————  si (%,9) # (0,0)
x4 y?
f(0,0) =0.

Démontrer que cette fonction est différentiable en tout point de R*. Démontrer
que ses dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

Solution Calculons les dérivées partielles de / en un point (x, y) de R? - {(0,0)}.

Nous avons
-af(x, y) = 2 x sin —.-:1_—— — & + ) et -
ax Vi + y? o + y*y? x* + y?
-a'{(x. y) = 2 ysin ——_—l — = gt ) Y cos 1:
ay \/xz + yz (xz i yz 3/2 \/xz T yz

Ces deux dérivées partielles sont continues en chaque point de R* — {(0,0) },
donc la fonction f est différentiable sur R* — { (0, 0)}. Démontrons que la
fonction f est différentiable au point (0, 0). Nous avons

1 . |
X, 0) = xi in —— i 0’ = 2 8l ——
J(x,0) sing5 € O, y) =y’ sin

d’oll

af - . | of . .1
2(0,0) = lim xsin— =0 et —-(0,0) = lim sin— = 0.
x00 =l xsin oy gy &0 = I ysin

Si 1a fonction fest différentiable au point (0, 0), sa différentielle est nulle. Nous
allons donc démontrer que f(x, y) = o(ll (x, ») ||)- En utilisant la norme eucli-
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dienne, ceci revient 4 démontrer que f(x, y) = O{J x2 ;_yi) autrement dit que
1 f(x! y} = 0 !
EN+0.0 /x2 4 y?

Nous avons -

0 < If'[_JCl_Jf)I < %A y? si (x, y) # (0, 0)
Vxt + y?

et

. 7 - x’
lim  Vx% + y* =0 donc Iim M =0
(x.5)~(0,0) (0.0 \/x? + y?

ce qui prouve que f admet une différentielle nulle au point (0, 0).
Démontrons que les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

Nous avons
af 1 x 1
x, 0 2xs8in— —
ax 0 = EIEINET
of e | y 1
—(0,y)=2ypysin— — ——CO8S —.
gy ) = 2y = T8 )

Mais g‘% (x,0) n’a pas de limite lorsque x tend vers 0, donc gf/éx n’est pas

continue au point (0, 0), de méme %(0’ y) n’a pas de limite lorsque y tend

vers 0 donc dfféy n’est_pas continue au point (0, 0).

210 Soit f la fonction réelle définie sur R? par
3 3

="YX s (%) #©0)
x* 4y

£(0,0) = 0.

Démontrer que cette fonction admet des dérivées partielles au point (0, 0)
et les calculer. La fonction f est-elle différentiable au point (0, 0) ?

Solution Nous avons f(x,0) = x et (0, y) = — y, dol

X

Jc-'O
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et

;%r{o, 0) = BRI

y—+0 y

Si la fonction f est différentiable au point (0, 0), sa différentielle est la forme
linéaire df définie sur R® par df (u, v) = u — v et nous avons alors

FOe,p) —f(0,0)=x —y+ o(ll (x,» 1)
soil

S, ) —x=y)=0o(l x, 1)

ce qui donne en prenant comme norme la norme euclidienne

xy(x — y) 5
xz + yz Ema O(sz + y,Z) .

Par suite si la fonction f est différentiable au point (0, 0), on a

XX =¥ _gq

lim 2}3 =

Fn-0.0 (x* + y
Nous allons démontrer que ceci est faux, ce qui prouvera que la fonction f
n’est pas différentiable au point 0.
La restriction de la fonction g définie sur R* — { (0, 0)} par
xy(x = y)
X, = e T o
86D = et

4 la droite y = — x prend pour valeur au point (x, — x)
B 2x3_ . x
@x4e V2 x|

et n"admet pas de limite quand x tend vers 0. La fonction g n’admet donc pas
de limite au point (0, 0) et / ne peut étre différentiable en ce point.

g(xs D JC)

2.11

Nous nous proposons de démontrer gu’une application différentiable de R?
dans R? est affine si et seulement si sa différentielle est indépendante du point
ou elle est calculée.

I° Soient a, b, ¢, A des nombres réels.
a) On considére I’application de R* dans R définie par

S, p,2)=ax + by + cz + 1.

Démontrer que cette application est différentiable et calculer sa différentielle
en tout point (x, y, z) de R3.
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b) Soit f une fonction différentiable de R® dans R telle que pour tout point
(x, y, z) de R?, la différentielle de f soit définie par

fixyry(t, v, W) = au + bv + cw,

Déterminer I’application f.

22 g) Plus généralement soit M une matrice réelle carrée d’ordre 3 et X un
élément de R?. On considére I'application g de R* dans R définie par

X
g(x, y,2) = M(y)+ X.

Zz

Démontrer que I’application g est différentiable en tout point (x, y, z) de R?
et que sa différentielle est indépendante du point (x, y, z).

b) Réciproquement soit g une application différentiable de R* dans R?
telle que Ia différentielle de g au point (x, y, z) soit définie par

u

dge,p o, 0, W) = M| v
W

ol M est une matrice réelle carrée d’ordre 3. Démontrer que g est définie par

X
gx, y,z) =M y) + £(0,0,0).

Z

Solution

1° a) Soient (x, y, z) et (i, v, w) deux éléments de R? ; nous avons
fx+uy+v,z4+w)—f(x,y,2) =au+ bv + ew.

L’application de R® dans R qui & chaque élément (v, v, w) de R* associe le
nombre réel au + bv + cw est une application linéaire de R* dans R, donc la
fonction f est différentiable au point (x, y, z) et nous avons

A . )(s v, W) = au + bv + cw .

b) Puisque f est différentiable, f admet des dérivées partielles en tout point
et nous avons
of il of » of "
'é;(x:ysz)_a a'_j;(x:ysz)"'b: E(x:y$z)_c'
La premiére relation nous donne f(x, ¥, z) = ax + ¢(y, z) ol1 ¢ est une appli-
cation différentiable de R* dans R. Nous avons alors

of _O¢ -
E;(xsysz)_ay (ysz)_ b
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donc ¢(y, z) = by + ¥(2) ot ¥ est une application différentiable de R dans R.
Nous obtenons finalement

oy

-(;j-‘_—:(z)=c d’ol Wz)=cz +d

of B
é;(x: Vs Z] N

oll d est un nombre réel. Nous avons donc
fx,y,2)=ax + by +cz+d

ol d = £(0,0, 0).

20 q) Soient (x, y, 2) et (u, v, w) deux éléments de R® ; puisque I’applica-
tion g est affine, nous avons

U
g(x+u,}’+v‘,z+W}—g(x,y,Z}:vM(U).

W

17
L’application de R? dans R? qui 4 chaque élément (u, v, w) de R? associe M ( v)
W

est linéaire, donc I’application g est différentiable et nous avons

iU
dg(Xv}'tZ){u! v? w) = j"‘f( v)

w -
La différentielle de g est donc indépendante du point (x, y, z).

b) Puisque Papplication g est une application différentiable de R dans R?,
ses trois applications coordonnées gy, g2, g3 sont des applications différentia-
bles de R? dans R. Posons

ﬂl bl Cy
M =|a, b, cz |-
as bs C3

dgl{x,y,z)(us v, W) =da,u + bl RS

Nous avons alors

dgrey ot 0, W) =au + b,v+cyw
dg3xyn)(t, U, W) = asu + byv + 3w
et d’aprés la question 1° b), il existe des nombres réels d,, 4,, d; tels que
g1, 2 =ax+b,y+ec,z+4d
g, v,2)=a,x+ by +cz+ d;
g, 3. 2)=a3x +byy+c3z+d;.
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dy
3(01 01 0) = d2) )
d;

X

glx, y,z) = M (}’) + (0,0, 0)

z

Mais

donc nous avons

ce qui démontre que "application g est une application affine.

2.12 Soit f la fonction réelle définie sur R? par f(x, ) = sin (x> — y?). Soit g la

fonction de R? dans R? définie par g(x, y) = (x + », x — »).

1o Calculer les dérivées partielles de fo g et la différentielle de fog au
point (x, ¥).

20 Calculer les matrices jacobiennes de f et g au point (x, y). En appliquant
le théoréme sur la composée de deux fonctions différentiables (¢f. C. E,, Ch. 2,
§ IV, n° 32) trouver la matrice jacobienne de fo g au point (x, y) et retrouver
ainsi le résultat du 1°.

Solution 10 Nous avons fo g(x, y) = sin (4 xy) d’olx
0 d .
afﬂg(x,y):‘lycos(éxy} et @jog(x,y)—élxcos(d-xy).

Nous avons donc pour tout couple (1, v) de nombres réels
d(fo @)y (. v) = (@ ycosdxy)u + (dxcosd xy)v.
2° Nous avons

J(f) (x, y) = (2 x cos (x* — y?) — 2 ycos (x* — yH)
1 1
WeEN=(; 1)

Nous savons que J(f) (x, y) (resp J(g) (x, y)) est la matrice relativement aux
bases canoniques de R et R? de I'application linéaire qui est la différentielle
au point (x, y) de la fonction f (resp. g). De plus nous savons que

d(fog) (x,y) = df (g(x, »)) o dg(x, )
d’oll

J(fog)(x,y) = J(f) (g(x, ). J(g) (x, ).
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En effectuant le produit de ces deux matrices, nous obtenons
1 1
J(fog)(x, y) = (2x + y)cos 4 xy — 2(x —y)cos4xy)(1 B 1)-_-

= @4 ycosdxy 4dxcosdxy).

Ceci montre que J(fo g) (x, y) est la matrice d’une forme linéaire qui est la
différentielle de fo g au point (x, y). Nous avons comme au 1°

d(f© &)x,y (1, v) = J(fo g) (x, y) (:j)
= (4 ycos 4 xy 4xcos4xy)(l;)

=@ycosdxy)u + (dxcosdxy)v.

213 10 Démontrer que I’application f de R* dans R? définie par
fO3,2) = (x + y*, xy* 2)

est différentiable en tout point (x, y, z) de R®. Ecrire la matrice par rapport
aux Eases canoniques de R® et de R? de la différentielle de f au point (x, y, z)
de R”.

2¢ Mémes questions pour Iapplication g de R? dans R* définie par
g, v) = @ + v, uv, ).

30 Calculer la matrice jacobienne de g o f au point (x, y, z) de R®
a) directement en explicitant la fonction g o f,

b) en appliquant le théoréme sur la composée des différentielles (¢f. C. E.,
Ch. 2, § IV, n° 32).

Solution 1° il est clair que les dérivées partielles de chacune des fonctions coordon-
nées de [ sont définies et continues sur R*. La fonction f est donc différentiable.
Sa différentielle df,, ., au point (x, y, z) est une application linéaire de R®
dans R? dont la matrice par rapport aux bases canoniques de R* et R? est la
matrice jacobienne J( ) (x, y, z). Nous avons

! 2y 0)

J(f) {xr Vs z) i (yz z 2 xXyz xyl
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20 Nous voyons comme précédemment que la fonction g est différentiable
sur R? et nous avons
2u 1
J(g) (u, v) =( v u)
0 ¢
32 a) Ona

(€0 (X ¥ 2) = ((x + ¥y* + xy* z, xp z(x + y*), €™™)
d’ot

J(gof)(x, y,2) =
2(x+y}+y z 4y(x+y)+2xyz xy?
= | x)? z+y z(x + yH 2xyz{x+~y}+2xyz xyz(x-!-y)

y2 z e 2 xyz e’ xy? e
b) Nous savons que pour tout élément (x, y, z) de R* on a

d(g Of )(x,p.Z) = dg(f xp2) © df (x,%.2)

donc J(g o f) (x, y, 2) = J(g) (f(x, y, 2))-J(f) (x, y, ). En effectuant le pro-
duit de ces deux matrices nous obtenons

J(gof)(x, y, 2)
2

Ax -I; ) 2 . 2 ( 1 2y 0 )

=l 0z *+y i ;
D ex’.zz y Z xyz Iy
2Ax +y) + )’z 4y(x + y) + 2xyz xy*
={xyz + p2z20x + y*) 2xy°z + 2xpz(x + y*) xp (x+ ) ¢
y? z ™ 2 xyz €7 xy? e’

Nous obtenons donc le résultat de a).

214

Soit g une fonction de R? dans R” définie pour tout élément (x,, ..., x,) de
RP par

80X ey X,) = [£1(X1s s Xp)s s EulXts -os X))

oll gy, ..., 8, sont des fonctions de R” dans-R. On suppose g; différentiable
au point (ay, ..., a,) de R?, pour tout entier i tel que 1 < i < n.
Soit f une fonction de R* dans R différentiable au point

g{ah ==y ap) = (bl: it u)' .
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g—r (ay, ... @p) pour 1 < i < p, en fonction des

dérivées particlles des fonctions f et g; (1 < j < n).

On pose F = fog. Calculer

Solution

La différentielle au point (a,, ..., a,) de la fonction g est une application
linéaire de R” dans R" dont la matrice par rapport aux bases canoniques de R?
et R" est la matrice jacobienne J(g) de g. Si 7 désigne I'indice de ligne et j I'in-
dice de colonne nous avons

_ (% )
J(g) (a,, ....a,) = (51':; (s ) 1<ign
1=j=p

La différentielle au point (b, ..., b,) de la fonction f est la forme linéaire sur R"
dont la matrice uniligne par rapport aux bases canoniques de R" et R est

J(f) (bh niey bu) = (E‘i{_‘ (bls sy bn)v EL ] _6‘2{ (blp iy bn)) *

Nous avons
J(fog) {ah sasy ap) = J(f) (g{ah vany ))'J(g) {ﬂ], wany ap) .
Le produit de ces deux matrices est une matrice uniligne, dont le terme situé

dans la k-iéme colonne est (%F (ay, ..., a,). Nous avons donc
k

OF o o 0g;
é}c‘t’ (a, ...,a,) = j;l é;] (8(91: “eey ap)) 3;: (ays s ay) .

2.15

Cet exercice utilise les résultats de I'exercice précédent.
1° Soit g = (g,, g,) la fonction de RS x [0, 2 n[ dans R? définie par

g(r, 0) = (rcos @, rsin 0) .

Soient (rg, 0,) un élément de RG x [0, 2 n[ et / une fonction de R? dans R
différentiable au point (xg, yo) = g(rg, 0p)- On pose F = f o g. Calculer

oF oF
ha_r (rﬁv 90): 6_9_ (rm 90}

g g
en fonction de  rg, B, 3{ (0. Yo), % (X0, ¥o) 3
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puis calculer

3f Kk

( 05 J"o) (xo, Yo)

. oF oF
en fonction de - (o, 60, 75 (r0,00), roetly.

20 Soit k = (hy, hy, h3) la fonction de RY x [0,2 n[ x ]0, n[ dans R3
définie par

h(r, 8, @) = (rsin ¢ cos 6, r sin ¢ sin 8, r cos @) .
Soient (rg, 8y, o) un €lément de RY x [0,2n] x J0, n[ et k une fonction

de R?® dans R différentiable au point (xg, Vo, Zo) = h(re, 8o, 90). On pose
G = k o h. Calculer

oG oG oG
'é; (ro, 60’ ‘PO)! ?9' (rﬂr 901 *pi}): % (?“'ﬂ., ﬁl}s @'.13)

ok ok
en fonction de rg, 89, @g> 5 i (x> Yo» Zo) (xo, Yo: 2 0). (x.;,, Yo» Zo) -

Puis calculer

ok ok dk
ox (X0» Yo» Zo)s E.y (x0s Yos Zo)s = (x0s Yo, Zo)

oG
en fonction de  rg, B0, f.ooa (?‘o, 0o, 100) 20 (f' 0> O, ‘iﬂo]" (?‘ 0» 00> @) -

1° Nous avons (¢f. exercice 2. 14)

0 ] d
== E){(ro cos B, ro sin 6,) -}% (ro, Bp) +

oF
'E; (1" 0s Bﬂ)

of

; d
+ By (ro cos B, rg sin Bg) %’;3 (ro, 60)

= CO8§ Ho g(ro COS§ 90, Fo sin 90) + sin 90 g(ro COs 99, ro sin 30} (1)
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de méme

%g (ro, B0) = — rosin by g(ro cos B, ro sin g) +

+ rg cos By -af{ru cos O, rpsin fy) . (2)

Multiplions I’égalité (1) par r, cos 8, et Iégalité (2) par — sin 6,, en ajoutant
membre 2 membre nous obtenons

Fg COS 9.}%0‘0, &0) — sin 80‘;—2(?'0, gﬁ) = Fg ‘al‘ax-!(rg COS ﬂo, Fo sin 90)

d’ots

g£ (ro cos B9, ro sin 8y) = cos Oy %F; (ro, Bo) — .Em(}j . 5 (7o» 0o) -
Nous obtenons de méme

-(% (ro cos Bg, rq sin Bp) = sin 90 ar (r.;,, o) + il N &F ( 0» Bo) -

20 Nous avons
oG ok oh
E(r\m 90: (Pl}) == 3;: ’(xm Yo 20) ﬁ—rl (rﬂs 9(.‘u- @O) .

3k ok ch
6 - (Xg, Yos Zu} ("a: B0, @) + =2 Az (x0» Yo» Zo) "Bf (ro, Bos o)

d’ol
oG ) ok
-~ ("ns Bq, o) = SIN @g COS fo o (xos Yos Z0) +

\ : ck ok
+ sin @, sin 0, 3y (X0, Yos Zo) + €OS @g e (X0, Yos Zo) -

Nous avons de méme

aG
(r.;., B0, Po) = — Fg Sin @ sin Bu- (xo, Yo Zo) +

. ok
+ rg sin g cos by ‘5}(?50: Yo» Zo)

oG ok
BE (ros Uo, o) = Fo €OS Pg COS By T (x0, Yos Zo) +

: ok ; ok
+ rg €OS g Sin Oy 5} (xgs Yo» Zg) = Fo SIN @ = (X0, Yo- Zo)
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Par des combinaisons linéaires de ces égalités nous obtenons

ok 3G sm 0, oG
g" (xl"l't Yos Z'D} = COs Bﬂ' sin Po 7 ar (rﬂl BID’ 0) P"} sin 200 Tan (rO! 909 @0)
cos 8, cos ﬁG
o= F ﬁpo (rﬁs El}’ 400)
[1]
ok oG cos B
E{} (X5 Yo Zo) = 8in B sin @q - By (ro. Oos @0) + r i 5;— 70 (’”0» o, @) +
sm 8, cos BG
+ —-= Gr ___ioﬂ - (rm 90: q’ﬂ)
0
ok oG sin oG
f 7o (x0> Yo» Zo) = €OS g - (s Bos @o) — —}EQ (70 Yo» @o) -
0

2.16 1o Soit £ la fonction réelle définie sur

=R 2 - o =P
D,=R*—{(x,»)eR?|x+y=0} par filx,y) e

Calculer en chaque point (x, y) de D,

azfl ___ifl azfl 2f1
™ —— (% 3), : ¥)5 PWEW (% %), = (%, 9).-

20 Méme question pour la fonction réelle £, définie sur
D, =Ri xR par  f(x,y) = yLogx.
3o Méme question pour la fonction réelle f3 définie sur

=R? par fi(x,y) =€’ cosx.
40 Méme question pour la fonction réelle £, définie sur

D, =R x R* par  fa(x, y) = Arc tg%.

50 Méme question pour la fonction réelle /5 définie sur

Ds =R x R} par (o, ) =y~
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e Si (x, y) appartient & D, on trouve

am( _ 4y B O _-y),
A (x + y)*  oxdy dyox  (x + p)°*
i 5 _Ax
at T x4+
20 Si (x, y) appartient 2 D,, on trouve
0f _ o’ _ P 1
azxy} 216 ay(xs } ya):(x,y)
2
¢ 2 (x v) =
dy

3o Si (x, y) appartient & D3, on trouve

5f3 ¥ f1 fa .
—e E : i — ¢e’sin
iy — (6 ) = Cos X ox oy x, y) = 6y6 (x, y) = sin x

32

3'l(x,_'p) e’ cos x.
ay*

40 Si (x, y) appartient a4 D,. on trouve

i —-2xy _ @ & 2~y
fo gy = 2 Ta gy The 2 XX,
ox (x2 + y¥)? E}xay va‘x (x* + y%)
52f4 2 xy
F (x? y)y= T o
ay* )T o+

50 Si (x, y) appartient a D5, on trouve

2
%’ (x, y) = (Log y)* "7,

é\IZS f& xl.ogy xLlogy.
3y (x, y) = 2y e P P = (Losy}e ;

i x X7
.L-S(x _F)= o ?cxl.ogr,_'_ zexl.osy_

ay: y* y
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217 Soit f'une fonction de R dans R définie, deux fois continfiment dérivable sur R.
On suppose que la dérivée seconde f” de f ne s’annule pas. Soit g une
fonction de R? dans R admettant en chaque point de R? des dérivées partielles
d’ordre deux. On suppose que g est harmonique, autrement dit que pour
chaque élément (x, y) de R? on a

s T TR

dx? ay?

Démontrer que la fonction F = fog est harmonique si et seulement si la
fonction g est une fonction constante.

Solution  En chaque point (x, y) de R? nous avons
OF b iy it %
a_x_ (JC, .V) =7 f [g(xy y)] T (x! y)
et
oF , 0g
5y 009 = 18(x. 5)] ay &)
d’on

2 2
— (%, ») = f"[gx »)] (gi (x, P)) + f'(g(x, ) g (x, ¥)

aZF o ag % i azg
52 0o = T (% )+ 1) G .

Comme g est harmonique on a

e (x, y) + zi; (x, ») = "[&(x, y)] [(z—i (x, y)) ] + (;?%f; (x. y)) 2] ;

x>

La fonction F sera harmonique si et seulement si pour chaque élément (x, y)
de R’ on a

7o) (Zen) +(Ewn)]=0.
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Comme f” ne s’annule pas, F sera harmonique si et seulement si pour chaque
élément (x, y) de R* on a

(B ) +(Een) =0

ce qui est équivalent a
og g _
*'ax =0 et ay = ), (l)

Si la fonction g est constante, la condition (I) est satisfaite et F est harmo-
nique. Réciproquement supposons la condition (1) satisfaite ; alors comme
dg/ox = 0, pour chaque élément (x, y) de R? on a g(x, y) = a + ¢(y) ol a est
un nombre réel et ¢ une application différentiable de R dans R. Nous avons
alors

og T
é}(x’ N=¢W) =0,

donc ¢ est constante ; par suite la fonction g est constante.

2.18

Solution

1° Montrer que la fonction f, définie sur (R*)* par

1
Filo, i2) = ——ee e
\/Iz + ¥+ 22

est harmonique (¢f. exercice 2.17).
20 Méme question pour la fonction f, définie sur R* x R par

f?..(x! }') = Arc tg% "

30 Méme question pour la fonction réelle f; définie sur (R?)* par
fa(x, ) = Log v/x* + y*.
40 Méme question pour la fonction réelle £, définie sur R? par
falx,y) =e*cosy.

1 En chaque point (x, y, z) de (R)* on a:

ofy X of,
s Vs — e — a5  =#n.a213 2 y iz —
Ox ) (x? + y* + 227 dy Britval

y

(xl + yZ + 22}3}'2
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af, z
= xn ,z = = o
2 3 2 2 2
+ z —9 5® i x*+z-—2y
- X, ¥V, Z) = —’y » _’(xs Vs Z): ’
a 2( ¥ ) ( + J-’ + )5!2 ayz (xZ 5 yZ ¥ 22)51'2
2 2 2
X4y —2z
f; (x, 3, 2) = 2 2 2.5/2
0z (x“+ y" + 2z
donc

Af, =

ofy y of, x
e = == WP
ax( y) 2+y2 ay (‘x y) x2+y2
Effz( y}=_2_'xy__ .‘;"_2_1( y) = 2xy
T S )
donc
2
o°f, 3fz
Af, = ' JE
f2 = 6.7:2 ay*

3° En chaque point (x, y) de (R)* on a

ofs X dfs ¥
_(x: )_" — X% i
dx x? 4 5_v( ») 24yt
&'( ) Y- x 'if?'(xy)__xz__i
ax? 2 ( 2 4 yz}z ayz ! ( 2 + yz)z
donc
£f T
T P
A ox?  ay?
40 En chaque point (x, y) de R? on a
af‘(x y) = e cos y %{x,y): — e*siny
2
Js (x, y) = e* cos y '—af‘(x,y) — ¢e“cos y

x> ay?
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donc

A, =
ot 8 2

219

Solution

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées partielles d’ordre
deux. Soit g la fonction de R, x [0, 2 n[ dans R? définie en posant pour chaque
élément (r, ) de R, x [0, 2 n[

g(r,0) = (rcos 0, rsin ).
On pose F = fo g. Calculer

o4 (g( ﬂ)}+—f (a7, 0)

en fonction de r, 0 et des dérivées partlelles de F.

Nous avons vu (¢f. exercice 2.15) que pour chaque élément (r, ) de

R‘l‘ X [O:s 27:[
ona
of e nOF sin 8 oF
E;:- (g(r:r B)) = CO0s 6—3}: (r, G) — _r 2 _ﬂé (r’ B]
of ey O cos 0! OF
@(g(r, 0)) = sin 05~ (r, 6) -+ 0.

Par suite il vient

P . ) = cos0 [ ¥ g ] -0 0 [
e 0) = cos0 [ L gron] -7 2 [ (g, 0] -

r

._.cosﬂa- [cosﬂa{ f) — s|:H§f{ 9)]

sinfl ¢ oF sin 0 3F
S G~ G

d’ol aprés calcul et simplification

0|

2 2
e 0) = cos?0 7 L0y + 200 W gy 4

ssz OF 2 sin 6 cos 6 &*F sin’ 20 O°F
+ (?‘3}—' — (18 + — —( ).
r r or 08 r?
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Un calcul analogue nous donne

&f 6 _ 25sin B cos 9 oF
cos? @ @F 2 sin 6 cos 6 0*F cos 0 0°F
+ 2, 0) + S 0
r ar i)l r or 0@ 8+ r? qE‘J"2 (. 6)

Nous obtenons donc

8 1 éF I 2°F
et o) + f L) = L0+ e+ S50,
2.20 Soit a un nombre réel. On se propose de trouver toutes les fonctions réelles

définies et différentiables sur R* — { (0, 0)} telles que l'on ait, pour chaque
élément (x, y) de R — {(0,0)}

of of

s e S = 2 ?
xax(x,y)+yayfx,y) avx*+ y*. (1)

Soient f une fonction vérifiant la condition (1) et g la fonction de R: x [0, 27
dans R? définie en posant pour chaque élément (r, 6) de RY x [0, 2 [
g(r,8) = (rcos @, rsin 6).

Posons F = fo g. Montrer que pour chaque élément (r, 6) de R} x [0, 2 x|
on a

F(r, 6) = ar + ¢(6)

ou ¢ est une fonction différentiable de [0, 2 n[ dans R. En déduire toutcs les
solutions du probléme.

Solution  Nous savons (cf. exercice 2. 15) que pour chaque élément (r, 8) de R} x [0, 2 7]

af . B oF sin @ OF

ax (r cos B,rsmﬁ}—cosﬁar (r,0) — 68( )}
af _ doF cas_!_}‘ oF

—(rcosﬂ r sin 0) smt? ( 0) + : @ﬁ( 0).
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L’égalité (1) devient donc

oF sin @ oF
rcos @ [cc:s 0 s (r,0) — — 20 (r, 9}] +
. . OF cos 8 oF
+ rsin 0 [sm 0 e (r,0) + 5 29 (r, 9)] =F
d’oli aprés simplification
oF
reas (r, 0) = ar

et comme r # 0
aF
BT (.I", G) = 4.

1l en résulte que pour chaque élément (r, #) de RY x [0,27[ on a
F(r, 0) = ar + ¢(0)

ou ¢ est une fonction réelle définie et différentiable sur [0, 2 n[. Par suite
pour chaque élément (x, y) de R* — {(0,0)} on a

f(x,3) = ax* + y* + ¥(x, )

ol ¥ est une fonction différentiable de R*> — { (0, 0)} dans R telle que Y og
ne dépende que de 6.

Montrons maintenant que les fonctions f ainsi définies sont les solutions
du probléme.

Si f est une application de R? — { (0, 0)} dans R définie pour chaque élé-
ment (x, y) de R* — { (0, 0)} par

6 y) = avx? + 32 + ¢(x, )

ol ¥ est une application différentiable de R* — { (0,0)} dans R telle que
Y o g ne dépende que de @, alors on a en chaque point (x, y) de R* — { (0, 0)}

a i, 0 0
-{{x, y) = __L + —"b (x, _v)', -f(x, y)' = _an — i (x; }')
ax Vxt & 2 ox dy vxt 4y ay
deplussix =rcosfety=rsinf,ona
L csin gy = —Sin0 &y og)
a (rcos@, rsinf) = > 30 (r, 0)
L iy = S8R dog)
3 (r cos 0, rsin 0) = - 20 (r, 0)
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donc

+
s Zon+ryZon-= “{—an+y1
ﬂx dy \/x + y?

d’oll notre assertion.

2.21 10 Soit £ la fonction de R? dans R définie par
3

+.V

f(x, ] six# —y

et f(x,y) = 0si x = — y. Calculer

& o*f
3,05 0,0) et axaj(o’”)'

En déduire que I'une au moins des dérivées partielles

o’ 2 &*f
dx dy dy ox

n’est pas continue au point (0, 0).
2¢ Soit g la fonction de R? dans R définie par

. m{x + ,
g(x. ) =xysm§(x—:—i) pour x # y

et g(x,y) = 0 si x = y. Démontrer que la fonction g est différentiable au
point (0, 0). Calculer

g d’g
3y ox (0,0) et i v (0 0).
En déduire que 'une au moins des dérivées partie]les
g i
dy dx ox dy

n'est pas continue au point (0, 0).

Solition 10 En chaque point (x, y) de R? tel que x # — y nous avons

;. i of _2yx’ + xy°
x e T ey

CaLvn, — Exercices d'analyse 1%7 cycle, 2¢ année el Spéciales MM’ 3
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Par ailleurs
af @ -
EEE(O, 0) = ay(ovo) =0
donc
& . 1 @f
*f e @
5‘&;@: 0) i ]:_lg ; 3‘;(":’0) =8z
Comme
o*f s
W (0, 0) # g ©,0),
o &

Pune au moins des dérivées partielles aﬁ’:@?b}? n’est pas continue au

point (0, 0) (¢/ C. E., Ch. 2, § VII, n° 45). .

20 Nous allons démontrer que g(x,)) = a{\/ x? + y*) ce qui démontrera
que la fonction g est différentiable au point (0, 0) et que sa différentielle est
nulle en ce point. Nous avons €n chaque point (x, y) de R?

_l_g_.gx’ y) | < _._x_yl_

|gCx, )| < lxyl  dot

Nous avons vu (cf. exercice 2.8) que [ xy | < x? 4 y?* donc

0 < e o + 7.

P+ 2
Mais e
im Vx*+)y*=0
(x,¥)—(0,0)
donc
im 18] g

= ©0.0) \/x2 + 3°

ce qui démontre que

g(x,) = oV/x* + 7).
En chaque point (x, y) de R? tel que x # y, nous avons

2
% (o, 3y m yain® (1Y) - T o7 (22 )
ox 2\ -y (x_.}’) 2\x — ¥
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et
2
%2 (x, y) = xam—(-—-" y)+ il yzmsi_r_ (iiz)
dy 2\ —y/ (x—-y)" 2W%—y
de plus
é a
%00 =7320,0=0
donc
d°g og
0, 0) = lim — 0,y) = —
x5y OO =1lim = 2£0,)
et
qz“ (0, 0) = lim I % m(x 0)=1.
dy 0x R T
Ceci montre comme précédemment que I'une au moins des dérivées partielles
d’g g, , .
m s 5;5; n’est pas continue au point (0, 0).

2.22

Soient #,, o, a, b quatre nombres réels tels que ¢ > 0 et @ < b. Soit f une
fonction reéelle définie sur ¢y — o, #; + af % [a, b] qui admet en chaque

point (¢, x) une dérivée partle]!e (r x). On suppose que pour chaque élé-

ment ¢ de Jt, — o, £, + af la foncnon f: définie sur [a, b] par f,(x) = f(t, x)
est intégrable sur [a, b]. Pour chaque élément ¢ de |t, — o, £, + of, on pose

o) = | 10, ax.

Démontrer que si pour tout nombre réel £ strictement positif, il existe un
nombre réel # strictement positif tel que pour tout élément ¢ de Jt, — 0, ty + 5[
et tout élément x de [a, b] on ait

6f of

'3;‘ (o, JC)

(%) —

alors la fonction ¢ est dérivable au point 7, et on a

b
o) = | Litex)ax.
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Nous allons démontrer que pour tout nombre réel A tel que 0 < & <«
nous avons

b
olto + 1) = 9lto) = h | (10, %) dx = ofh)
soit encore que
j St + , x) dx — j fltor %) dx — h j U (100 ) dx = ofl)

ou que

J: [J-(to + b, X} — fite, %)~ hg—{(rf, x)]dx = o(h) .

Pour cela il suffit de démontrer que

of

lim IE L [f(tﬂ + h, x) — f(tg, x) — hé}- (1o, x)] dx =1).

h—+0

En chaque point x de [a, 5], appliquons le théoréme des accroissements finis
a la fonction f, définie sur |ty — a, t, + af par f(t) = f(t, x) ; nous savons
qu’il existe un nombre réel 6, tel que 0 < 0, < 1 et tel que

flto + y2) — fitor ) = h Lty + 0,1, %)
Par suite
of

% _E [f(fo + h, x) = f(to, X} — h 2 (fo, x}] dx =

[ [af(to + 0, h, x) — a‘:(ro, x}] dx

b a a
= L [E{U“ + 6, h, x) — 3_{“0’ X}] dx.

Or pour chaque élément x de [a, b], on a

"H.

[ [af{ra + 0, b, x) — “‘(fu, x)] dx
d

<.
of

Soit ¢ un nombre réel strictement positif, d’aprés [’hypothése faite sur 2 (1, x),

o N
‘éir (IU + 'B.t h, Jl.’)
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il existe un nombre réel n strictement positif tel que pour tout élément ¢ de
1t — 1, to + nl et tout élément x de [a, b] nous ayons

af af

£
a (1, x) — e (1o, x)

<,
b—a

Alors si | h| < n, nous avons | 0, h| < d’oll

< E
b—a

D 1o+ 0. 10 ~ Z (00, 0

pour tout élément x de [a, b] ; par suite

blarf af £
J"§%+&hﬂda%ﬁ) =B

Ainsi pour tout nombre réel strictement positif, il existe un nombre réel p
strictement positif tel que pour tout nombre réel 4 vérifiant | | < %, nous

ayons
1 f

% E [f(tu + h, x) — f(to, x) — ﬁ%(to,x)]dx

ce qui démontre que

dx < (b — a)

=£&.

<E

g 2
[ [tto + b0 = 56032~ 1 L 10,0 et = oty

b
70 = | ZLitox)0x.

2.23 Soit fla fonction de R? dans R définie par
Sy =x*+ 3t = 20x — y)?.

Déterminer les extremums de f.

Solution  En chaque point (x, ) de R? nous avons

of o fid of s
3 oV} =4x" —4x —y) et 5(:!,:«) =4y + 4x —))
donc la fonction f est différentiable sur R?, par suite en tout point (x, y) ol
fadmet un extremum nous avons

of of

_';(x:y)=0 et a(xsy)=ﬂ-
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Déterminons tous les points (x, y) de R? possédant cette propriété. Le couple
(x, ») doit vérifier les relations
x*=x—y e Py =—x-y).
Un calcul simple donne trois valeurs possibles pour le couple (x, y) 4 savoir
(1> V1) = (0,0),(x2, ¥2) = (— V2,4/2),(x3, ¥3) = (2, = V/2).

Etudions si f admet un extremum au point (0, 0). En chaque point (x, y)
de R?, nous avons

&*f a%f
salay) = 12x% —4 é;i(x,y}=12y2—4
2 aZ
o) = () = 4.
D’ou
azf(u 0)= —4, azf(n 0) = azf-(o 0) = o 0,0) =4
ax> ax dy dy ax

Par suite si & et k sont voisins de 0, (%, k) — (0, 0) est du signe de I’expres-
sion —4h% 4+ 8hk — 4k* = — &h + k)®. Cette expression est négative,
donc la fonction f admet un maximum au point (0, 0).

Au point (x5, y;) = (— 3 2, v 2} nous avons

(- B =, ‘”(—\/2 J2) =20 Jg}(—ﬁ,ﬁh

O (= D) =4

Par suite si ## et k& sont veisins de 0, f(x, + h, ¥, + k) — f(x3, y3) est du
signe de I’expression 20 4> + 8 hk + 20 k*. Mais

20h + 8hk + 20k =45h* + 2hk + 5KD)
et il est simple de vérifier que pour tout couple (A, k) de R?
5 +2hk + 5k* 20

En effet, si i = 0, 'inégalité est vraie et si i # 0, on pose 4 = k/h et comme
le trindme 5 1% + 2 1 + 5 est toujours positif, nous avons 'inégalité précé-
dente. La fonction f admet donc un minimum au point (x,, ;).

Par les mémes calculs, on démontre aussi que la fonction f admet un mini-
mum au point (X, y3).



APPLICATIONS DE R* DANS R? 71

2.24

Soient ¢ et Y deux fonctions réelles, définies et continues au voisinage res-
pectivement des nombres réels x; et y,. Soit g une fonction réelle définie sur
un voisinage du point (@(xe), ¥(),)) de R?, et admettant un extremum en ce
point. Soit f la fonction réelle définie sur un voisinage de (x,, yo) par

f(x 9) = g(o(), ¥(») -
Démontrer que la fonction f admet un extremum au point (x,, o)-

APPLICATION. Démontrer que la fonction réelle f, définie sur R? par
f(x, ) =x*+ (3 — »)?* admet un minimum au point (0, 0). Déterminer
les autres extremums de cette fonction.

Solution

Nous allons utiliser dans cet exercice la norme de R? définie par

| o) =sup(lul,lv]).

Supposons que la fonction g admette un maximum M au point (@(xe), ¥()o))
alors il existe un nombre réel p strictement positif tel que pour tout élément
(1, v) de R? vérifiant || (u — o(xp), v — ¥(0)) [| < p, nous-ayons g(u, v) < M.
La fonction ¢ (resp. {¥) étant continue au point x, (resp yg), il existe un nom-
bre réel «, (resp a,) strictement positif tel que pour tout nombre réel x (resp y)
vérifiant | x — x, | < o, (resp | y — yo | < a,), nous ayons

| o(x) — @(x0) | < p (resp | $(») — ¥y | < p)-

Posons o = inf (o, e,), alors pour tout élément (x, y) de R* vérifiant

"(x_xﬂsy_yﬂ)" <a,
nous avons | x — xo | < & € |y — yo| < e donc | ¢{x) — @(xo) | < p et

| () — ¥(ro) | < p soit
| (o) — @xo) ¥ — YD) | < p

d’otr g(e(x), ¥(¥)) < M, ce qui démontre que la fonction f admet un maxi-
mum au point (x,, o). Nous démontrerions de méme que si g admet un
minimum au point (p(x,), ¥(),)) alors la fonction f admet un minimum au

point {xﬂ! yﬂ)‘

APPLICATION. Posons ¢(x) = x, ¥()) =)y* —y et gy, v) = u* + v,
alors f(x, y) = g( @(x), ¥(»)). Les fonctions ¢ et  sont continues au point 0
Comme pour tout élément (, v) de R? on a g(u, v) = 0 et g(0, 0) = 0, la fonc-
tion g admet un minimum au point (0, 0). D’aprés ce qui précéde la fonction f
admet donc un minimum au point (0, 0).

Cherchons les autres extremums de la fonction f. Puisque la fonction f est
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différentiable sur R?, les seuls points (x, y) de R* ol f peut admettre un extre-
mum doivent vérifier les conditions

of

_
3 ) =

é’;(xsy]=0~

En chaque point (x, y) de R%, nous avons

aof of

5, (6 0) =2x, (.),—Jv,(a~c,y}=2(?lyz — 1D - .

Nous avons donc

b, m—fmw—u

aux points (0, 0)( \/_) (0 ) O, 1) et (0, —1) de R?.

En chaque point (x, y) de R* nous avons

alf If alf
b » — 29 —— X T eI £ =
o (x, y) ox 0y y) = 2y o (x, ¥)
et
azf 2, 2 2 2
a-}-,-i(x,y}= 12y°(0" — 1)+ 2By  — 1)
Par suite

fo.00= T 00 =
@0 = 50.0=2,

et fadmet un minimum au point (0, 0) comme nous "avons déja vu.
Etudions f au voisinage du point (0, l!\/i]. Nous savons que

o o) -rfo )

est du méme signe que I’expression

2

”( 1)k2+2 71 ( ')hk+ af( A)kz
'3 dxdy \ f3 RYE

Il suffit donc, au voisinage du point (0, !/\/5), d’étudier le signe de la forme

quadratique g définie par q(h, k) = 2 h* — g k2. Cette forme n’a pas un signe

constant au voisinage de (0, 0), donc la fonction f n’admet pas d’extremum au
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point (0, 1//3). On démontre de méme qu’elle n’admet pas d’extremum au
point (0, — U\@)-

Etudions f au voisinage du point (0, 1). Nous savonsque f(h, 1 + k) — (0, 1)
est du méme signe que ’expression

;f(o 1) h? +2a ] (0, 1) hk + af(o 1) K% .

Au voisinage du point (0, 1), nous devons donc étudier la forme quadratique g’
définie par g'(h, k) = 2h* + 8k*. Cette forme quadratique est toujours
positive donc la fonction fadmet un minimum au point (0, 1). Nous démontre-
rions de méme que f admet un minimum au point (0, — I).

2.25

Soit f la fonction de R? dans R définie par

2
Jix, y, 2) = —+xyz—2+y

Déterminer les extremums de f.

Solution

La fonction f est différentiable sur R?, par suite en tout point (x, y, z) de R?
ol f admet un extremum, nous devons avoir

g(x,y.Z) =‘%f(x,y,z) =‘%f(x,y,z) =0.

Cherchons tous les points de R* vérifiant ces relations. En un tel point on a

of

G Ko p2)=x+yz=0 (n

of

é;(x,y,z)—xz+l—0 (2)

of

é;{x,y,z}—xy—; =0, 3)
Les relations (2) et (3) nous donnent x # O et y = — z d’oll x — y* =0 et

— xy + 1 = 0. On en déduit que x = y* et x, = 1, d’ot y* = 1. Par suite
le seul point (x, y, z) de R? ol les trois dérivées partielles premiéres sont nulles

est le point (1, 1, — 1). Calculons les dérivées »sartielles secondes de f. En
chaque point (x, y, z) de R? nous avons
*f a*f %y
X, Vo 2 =.|, —== X, Ye Z =0, —H X ¥z)=0U,
2 0.2) 5y 00 S 2)
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o*f o &f o’f _
Ax Ay (x,y,2) = Sy O (x, y,2) = 2,5}-55 (x,»,2) = 3z iy (x, y,2) = x,
aZf aZf
35 0% (x, y,2) = oy =y.

Au voisinage du point (0, 0, 0) la différence
f{l +ﬂ,1 +b)"" 1 +C) —f(l,l, e I)

aura le méme signe que I'expression

52f 2 azf 2 52f 2
-2 19 1! —1)a 4 —— 1; ], - 1)b == -[3 ls — 1 +
= Yot + 10+ )e
*f *f 2 |
+ 26____.: 3 (1,1, — 1) ab + 25}—{32 (1,1, — 1) bec + 2 32 O (1,1, — 1eca.

Il suffit donc d’étudier au voisinage du point (0, 0, 0) la forme quadratique
qui a (a, b, ¢) fait correspondre a* ~ 2ab + 2 bc + 2 ca. Décomposons
cette forme quadratique. Nous obtenons ;

a —2ab+ 2bc+ 2ca=a®+ 2alc — b) + 2 be
={a+c—b>—(c—-b?*+ 25k
=(@a+c—b?—b -+ 4bc
=(@a+c—b*—-®B-20%+ 3.

Cette forme quadratique n’a pas un signe constant au voisinage de (0, 0, 0)
donc la fonction f n’admet pas d’extremum au point (1, 1, — 1).

2.26 1° Soit f la fonction réelle définie sur

Xy
X+ y°

R = {(x,)eR*|x +y=0} par f(x,)=

Démontrer que cette fonction est homogéne ; quel est son degré ? En chaque
point (x, y) de R? — { (x, »)) e R* | x + y = 0} calculer

af of
xa;(x,y)+y5;(x,y)
et
o*f a*f a%f
X o= (% 9) £ 2Xy —2— (6, W) 4 9L G,
sz{ y) yaxay( y)+y ﬁyz( y)

en fonction de f(x, y).
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20 Plus généralement soit g une fonction réelle définie sur une partie D de R”,
homogéne de degré p — 1 ol p est un entier supérieur ou égal a4 1. Démontrer
que si g admet des dérivées partielles d’ordre p continues, on a la relation

n n n apg

=1~ Z Xip Xig == X4
ij=1 iz=1 ip= 5 Ex,-, E‘x,-: . ﬂx,-’

=0.

Solution 1° Pour chaque nombre réel non nul « et chaque élément (x, y) de
R —{(x,)eR*|x + y =0}

nous avons f(ax, ay) = of (x, y) par suite la fonction f est homogéne de
degré 1. 1l résulte donc du théoréme d’Euler (¢f C. E., Ch. 2, § X, n° 56) que
pour chaque élément (x, y) de R — {(x,y)eR*|x + y =0} ona

xé‘?;f{x, y) + y;{(xr y) =f(x’ y).

Calculons les dérivées partielles secondes de f. En chaque point (x, y) du
domaine de définition de fon a

ef y* of x2

_xs = AR ] S e ot

2 0 TELT 5T Gag
of -2y & o*f 2 Xy
— ] — .2 ¥ e x9 — S ] Sl kT
2N mn " un " " et
a_zf(x e 2 x*
ay* (5 +3)°

Nous retrouvons la relation
af of .
xa_x(xfy) + ya_;(x, y) _f{xv V)-
De plus nous avons
*f o*f o*f
¥ L) F2xy ——(x, N+ ¥y —(x»=0.
gt yax ay 4 ay?

20 Puisque la fonction g est homogeéne de degré p — 1, nous avons pour
tout nombre réel non nul « et tout élément (x,, ..., x,) de D

g(.{x.'c[, aeugy fxx,‘) = “ﬂ"l g(xlp ey xu} . ('l)
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La fonction g admettant des dérivées partielles d’ordre p continues nous
allons dériver p fois par rapport a « la relation (1) et plus précisément nous
allons établir par récurrence la formule

n 1 3‘3
;1 &gl Xiy == X, a_x.,PFEF (oxq, ..., 0X,) =

Tk

=@-DP—-2).(p— ) glxy, X5 e %) -

En dérivant par rapport a o la relation (1) nous obtenons

n a B
¥ % 5 (@xgy ey 0x,) = (p — D) oP 2 g(xg, e %) -
=1 3.76;1

La relation (2) est donc vraie pour k = 1. Supposons-la établie pour I'entier k,
alors nous avons

n

n al:g
Z e Z xh sea xik é’kl_lj. é"x 2 (CDC], wany O!x") =

=1 =1 ix

=@ —-D..(p— " " glxy, ..., x,).
Dérivons cette relation par rapport a &, nous obtenons

n n n ak-l- lIg
i:ZI N lkgl xIl - xik( Z xil”.l 3ka+. 'aXI; nae E‘JCL (axl, o l:‘:Ixﬂ)) .

ikv1=1 iy

=(p-D@E-2)...0—K@E-—k— D" 2 gxy, .., x,).
Mais
ak'l‘lg .ak-i- lg

ox;, ., 0%, ... OX;, (o i 000) = éxil_ -._Bma o

car les dérivées partielles d’ordre k£ + 1 sont continues. Nous obtenons donc

n n ] 6ﬁ+lg
z i -Z . Z Xiy =ee x"k Kot 3]:.!1 == Bx'-" ébc,- (lxxl, vy ch,,) —

k1

=@—-D.p—K{@—k-1)a"*2gx,, .., x,)

et la formule (2) est établie par récurrence. Pour k = p, le second membre
de cette formule est nul. Dans le premier, en posant « = 1, nous obtenons le
résuitat cherché c’est-a-dire

n n 3pg
h;l i g Xip oe- x,p W =},

Ip 1
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2.21

Soit F une fonction de R* dans R* définie par

Fx, y, z) = (f(x:ys z), g(x, y, z))

o fet g sont des fonctions différentiables de R* dans R. Soit (xo, Yo, Zo) un
point de R? tel que F(xo, Vo, Zo) = (0, 0). On suppose que le déterminant

5 d
T o v020) 2 5 Yoo 70

0 i)
a_f, {xih Yo Zg) a_g (xl:l’ Yos Zg)

est non nul.

1° Démontrer qu’il existe un voisinage ¥(x,) de x, et deux fonctions réelles
@ et  définies et dérivables sur V(xo), telles que @(xp) = Yo, ¥(xo) = yo et
F(x, @(x), ¥(x)) = 0 pour tout élément x de V(xo).

20 Calculer @'(x) et {'(x) en fonction des dérivées partielles de F pour tout
élément x de F(x,).

Solution

10 Les hypothéses du théoréme des fonctions implicites (¢f. C. E., Ch. 2,
§ XI, n® 59) sont satisfaites au point (xg, ¥o, Zo). donc il existe un voisinage
V(x,) de x, et des fonctions ¢ et ¥ vérifiant les conditions de I'énoncé.

2¢ Nous avons pour tout élément x de V(xg)
I 00 ¥(x)) =0 et glx o), Yx)=0.

Dérivons par rapport 2 x, les deux membres de chacune de ces égalités. Nous
obtenons en posant (@(x), ¥(x)) = (¥, Z),

d
%uma+¢m%uma+ww%mna=o

0g r f?g r 63 _
®h+ ﬁﬂ(x)@(x,ﬂz)"l'lfi(x)gz(x, Y,Z)=0.

Nous devons donc résoudre le systéme suivant en ¢'(x), ¥'(x) :

wm%mna+wm%mna=—%mna

i

)

ww%mxm+wm%mna=—%mna.
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Nous savons d’aprés le théoréme des fonctions implicites que pour tout élé-
ment x de V(x,), le déterminant

;‘% (%, @(x), ¥(x)) §f£ (x, @(x), ¥(x))

2
2 (0 00, 90) 5 (5 9 )
est non nul. Le systéme précédent admet donc une solution unique

of
LernEern-LurnEe ¥.2)

'(x) = — —Z
‘af( YZ) ( 1’2}—“{( YZ} (xYZ)

 RETDEEX) - YD L)
'V(x)”a

L Emro- ”(Ya (Ya'

2.28 Soit F la fonction de R* dans R? définie par
Fx,y,2) = (x> —y* + 22 — L,xyz — 1).
1° Calculer en chaque point (x, y, z) de R® la matrice jacobienne de la
fonction F. Soit (xg, Vo, Zo) un élément de R3 tel que F(xy, yo, zp) = (0, 0),

démontrer qu’il existe une fonction ¢ (resp i) définie sur un voisinage V(xg)
(resp W(z,)) de x, (resp z,), & valeurs dans R?, telle que

@(x0) = (Vo» Zo) (resp Y(zo) = (X0, ¥o))
et telle que pour tout élément x de V(x,) (resp z de W(zy)), on ait
F(x, ¢(x)) = (0, 0) (resp F(y(2), z) = (0, 0)) .

20 Expliciter les fonctions ¢ et .

Sofution 1° Pour chaque élément (x, y, z) de R, posons
Fioe,y,2) =x* = y* + 22 — 1 et Fyx,y,2z)=xyz — 1.
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L a matrice jacobienne de F au point (x, y, z) de R? est

J(F) (x,

oF
'a"x"' (xs ¥, Z}

¥, z) =
oF,

e (x, ¥, 2)

oF dF,
B Gy 2) S z)

aF, oF,
"é;' (x, y, z) a—z_" (x, y, 2)

-2y Zz)

(2 x
yz zx xy]

Comme F(xg, Yo» Zo) = (0, 0) nous avons x, ¥ 2o = 1 d’olt xp # 0, yo # 0

et z, # 0, par suite au point (xq, Vo, Zo) le jacobien

dF oF,
- DF (xﬂ e zo) " E (x{!‘: Yas ZO) E (x'l:w Yo ZO)
b, 2) oF, oF,
_3.}_)- (%0 Yo» Zo) T (x0s Yos Zo)
— 2 2%
N Zo -J;: Xo J’z =2 xo(yﬁ +20)

est non nul. D’aprés le théoréme des fonctions implicites (¢f. C. E., Ch. 2,
§ XI, n° 59), il existe un voisinage ¥(x,) de x, et une fonction ¢ de V(x,)
dans R? tels que @(xo) = (¥, Zo) et tels que pour tout élément x de V(xy)
nous ayons F(x, ¢(x)) = (0, 0). Le jacobien

oF oF,

P (X0, Yo Zo) 3y (X0» Yo» Zo)

DF
(xos Vos Zg) =

ox Vo Yos Zo dy o Yo Zo
2 X 2 yo 2 2

- = 2 z,(x5 +
Yo Zo Zg Xq olxo + o)

est non nul donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un
voisinage W(z,) de z, et une fonction y de W(z,) dans R? tels que

W(zo) = (Xos Yo)

et tels que pour tout élément z de Wi(z,) nous ayons F(y(z), z) = 0.

20 Soit x un élément de ¥(x,), nous avons alors F(x, ¢(x)) = 0 soit en posant
(%) = (@102, 92(0), x* — (@1 + (@2(0))* =1 et x@i(x) @2(x) =1
donc x est non nul, @,(x) @,(x) = 1/x et < A0)? = (p1@)* =1 - x°. La
premiére relation entraine (¢(x))* (@2(x ‘ﬁz =1/x%, donc — (@i(x))* et
(qc:rz(.)c:))2 sont deux nombres réels racines de I’équation du second degré

uz—(l—xz)u——l:,::(}
x
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d’olr

_ 52 2y (1 _ 2
oigy = YL =59 Hl L )

iy = TP+ @D 4 A=)

On peut supposer F(xo) connexe. D’aprés ce qui a été va plus haut V(x,) ne
contient pas 0, donc x garde un signe constant en parcourant ¥(x;).
Si x¢ > 0, pour chaque élément x de V(xg) on a

@1(x) 2(x) > 0

douc on obtient les solutions

NV = X + @) — (1 -

@i(x) = & \/2
o) = o VY= T+ @) + (1 — )
’ V2

avec e=loueg= —1.

Si x, < 0, on obtient les solutions

W= D+ @) - (1 — 57

Py(x) = € N
@)% I —
%(x)u*sfxf(l 2 + @) + (= )
V2
avec e =1oue= —1.

Posons i(z) = ?p,(z} ,(z)) pour chaque élément z de W(z,). En écrivant
que F(y(2), z) = (0, 0) pour tout élément z de W(z,) on voit que ¥, et y,
vérifient les mémes équations que @,, ¢, donc en supposant W(z,) connexe,
on obtient

*\/\/(1—z} + @jz5) - (1 - 29
J2

_ '\/;/(1 2 + @z%) + (1 — 2%
Waz) = &- \/2

Vi(z) = &-
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avece = loue= —1,siz; > 0et

(e = Ef\/s_/(l - 2P+~ (1 - 7Y
‘ V2

: V2

avece=loue= — 1,81z, <O.
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CALCUL DIFFERENTIEL
EXTERIEUR

3.1

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur le corps R, p un entier
naturel tel que 0 < p <n et f, ..., f, des formes linéaires sur E. Montrer
que ces formes sont linéairement dépendantes si et seulement si

fi nfy A A fy=0.

Solution

Supposons que la famille (f}); <;<, soit une famille liée. Alors, 'une des
formes linéaires s’écrit sous forme d’une combinaison linéaire des autres ;
supposons que ce soit f, ; en ce cas il existe des nombres réels 4;, ..., 4,4
tels que

r—=1
fo= 2 Af:.
i=1
Par suite on a
r—1
fin Afy= T S A A Sy A i

Comme f; est de degré 1, on a f; A f; = O pour 1 < i < p et par suite
flh.“hﬁh.unp—[hﬁzoj
d’oir le résultat.
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Réciproquement supposons que f; A - A f, = 0. Si (g, ..., &) est une
base de E*, on peut écrire pour 1 € i < p,

n
fl = z a;,-a_, u
=1
Comme f; A Af,=0, on a aussi fi A Af, Agy A Ag =0
Or (¢f. C. E., Ch. 3, § 1, n° 65)
Ay,  ---Gp1 0O """ 0
0 :
fl A Afp A BP'P‘I A A Eu == aloP aPrp l i
al,p-l—l ap.p+l i
: . 0 1 .
: . 0
as, o 0 1
HI,I ------ ﬂpl
= =0.
Q1.p Ap.p

Mais on sait que si le déterminant des p premiéres coordonnées de p vecteurs
est nul, alors ces vecteurs sont linéairement dépendants (¢f. Q, Ch. 9, § II,
n° 174).

3.2

Soient E un espace vectoriel de dimension r sur R, et p un entier tel que
0 < p < n. Soient f;, ..., f, des formes linéaires sur E indépendantes et g4, ..., &,
des formes linéaires sur E telles que

r
Zﬂng;-—*ﬁ.

Montrer qu’il existe des nombres réels A;; (1 <i<p, 1 <j<p) tels que
pour 1 < i < p on ait
P

& = Z Aijf}
i=1

et A; =Azpourl <ig<petl <j<p.
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Les formes fi, ..., f, étant indépendantes, il existe des formes linéaires
Jow1s > Ju telles que la famille (fy, ..., [ fps1s --n fi) SOIt une base de E¥.
Alors il existe des nombres réels 4;; (1 < i< p, 1 <j < n) tels que pour
Il £i<ponait

g= 3 Ayf;.
i=1
En tenant compte du fait que
fing = jZl Aiifi A f; = _z] A fi A 1
= =

PR

la condition de Pénoncé devient

P P n
O0=Yfing=3 ¥ Aufinl
i=1 i=1 _;;1
= Y My—Afinfi+ Y Aufinfg.
1<isj<p 1<i<p

ptl<j<n

On sait (¢f- C. E., Ch. 3, § I, n® 65) que la famille (f; A f;); <i<j<, €5t une base
de I'espace des formes bilinéaires, antisymétriques. Cette famille est donc
libre et de la relation précédente on déduit que

Ay =0 pour I<i<g<p, p+l<j<n

et que les formes g; (1 < i < p) s’écrivent bien sous la forme indiquée dans
I’énoncé.

3.3

Soient @ une forme multilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel réel
et r un entier strictement positif. Nous noterons " le produit extérieur

WwAwA- Aw (rfois).

1° Montrer que si le degré de w est impair, alors w? = 0.

2° On suppose que @ = a A f§ ol o est une forme multilinéaire de degré
impair et f une forme multilinéaire quelconque. Montrer que w® = 0.

30 Calculer le carré de la forme dx, A dx, + dx; A dxg sur R%,

40 Soient A une forme linéaire, u une forme multilinéaire de degré pair,
v une forme multilinéaire et p un entier naturel. Calculer (1 + 1 A y)P.

5¢ Soient k un entier strictement positif, a;,, ..., &, des formes linéaires et

Wy =05 Ay + 03 Adg+ "+ gy A Ggg.

Calculer (w,)* et (w)**1.
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Solution

1° Soit p le degré de w. On a
wr=wro=(—1)"0Ao.

Comme p est impair, (— 1)P* = — 1 et
OAD=—W0AO®
d’ott w? = 0.
2° Soient p le degré de a et g le degré de B. On a
W =wAw=aAfrarf=(—D"Brananp.
Mais on sait que a A a = 0, par suite w? = 0,
3° On a

(dx; A dx, + dx; A dxy)? =
=dx; Adx; Adxy Adx, +dx; Adx, Adxg A dx, +
+ dxy A dxg A dxyp A dxy + dxg A dxg A dxy A dxy
= 2dx; Adx, A dx; A dx,

car
(dxl Fal dxz)z = 0, (dX3 A dx4)2 =0
et
(dxs A dxg) A (dx; A dxy) = (— D*dx; A dx, A dxy A dxg.

4° Remarquons que la forme multilinéaire de degré pair 4 commute par
rapport au produit extérieur avec n’importe quelle forme multilinéaire. Comme
le produit extérieur est distributif par rapport a I’addition, on peut appliquer
4 ce cas particulier la formule du bindéme. On a

r

M+AAp)’=Y Cip* A (@ Ay,

k=0

Mais d’aprés 2° toutes les puissances supérieures 2 2 de 4 A 7 sont nulles et
par suite
L+ AAY =P +p" ' AL Ay,

50 Calculons (w;)* et {(w,)**! par récurrence. Pour k = 1, on a
Wy =0 Aay e (o) =0.
Pour k = 2, un calcul analogue 2 celui de la question 3° montre que
(W) =2a, Ay A Ay etque  (w,)) =0.
Supposons que pour k < n — |, on ait
@) =(kDa, Aoy A Aay, et (@) =0.

On a alors w, = w,_; + Ay A Oz, OU w,., est une forme de degré 2.
D’aprées la question 4° on obtient

(mn)" e (wn—l)n + n(w ul}n_l A Qap—1 A Ogy
=0;~I—n(n— D) Yay Ats A" A Bayma A Ogsmq A Ogy
=nla, A A,
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et
(@) "' =nlo, Aay A Ada,, =0.

Nous avons donc montré par récurrence que pour tout entier k strictement
positif
(@) =kla, A Aay e ()t =0.

34 Calculer la différentielle extérieure des formes définies par :
Ofryy = 2xy dx + x* dy
Oheyy = X>zdy A dz + y* zdz A dx — xy* dx A dy

mzt.r.zi = 2xzdy A dz + 2yzdz A dx — (x* — y¥)dx A dy.

Solution  Ona
dwg, = d2 xy) A dx + d(x*) A dy
= a—{2:.:).:1 Adx+—q{x2)dx:\d
=2xdy A dx + 2xdx A dy
=2x—2x)dx Andy=0.
De méme

dod.,, = ‘—,g—i\'Juc2 z2)dx A dy A dz + 6‘% (*z)dy A dz A dx —

- a‘l(xzy)dz A dx A dy

=2xz+ 2yz)dx Ady ndz =2z(x + y)dx A dy A dz.
Enfin on obtient :

dw.?,_,., = %{23:2) dx A dy A dz + ‘%(Zyz) dy A dz A dx —

—;%(xz - yz}dz A dx A dy

=4zdx A dy A dz.
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3.5 Soit D le domaine de R? défini par x > O et y > 0 et soit o la forme diffé-
rentielle définie sur D par
xdy — ydx
Oy = ————
(x.y) X2 i yz
1° Calculer dw.

20 Existe-t-il une fonction f définie sur D telle qu. df = w ? Si oui déter-
miner toutes les fonctions qui vérifient cette égalitZ.

Solution 1 On a

(e -2 (52)
dog ., = — dx A dy — — - jdy A dx
N ax \x? 4 y? dy \x* + y* d
_x2+y2_2x2
&* + yY)?

2 2 5.2
L -—Z—f"—dxndy=0.

dx A dy + e
(xl + y.'.)z

2° La forme w étant fermée, le théoréme de POINCARE (¢f. C. E., Ch, 3, §1I,
n°® 68) montre qu’il existe des fonctions définies sur D dont la différentielle
est w. Si f est une telle fonction elle vérifie la relation :

_I9 o 4.
On a donc
(or . =9
éx x4+ )
g_ x
ay x2+y2'

De la seconde égalité on déduit que
f(x,9) = ArctgZ + g(x)

ol ¢ est une fonction continiment dérivable sur R%. La premiére égalité
devient alors

of =
= Cx, )

x2 1+ (Px?)

4 _y
+¢'(x) = 5
ko x* + y*
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par suite ¢'(x) = 0 et ¢ est une fonction constante. Les fonctions recherchées
sont donc de la forme

f(x, y) = Arc tg( )+ k

ou k est un nombre réel.

3.6

Solution

Mémes questions qu’a I'exercice 3.5 pour la forme différentielle w définie
sur le domaine D = R} x R} par

xdy — ydx
S -
1 Ona
dy dx
W(x,y) = Y x
donc

a (1 a (1
doys,,y = a(;)dx A dy — —a;(;)dy Adx=0.

2¢ La forme @ étant fermée, il existe au moins une fonction f définie sur
le pavé D de R? telle que df = @ (¢f. C. E., Ch. 3, § II, n° 68). Une telle fonc-
tion vérifie

df = gfd +- Sy =0

d’ol
of 1
a_x (xs ¥y ) =2 Jl_:
f
(x y) = =

De la premiére égalité on déduit que
f(xy) = —Loglx| + @)

oll ¢ est une fonction continfiment dérivable sur R}. La deuxiéme égalité
devient alors
of

oy =1
é;(xsy)=¢@}—y
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donc ¢(y) = Log|y| + N ot N est un nembre réel. Les fonctions vérifiant
df = w sont donc les fonctions définies sur D par

fCx, y) = Log | - =
oll k est un nombre réel non nul.
3.7 On considére la forme différentielle w définie sur R? par

Wy = Y dx A dy.

le Montrer que @ est une forme fermée.
20 Déterminer toutes les formes différentielles o définies par

%y = P(x, y) dx,

telles que © = do.
3¢ Déterminer toutes les formes différenticlles § définies par

.B{.t.y} = Q(xs J"') dy *
telles que w = dp.

Solution 10 Ona
dwy,, =dy Adx Ady =0

donc w est une forme fermée.
2¢ La forme « doit vérifier I'égalité

oP
da—-a-;dy Adx =a.
On doit donc avoir
apP
a—y(x. y)=—y
et par suite
2
P(x, y) = =~ + 0(x)

o1 ¢ est une fonction continiiment dérivable sur R.
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Les formes différentielles cherchées sont donc de la forme

yz
Oix,y) = (— 3 + tp(x)) dx.

3o La forme f§ doit vérifier I’égalité
00
dp = de Ady=w.

On doit donc avoir
aQ
% (x,y) =y

et par suife
O(x, y) = xy + Y(»)

ou  est une fonction continliment dérivable sur R. Les formes différentielles
recherchées sont donc de la forme

By = [xy + ¥(N] dy .

3.8 Soit w la forme différenticlle définie sur R® par
Oy = Xdy A dz + ydx A dz.

Trouver toutes les formes différentielles o; définies par
a(x, ¥, z) = P(y, 2) dx + Q(x, z) dy

telles que do = w.

Solution  Comme dew = dx A dy A dz + dy A dx A dz = 0, la forme o est fermée
et par suite exacte. Il existe donc des formes différentielles dont w soit la
différentielle extérieure. Les formes indiguées dans ’énoncé doivent vérifier

_©oP oP a0 o0 N
d{x—‘?;dyndx+Edzndx+-a£dxAdy+ azdzndyd

_(9¢ _oP 00 _op m
—(-ax ay)dxhdy—ﬂévédyndz aszt‘..J\.dz:—-mu.
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On doit donc avoir
éQ &P

ox  ay
o0 _
déz
oP
= =

— X

.._y.

De la deuxiéme égalité on déduit que

O(x, z) = — xz + ¢(z)
ol ¢ est une fonction continiment dérivable sur R et de la troisiéme égalité
on déduit que

P(y,z) = — yz + ¥(»)
oll { est une fonction continiiment dérivable sur R. La premiére égalité devient
alors

—z+¢'(x)=—z+Y'0)

ce qui entraine que ¢’ et ¢" sont des fonctions constantes et égales.

On a donc
o(x) =kx + b
Y() = ky +a

ou k, a, b sont des nombres réels. Les formes cherchées sont donc de la forme

Uxyz) = (— ¥z + ky + a)dx + (— xz + kx + b)dy.

39

Soit w la forme différentielle définie sur R* par
Oy =31z — 3x%22)dy A dz + x2ydz A dx + (z° — x2 2) dx A dy.
Trouver toutes les formes différentielles o définies par
Cpxpzy = P ¥, 2)dx + Q(x, 2)dy + R(y, z) dz

telles que do = .

Solution

On a
doy . = — 3z%dx Ady Adz + x%dy A dz A dx +

+ @22 —xHdz Aadx Ady=0
donc @ est une forme exacte.
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La forme o« indiquée dans I’énoncé doit vérifier

da=(3—§—?%)dy Adz+(ff—@)dzndx+

0z Ox
20 _3F)y, , gy
+(—§;—'6y dx Ady =0

¢’est-a-dire

dR a0 el 2
-Ej;(y,z) E(x,z)-iiy z—3xz

oP 2

5,32 =x"y

aQ oP 3 2

'6x(xaz)_'5(xry:z)_z X Z.
De la deuxiéme égalité on déduit que

P(x, y,2) = x*yz + p(x,y)

oll p est une fonction continiiment différentiable sur R”.
La troisiéme égalité donne alors

4

dP op
- = it - = 3 ——
£ (2 =12 x“z 4+ 5 x,p,2)=z"+ 3y (x, »).

Comme ¢Q/dx ne dépend pas de y on a
op -
3y (x, ¥) = @(x)

oll ¢ est une fonction continue sur R et
plx, ) = yo(x) + k

ol k est un nombre réel. Soit @ une primitive de ¢ ; on a alors
O(x, z) = xz° + P(x)

et la premiére égalité du systéme devient

aR i 2 - 2 @ _ 2
ay(y,z) =3y zg—3xz"+ az(x,z)—jy z
d’ou
R(y,z) =¥*z + Y(2)
ol  est une fonction continiiment dérivable sur R.
Les formes cherchées sont donc :

Uy = (K29 2 + yo(x) + K) dx + (x2° + @(x))dy + (" z + ¥(z)) dz

ol1 ¢ est une fonction continue sur R, & une de ses primitives, { une fonction
continiiment dérivable sur R et & un nombre réel.
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3.10

Déterminer toutes les fonctions réelles f et g continiment dérivables sur R,
telles que la forme w définie sur R? par

2
Oy = 2 X2 dX + f(7) 8(2) dy + (xz +2)a

soit fermée. En ce cas trouver toutes les fonctions U de R® dans R telles que
o =dU.

Solution

Pour que w soit fermée, il faut et il suffit que dw = 0. On a
A0y = 2xdz A dx + f(3) g'(2)dz A dy + 2xdx A dz +

+ ydy A dz = (f(»)g'(z) — y)dz A dy.
Les fonctions [ et g doivent donc vérifier quels que soient les nombres réels y, z

la condition
JO)EgE@ —y=0.

On montre facilement que cette condition est satisfaite si et seulement s’il
existe un nombre réel non nul k tel que g’ soit la fonction constante de valeur k
et f la fonction définie pour tout nombre réel y par

o) =1y

Les fonctions f et g cherchées sont donc définies par
fO) =7

g(z) = kz + K

ou k, k' sont deux nombres réels. On a alors

kt 2
Oy = 2 xz dx + (yz + uj(—y)dy + (xz o %)dz .
Une fonction U telle que dU = w vérifie

f

Fou
r == =
x sy 2y = 2.x%

ag{x z) =yz + «a
ay s Vs =Yy y

ou TS
_"E(xsysz)'_x +-2-

ou o = k'[k.
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De la premiére égalité on déduit
Ulx, v,2) = x*z + (3, 2)
ol @ est une fonction différentiable de R? dans R. La deuxiéme égalité devient
alors
au oo
a_y(’" »2)=yz+ay= é;(}’, z)
d’ou
00, 2) = 25~ + oy + Y(2)
oi1 y est une fonction différentiable de R dans R. La troisi¢me égalité donne
alors
ig(x z)=x2+£=xz+£+lﬁ'(z}
az VY 2 2
d’od ¥'(z) = O et Y(z) = B ol f§ est un nombre réel. On a donc finalement
2 2
U(x, y,2) = x’z+-“-}--2-£+oc% + f.
3.11 Soient
U==l(r,6)|r>0 et —%‘{6{%’3}

et
U={(»Ix#0 ou y>0}
deux ouverts de R? et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout couple (r, 6)

de U par ®(r, 8) = (rcos 0, r sin 0). Soient o et f les formes différentielles
définies sur R* — { (0, 0) } par

ey = Xdx + ydy

I L
(x.3) %2 + yz .

Déterminer @* ¢ et ®* § images transposées des formes o et ff par I'applica-
tion @ (¢f. C. E., Ch. 3, § II, n°® 69).
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Soletion  Ona
(D* dx) 6y = d(r cos 8) = cos 6 dr — r sin 0 df
(@* dy)e) = d(rsin ) = sin Odr + rcos 6d6 .
Par suite
(D* &)ro) = X(r, 0) (D dX)r0) + W1 ) (P* dy)gr.g)

= r cos B(cos 8 dr — r sin 6 d0) + r sin O(sin 0 dr + r cos 6 df)
= (rcos® 0 + rsin® 0) dr + (— r’sin 0 cos 0 + r* sin 0 cos () df
=rde
et

® r cos Ofcos 0 dr — r sin 0 df) — r sin B(sin @ dr + r cos 0 dB)
(@" Broy = — S =
r? cos’ 0 + r*sin® 0

_ r{cos® § — sin” ) dr — 2 r* sin 6 cos 6 df

r2

=%c;0529dr— sin26do.

3.1 2 Soient

U=[(r,9,qo)[r>0 et O<b<m et —-g—.:qo{%f

U={x»n2)|x#0 ou y>0}

deux ouverts de R* et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout élément
(r, 6, ¢) de U par

&(r, 0, ) = (rsin 0 cos @, r sin 0 sin ¢, r cos 0) .
Soient o« et f§ les formes différentielles définies sur U par

Oy = Xdx + ydy + zdz

xd?c+yiy+ zdz

ﬁ(x.y,z} = =
\fxz + yz + z?
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1o Calculer les images transposées @* o et @* f des formes o et f par I'ap-
plication &.

20 Montrer que o et f sont deux formes fermées.
30 Trouver toutes les fonctions f, g de R® dans R telles que df = aetdg = B.

1° On a
(0* dx)(0,) = d(r sin 0 cos @) = sin 6 cos ¢ dr -+ rcos 6 cos ¢ df —
— rsin0sin ¢ dg
(©* dy) .0,y = d(r sin 0 sin @) = sin O sin ¢ dr + rcos 0 sin ¢ d6 +

+ rsin 0 cos ¢ dg
(®* dz),.0,0) = d(r cos 6) = cos 0 dr - rsin0.df.

On obtient
(D" .0y =
= r sin 0 cos @(sin 0 cos ¢ dr + rcos 6 cos ¢ dO — r sin 0 sin ¢ d¢) +
4 rsin 0 sin @(sin 0 sin @ dr + r cos @ sin @ d6 + rsin 6 cos ¢ dg)
+ rcosB(cos dr — rsinfdf) = rdr.

Remarquons que
ﬁ(x.r-ﬂ = h(x, y, 2} 0x,y,2)
ot1 h est la fonction de U’ dans R définie par
1
h(x, y, 2) = —————=
i + ) + 2
On a alors (c¢f. C. E., Ch. 3, § II, n° 69)
(@* .ﬁ}(r.ﬂ,m} - (tj)* h} (r, g, QD}-(@* 'I){r,ﬂ,w}
1

= — —— —— — - _———_rdr
Jr? sin? 0 cos? @ + r2sin’ Bsin® ¢ + r* cos® 6

r
r

On a donc finalement

(D* )0,y = T AF

(dh* .B}{r.ﬂ,qp) =dr.
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2° On sait que a et f sont fermées si et seulement si ($* a) et (®* ) sont
fermées. Or il est évident que

d(P*e) =d(rdr) =0 e d(@*P) =4d(dr)=0.
39 On sait que la fonction f recherchée vérifie
d(@*f) = P¥df) = P* .
On a donc
dDP* 0.0y = XA )6,y = rdr
d’or

rZ

(d)*ﬂ{rsﬂv@) =’?2_ + k

ol k est un nombre réel et par suite

2 ¥
X =k 4 £
f (xs ¥ Z) = J; + k "
De méme
d(e* Bl 0.0) = {F'*(dg)(,'e’w =o* B0y = dr
d’oll

P*e(r,0,0) =r + k'

ol k' est un nombre réel, et par suite

gD =+  + 22 + K.

313 soient U={(n0,u)|r>0—n<6<n}
et U={(x»2](x>0 ou y#0)}

deux ouverts de R* et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout élément
(r, 0, 1) de U par &(r, 6, 1) = (r cos 8, r sin 6, u). Soit w la forme différenticlle
définie sur U’ par

Wy = Xdy Adz + ydz A dx — zdx A dy.

1° Déterminer I'image transposée ¢*(w) de la forme @ par Papplication @.
2° Déterminer toutes les fonctions f de R dans R telles que

d(f (u) (‘p* m){r,ﬂ,u)) =0

CawLvo. — Exercices d’analyse 71%f cycle, 2¢ année et Spéciales MM’ 4
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1 On a
(* dx)¢r04) = d(r cos 6) = cos 6 dr — rsin 0 d6
(@* dy)p.0. = d(rsin 0) = sin 6 dr + r cos 6 do
(D* dz).6. = du.
Par suite

(@* @) 9y = 7 c0s O[(stn 6 dr + rcos 6df) A du] +
+ rsin 8du A (cos 8 dr — rsin 6 d6)
~ uf(cos 6 dr — rsin 6d6) A (sin 6 dr + r cos 0 d6)]
= —urdr Adf + r*d6 A du.

2¢ La fonction f doit vérifier
d(f @) (D* W)powy) = d(— f@)urdr A d6 + f(u) r* d6 A du) =
=[—f@ur— f)yr+ 2rf(w)]dr A d6 A du =0

ce qui équivaut &

J@) —uf'(w) =0.

On en déduit
fi@) 1
SJ@w) u
et par suite
f() = Ku

ol K est un nombre réel.

3.14

Soient o: un nombre réel et ¥, le champ de vecteurs défini sur R* — { (0, 0, 0)!
en posant
% ¥ %
V X, ¥: 2) = ( ’ E _)
%, ¥, 2) it
avec r? = x? + y* + 7%
1° Soit wi la forme de degré 1 associée & V,. Pour quelles valeurs de a
a-t-on dwi =0 ?
20 Soit w3 la forme de degré 2 associée & V,. Pour quelles valeurs de o
a-t-on doz =07
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Solution 10 Ona

a x ¥ z
Ofxyz = —dx + =dy + —dz

1= [20)- 2 Cl]onor s[5 2)- 2o ne
)2 nen

Remarquons que

d (1
P R s
X X

R 2 2 h—(a-2)/2 _ T OX

= —ax(x" + y" + z7) =

De méme on a

On obtient alors

A} (xy,) = r‘” [(x}' — yx)dx A dy + (yz — zy)dy A dz +

+ (xz — zx)dz A dx]
=0.

Donc dwj(x, y, z2) = 0 pour tout nombre réel a. Le champ ¥, est donc toujours
un champ de gradients et il est facile de vérifier que

V, = grad (— :—z)'
or

2° Par définition

3 _x ¥ z
D2xy.m) = ;d}’ A dz + ;;dz A dx + -’-.édx A dy.

p d 0 d
(2 3+ L)oo

On a
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Remarquons que

E(.x.)_i+x_3. (1)_1_}"2.._ r—ox
ox \r® - ax \r* I etz
On obtient de méme

? (;»1)_ r’—ay’ @ (i) _r-«

ay\rl T e\ e
On a donc
2 2 2 2
dm;'[x.r.z] = uxa+-|?'__.}'_+ 2 )dx Ady A dz
#

2
r’(3 — a)

= ——r“_-i—-dx Ady A dz

=3_adxndyndz.

rd

Donc la seule valeur de a pour laquelle dw? = 0 est & = 3. Ceci prouve que
seul le champ ¥, a une divergence nulle, donc il est le seul & admettre un poten-
tiel vecteur. On vérifie aisément que, par exemple, le champ

. Xz 1 X 1
V(x:yQZ)=(O:' 2 2 1 i 2_'_}'_5 _)
y + r ¥y 4z r

satisfait a I’égalité V; = rot V.

3.15 L’espace R* étant rapporté 4 sa base canonique (ey, e,, €3) les coordonnées
d’un point M de R® sont notées (x, y, z) et on pose r* = x* + y* + z% On
donne les champs V,, ¥, D, S définis pour tout point M de R* — {(0, 0, 0) }

par
e 1
von =2, ven =z gad(),

D(M) = V(M) — Vo(M),  S(M) = Vi(M) + V(M) .

1° Calculer en fonction de x, y, z, r les composantes de V, V;, D, S.

20 Calculer les divergences des champs V, V,, D, S.

3¢ Montrer que le champ D dérive d’un potentie! vecteur et trouver un
potentiel vecteur A de D paralléle au plan d’équateur z = 0, prenant la valeur 0
en tout point de la droite x = y = 0, et tel que div 4 = 0.

4o Calculer les composantes des vecteurs rot ¥V, et rot V5.
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50 Trouver une fonction f de R® dans R prenant la valeur O sur la droite
d’équation x = y = 0 et telle que

Solution 10 D’aprés I’exercice 3.14 on a

E(!)_-x i(i)_—_y i(£)=-_-_z
ox \r P~ ay\r P oz \r o

Les champs proposés ont donc les coordonnées suivantes

2
A
r r r F
xz yz r*+1z2° xz yz r*—z*
D(M)=(:§= ;‘51_’.3 )-. S(M)=(_?,s _-]3,_.}*_3— .
20 Rappelons que la divergence du champ V(M) = (P(M), Q(M), R(M)) est
. @P  8Q @R

D’autre part on a vu & I'exercice 3.14 que

_i(i)_rz—&xz E(l)_r2—3y2 _@_(i)_rz'—‘?»z"
ax \r’ r® "oy \rP? r’ "9z \r? S

On obtient donc
diVVl = £(£)= ma

3

dz \r r
divy, = __zrz—3xzz+z;-2 -53y2z+2zr2—3z3
r
- __1(41"1—37'2}_ =
= = --Z
divD =divV, —divi, =0

divS =divV, +divl, = — —.
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3¢ Comme div D = 0, le champ D dérive d’'un potentiel vecteur. Soit

A(M) = (P(M), Q(M), R(M))
un potentiel vecteur satisfaisant aux conditions de I’énoncé. On a alors

R(M) =0

pour tout point M de R? et la condition rot A = D devient

a0 xz

— e Y e

0z e r?

O

é‘z(m r
0 g’) _ rt+ z2
(Ebc dy (M) P

D’aprés la premiére question
L4 (1 = 2F
oz \r)] — r3’
donc de Ia premiére égalité on déduit
X
OM) = = + o(x, )

ol ¢ est une fonction de R? dans R, contindiment différentiable et telle que
@0,0) =0.
De méme, on déduit de la deuxiéme égalité que

P(M) = =% + y(x, )

ol ¥ est une fonction de R? dans R, continliment différentiable et telle que
W(0,0) = 0.
La troisiéme égalité devient alors

(QQ~QE)(M)=£(5)+ 0 (£)+3—z(xsy)-%(x’y)

dx oy ax\r] oy \r
rr—x* rt—y* g b1/ ? + 22
= = - -+ —0y)—— )=
r r 6x( ») é‘y( » r3
d’ou
o
dx dy’
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La condition div 4 = 0, donne

oP 20, @ (— y) 2 (x) oy 20
5(M)+33;(M)—«5; = +$ 5 +§;(-’¢-J’)+-é}(x,}’)
oy op »
="§§{x5y}+'§;(x1y}_0
d’ou
9o _ _
dy ax’

Mais alors on a

g WL Po.. . G
dlﬁ—axdx+aydy- aydx+axdy

d’ols, en tenant compte du fait que ¢(0, 0) = Y(0, 0) on déduit

¥(x,3) = ey, — x).
Le champ A est donc défini par

A(M) = (— % + ¢y, — x},é + o(x, y), 0)

oil ¢ est une fonction continfiment dérivable de R? dans R telle que ¢(0, 0) = 0.
4° On a

wri=(2()-20.20-2().20- 20)

Ona
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donc

50 Comme
rotS=rot¥V, + rot ¥, =0

le champ S est un champ de gradients. Une fonction f telle que S = grad [

doit vérifier
o _ _xz
ox r?
of yz
dy r?
| a_f B rz g 2_2
| Oz r

De la troisiéme équation on déduit que
z
f(x, ,2) = T + o(x, y)

oit ¢ est une fonction continiment différentiable de R? dans R. La deuxiéme
équation devient alors

Ef yz Eq: yz
Lt x’ S Zy = — —— + s, x, _ — L
3 ( }’ ) r3 a ( y) r3

et par suite
Px,y) = ¥(x) + k
ol Y est une fonction continiiment différentiable de R dans Retk un nombre

réel.
La premiére égalité devient alors
d Xz , z
P xype)= =2 499 = =
x r r

et par suite J(x) = k' ol k' est un nombre réel.
On obtient donc

f(x,y.2)=§+K
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ou K est un nombre réel. La condition supplémentaire de 1’énoncé nous permet
de déterminer K. En effet pour tout réel z non nul on doit avoir

fmaﬂ=f+x=o
d’olt K = — 1 et la fonction cherchée est définie par

f(x,y,z)=§—1.




4
INTEGRATION

4.1 Etudier I'existence des intégrales impropres suivantes & partir de la définition
et les calculer éventuellement.
a 4
) Jo T =

ri{nf2)—0

b) tg tde.
<0
~1

Logt

c) E =

Jro(l + 1)

Solution &) Soit x un nombre réel tel que 0 < x < 1.On a

[ Bt 8 g Aol by 1
2 1—x

ol —1* 2 1—t 1+t 1—t¢
Comme Log: 1- tend vers + oo lorsque x tend vers 1 — 0, l'intégrale
1-0 4y
impropre I =2 n'sst pas définie.
5 —

b) Soit x un nombre réel tal que 0 < x < /2. On a

~ *sin t Ct "
Ltgrdr— L = [— Logcost]g = — Logcos x.
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Lorsque x tend vers (7/2) — 0, la limite de cos x est 0 et Log cos x tend vers
~(n/2)—0

— o0. L’intégrale impropre tg ¢ d¢ n’est donc pas définie.
40
¢) Soit x un nombre réel tel que 0 < x < 1. On a
1 - 1 1
j‘ Logt a = | Log_r] +J' dt
(1 + 1Y I (N 8 ° ~t(l + 1)
__Logx 1
=4 5 T [Logt — Log(1 + 1]
Log x
_l+x+1,og(1+x)—1,ogx Log 2
_ —xLogx N
~~ s + Log(1l + x) — Log2.
1
. 4
Lorsaue x tend vers 0,, x Log x tend vers 0 et par suite I :fi 3; tend
vers — Log 2. g
e . ' Logt 4
Par suite I’'intégrale impropre ——=— dt est définic et on a
+o(L+1)
1
I LOg‘zd£=—LogZ.
+o (1 + f)

4.2 Soit k& un nombre réel, étudier I'existence des intégrales impropres suivantes
PAE oy
a) —.
Jso Logt
(' otgr—- 1
b ——dt.
) J 4o sin t
F1-0 & _ ¢
dt .
) Ji+o Logt
Solution a) Par définition on a :

j"“ dt J‘”"‘ dt J‘"" dt
+o Logt +0L°Ef+ 12 Logt’
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1 1/2
cst définie (cf-
Log +0 Lo 7

C. E,, tome 1, Ch. 10, § I, n° 144), D’autre part lorsque t tend vers 1 — 0,

Lorsque # tend vers 0, —— tend vers 0 et par suite j

1—-0
Log1 tend vers 1 donc 'intégrale impropre J n’est pas définie car
f T 1 l..'z Lﬁgf
1—-0
Pintégrale j 1 n’est pas définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, §II, n° 150).
12 £ —

1-6

+o Logt
b) Lorsque t tend vers 0,

Il en résulte que j n’est pas définie.

tgf—l -1

52 sin 1 T

1 1
et par suite Pintégrale j t—%;—_-—l dt n’est pas définie car l'intégrale j %
so T ST st
n’est pas définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § II, n° 148).
¢) Sion pose t — 1 = u, il vient
F—1 +w-1
Logt Log(l + u) "~

Lorsqut:utendversﬁ ona(l +u)f~1 +kuetLOg(l + ) ~ u ; par suite

K
(I +uw -~ =1 tend vers k, lorsque ¢ tend

-~ tcnd vers k. Autrement dit t*

Log(l + uw) Logt
1-0 4k
vers 1 — 0. On en déduit que I'intégrale J- ; l dt est définie.
y2 Logt
Sik>0,0ona
-1
lim =0
o4+ LOg T

172 k. l
et par suite j dt est définie.
pa +o0 Logt

Si k < 0, lorsque ¢t tend vers 0, on a

£ —1 &
Logt Logt

1/2 & 1
et par suite I'intégrale impropre j rLog - dt est définie si et seulement si 'in-
+0

172 k

i
tégrale j dr est définie.
+o Logt
Pour tout nombre serictement positif p, on a

limt° Logt = 0.

t=+0
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Il existe donc un nombre strictement positif ¢ tel que 0 < ¢ < ¢ implique
Kk

Donc

: et par suite #** <
| Log | | Log ¢

si k < — 1, en choisissant pour p un nombre posi;tif tel que p + k < —

7| Logt| < 1 soit encore t* <

k+1 : g t
le p = — ——— |, I'inégalité t*** t
(par exemple p = 3 ) megalite ¢ < | Log 1] montre que
1f2 t""‘
-—-—dr et I P dt
[+o Log t +0

ne sont pas définies.
D’autre part pour tout nombre g strictement positif, on a

lim ——=20.
10+ ].og
11 existe donc un nombre d positif tel que 0 < f < d implique
L 1t
| Logt| ¢
Donc si — 1 <k<0 en choisissant g de maniére que — 1 <k —g <0
1+ k) * s
ar exemple g = ——— ], I'inégalité < t*79 montre que
(p ple g = — e q
-‘»1,'2 P
——dt
Logt
est définie de méme que
1/2
I " Pdr.
+0

Sik=1let0<x<4ona

1/2 k 1/2
‘ dt=_[ 4 ILog|Logt(]V>.

. Logt x TLogt
Comme
1/2
P j tlifgt:’ i
1/2
I'intégrale impropre _L r Lo - n’est pas définie.
On déduit des résultats précédents que I'intégrale impropre J- e g: dr

est définie si et seulement si k > — 1.
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4.3 Etudier I’existence des intégrales impropres suivantes a partir de la définition
et les calculer éventuellement
e dt
a) _—,
Ji 11 + )3
m+ o 1
b) Arctg - dt.
g t
~+ 0
) e dt
0
Solution a) Soit x un nombre réel supérieur 4 1. En effectuant le changement de

variable v = (1 + t?)'2, il vient :

jx dt =JJ{:§ dv =1_|Log”_l V'l_-i-,{i_
1 ({14 )2 vi vP-—-1 2 1142
— -
= l[l_gg(\/_l:_____"' = 1)—Log (\/% = l)]
2 V1 4+ x? 4+ 1 V2 +1/]
* s Y21
tend d - = Lo et
Lorsque x tend vers + oo, L 10+ 1) end donc vers \{2 P

= de
0+ P est définie et on a
1

& dt 2 — 2+1
[\ e = sl - selE o)
1 1+ £%) 3 NEZ+1 2 JZ-1
b) Soit x un nombre réel supérieur 4 1. Par intégration par parties, on
obtient :

j‘Arctg!-dt=[tArctE£] +j td!2=
1 1 £t 1141

=(xArct %—g)+%1,og(l _: xz).

par suite I'intégrale impropre I
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Comme

lim Arc tg - dt + o0,

x=++m 1

+ow
Pintégrale impropre Arc tg iln dt n’est pas définie.
1

¢) Cherchons des nombres réels a, b, ¢ tels que (at* + bt + ¢) e™" soit une
primitive de #% e " II vient :

[(at* + bt + )e™*]' =(—at* + Qa— bt +b—c)e™
et par suitea = — 1, b = — 2, ¢ = — 2. Si x est un nombre positif, on a donc

j Peldi=[(—-2t-2e fs=2-(*+2x+ 2)e™™

o

Lorsque x tend vers 4+ oo, [ t2e”"dr tend vers 2 et par suite I'intégrale
0

+ o0
impropre j % ¢~ " dt est définie et on a
1]

+ o
j e 'dt=2.

1]

44

Etudier I’existence des intégrales impropres suivantes

*® cost
a) . == dr .
 + oo
b) cos (%) dr .
J1
+ a0 1
c) I E(e'”‘ — cos -)dr
1 5

Solution

a) L’intégration par parties étendue aux intégrales impropres (¢f. C. E.,
tome 1, Ch. 10, § III, n° 154) montre que

dt.

cost sint]* *"“’ sin t dt ] *® sint
—sinl +
x=+uw

1 1,:2 ‘1.-'2 1 2 rs;z . 2 32
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Comme
1

sin t e 1
T

i' 32

+ o0
pour tout nombre réel ¢t supérieur 4 1 et comme 'intégrale impropre J r%fj
1
est définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § III, n° 153), I'intégrale impropre
J‘ * sin t dt

13!2

+ o
est définie et par suite 'intégrale impropre jl i dr est aussi définie.

b) En effectuant le changement de variable 1> = u, il vient

+ + o
I cos (%) dt = j FOR Y i
L v 23Ju
+o
L’étude précédente montre donc que I'intégrale impropre I cos (t?) dt est
1
définie.
¢) Lorsque ¢ tend vers + oo,

1
: (e”‘ — ¢os ) ~—:
t t t

+w l
et par suite P'intégrale impropre I = (c”‘ — cos ;) dt est définie car I'in-
1
+w

tégrale impropre j :l: est définie.
1

4.5 a) Soit k un nombre réel ; montrer que I'intégrale impropre

+ oo
[ *~ ' cos tdi
1

est absolument convergente pour k < 0.
En déduire que Pintégrale impropre
+ o0

* sin t dt
1

est définie pour k < 0.
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b) Utiliser le résultat précédent pour étudier I'existence de [I'intégrale
impropre

+om
I Jtsin () de.
1

Solution

a) Pour tout nombre réel ¢ supérieur 3 1, on a

|t* Ycost| < t* L.

+ w

Comme l'intégrale I t*~1 dt est convergente pour k < 0 (¢f. C. E.. tome 1,
1

+ o
Ch. 10, § II1, n° [53) lintégrale j 1*~1 cos 1 dt est absolument convergente

i
pour k < 0 (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § 111, n° 156).
Une intégration par parties généralisée aux intégrales impropres (cf. C. E.,
tome 1, Ch. 10, § III, n° 154) montre que

+ oo +om
f*sintdt = lim [—t”cost]’f+kj *'costdr.
1

1 x= 4o

Sik < 0, on a done

+ oo

+ o0
I * sin t dt = —oosl+k[ * 'costde.

1 1

+a
Si k < 0, nous savons que j *~! cos t dr est définie ; on en déduit que
1

+ oo
j t* sin ¢ dr est définie.
1

b) En effectuant le changement de variable admissible # = ¢2, on obtient

tra e du 1 [*
j Jisin () di = j ulfé Sin ¥ — =~ j u " sinudu.
1 1 2u 2J1

Comme — } < 0, la question précédente nous montre que I'intégrale

+ o
I 4”1 sin u du
1

+ oo
est convergente et par suite I'intégrale J1 sin () dr est définie.
. 1
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4.6

Soit @ un nombre réel positif, f une fonction continue sur [a, + o[, posi-
tive, décroissante, telle que lim f(x) = 0 et g une fonction continue sur

x=++ o0
[a, + oo telle que la fonction G définie sur [a, + o[ par

x

6t = | awar

soit bornée sur cet intervalle.
+ o0

a) Montrer que I'intégrale impropre I f(t) g(t) dt vérifie la condition de
CAUCHY et par suite qu’elle est définie. ‘

b) Appliquer le résultat précédent a I’étude de I'intégrale impropre

J+mf(r) sin t dr .

Solution

a) Soient X et X’ des nombres réels tels que X’ > X > a. D’aprés la deuxiéme
formule de la moyenne, il existe un nombre réel ¢ appartenant # Vintervalle

[X, X'] tel que
Xx* F
I f(Hgnde = f(X )j g(nyde + f(X ’}f
x X

Si M est un majorant strictement positif de la fonction G et si € est un nombre
strictement positif, il existe un nombre réel strictement positif K tel que K > a
et tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > K, onait f(x) < 4% Par suite

si X et X” sont supérieurs 3 K, on a
) <

b o c
[ ros0a] <4 (| soa| +
< @M +2M) =5

-
g(r) de .

x

jj g(1) dt

+ o

L’intégrale impropre £ (t) g(¢) dt vérifie la condition de Caucny (¢f. C.E,,

tome 1, Ch. 10, § ITL, n° 153). Elle est donc convergente.

b) Compte tenu du résultat ci-dessus, pour montrer que Iintégrale

+ oo
£ (t) sin t dz est définie, il suffit de montrer que la fonction G définie sur

[a, + oof par G(x) =

x
j sin ¢ dt \ est bornée sur [a, + oof. Or

Xx
j sintdi =,[—cost]; = cosa — cos x

a
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et par suite pour tout nombre réel x appartenant a [@, + oo[ona

< 2.

j sin t dt

+ oo
L’intégrale impropre j S(#) sin ¢ dr est donc convergente.

4.1

+ a0
a) Montrer que l'intégrale impropre j x e * " dt est définie si x est un
(4]

nombre réel appartenant a [0, 1].
b) Etudier si elle est uniformément convergente relativement a x dans [0, 1].

Solution

+ oo

a) Si x =0, on a xe * " = 0 et 'intégrale impropre j xe > 7 dt est
0
définie et vaut 0. Si x # 0, on peut effectuer le changement de variable

admissible # = xt et on obtient

+ oo 2 + o 2
_‘- xe ¥V dt = J- e “ du.

] Y]

Ona lim u?e™ = 0; il existe donc un nombre A strictement positif tel que

u—++ o
: o 1 ar i
rour tout nombre réel u vérifiant u > A, onaite™ < g Comme l'intégrale

+w oo

u e S 2
I 2 st convergente, on en déduit que 'intégrale j e du est conver-
A A

+ o
gente et par suite que l'intégrale j x e~ dt est convergente.
0
+ o
b) Nousavonsvuquesix = 0ona j xe
0

+ oo g5 + o *
j xe ¥ 7dt = j e " du.

0 L]

—x2 2

dr =0etquesix ¥ Oona

La fonction F définie sur [0, + oof par F(u) = e™** étant strictement positive,
on en déduit que

+an
f e ™ du>0.
0
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La fonction G définie sur [0, 1] par

+ oo

G(x) = j xe " dt

o

+ @
n’est donc pas continue en 0. Par suite I'intégrale j x e~ ¥ dt n’est pas uni-
0

formément convergente relativement 4 x dans [0, 1].

4.8 a) Soit A un nombre réel strictement positif. Montrer que I'intégrale impropre

e sin ¢ "
I e =< dt est définie lorsque y = 4. On pose
o

—ySIn

dt.

G(y) = Em e

Montrer que la fonction G est dérivable sur [4, + oof.
b) Calculer a I'aide de deux intégrations par parties successives I'intégrale
impropre
j e Ysintdt.
O
¢) En déduire qu’il existe un nombre réel K tel que pour y = A4 on ait
G(y) = K — Arctgy. Calculer K en étudiant la limite de G quand y tend
vers + o0.
d) Peut-on définir la fonction G au voisinage de y = 0 ? En conclure la
vsleur de I'intégrale impropre
‘oo oF
j f'E:-f dt .

o

_ygy SIN I

e~ 201 | < et Comme I'intégrale impropre

Solution @) Sit>0Oety > 4,ona

+m + -

j e~ ™ dt est convergente, I'intégrale impropre I eV El—?—t dr est absolu-
0 0
ment convergente (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § III, n° 156) donc convergente pour
y > A. Soient B un nombre réel tel que B > A et [ la fonction définie pour

tout couple (¢, y) de [0, + oo[ x [4, B] par

ft,y) = E“"gf—t sii t#0

fO,y)=1.
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La fonction f est continue sur [0, + oo[ x [4, B]. Elle admet sur ce domaine
une dérivée partielle en y égale & — e~ “ sin ¢ et la fonction g définie sur

[0’ Lo CO[ X [‘A'! B]
parg(t, ¥) = e” " sin test continue sur [0, + oo[ x [4, B]. L’intégrale impropre

+ b

j e ?sin t dr est uniformément convergente relativement 4 y dans [4, B]

L]

car | e sint| < e” " lorsque (¢, y) appartient 2 [0, + o[ x [4, B] (¢f. C. E.,
+ o

tome 1, Ch. 10, § IV, n° 157) et car 'intégrale J‘ e ™ dt est définie. Comme

0
B est un nombre réel positif, on en déduit (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n° 159)
que la fonction G est définie et dérivable sur [4, + o[ et que

+ oo

G'(y) = — I e ¥sintdt
0

pour y = A.

b) Par intégrations par parties successives généralisées aux intégrales
impropres (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § TIL, n° 154) on obtient :

+ o0 to
j- e Psintdt = lim [—e ™cost]} — yj. e Ycostdt =
O T+ O

+ oo
=1—y| lim [e™”sinf]] + e 7sint dt
N

T+ (¢

I

+ oo
l—yzj. e ¥sintd:.
0

Par suite on a :

+ oo 1
I e Psintdt = ——— .
o 14+ y?

¢) On en déduit que la fonction G est une primitive de T3 sur [A4, + oof.

Il existe donc un nombre réel K tel que pour tout élément y de [4, + o[ on
in ¢

ait G(y) = K — Arc tg y. Comme x

+ oo z
—p SNt
I e ¥ —dt
0 t

I < lpourt > 0,ona

+ea 1
< j e”dt =—.
Y

O

Donc pour tout élément y de [4, + oo[ on a G(y) < 1/y et par suite
lim G(y) =0.

y=r + oo
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Comme

lim Arctgy =

y=++ o

Miﬁ

on en déduit que K = n/2.
d) A étant un nombre positif quelconque, la fonction G est déﬁnie pour tout

nombre réel y strictement positif. L’intégrale impropre I — d: est définie ;
en effet par intégration par parties on obtient :
+co T +oo
) - t cos
j S0Lar— fim |- m-] —I _;-dt—cosl—j e ¥
1 f T+ t 1 1 t 1 ”

A + @ cost v + o d! ,
et I'intégrale -Ez—dr est convergente comme I'intégrale ;2 D’autre
1

j el >~ dt est définie car la fonction f définie par f(¢) = EIal:—t(:c:)ntxnuf: sur

10, 1] admet une limite au point 0. Par suite la fonction G est définie pour y = 0
en posant

sin t

G(0) = .Em il

kr

Montrons que la suite (y HI g &
: o

sin t
t

j ) converge uniformément
kel

+ a0
: . nit
relativement a y dans R,. Pour cela il suffit de montrer que I e S-l— dr
ke

converge uniformément vers 0 lorsque k tend vers + 0. Or

+eo 4w pnt+ln
‘[ _ySint _y SN ¢

z e — dt

et les résultats sur les séries alternées permettent d’affirmer que

+ oo (k+1)xm : (k+1)n .
i sm t i sin t sin ¢
I e ¥——dt [ e w Idr < _[ | l

kn

kn

dt. (1)

<

J kn kn t

lim (kE+1)n |SlI'lII

E—++ o kx

dt=0

*@ sin t
car I'intégrale J 5 dt est convergente et car

o

+w + oo {(n¥1)n _- + oo (n¥+ 1)

sin ¢ sin ¢ sin 1
[P sy [ L F gy [ L
O t n=0 ni
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(k+1)n I Sill t I

kn t

T S ) g )

que e - dt tend vers O uniformément sur R, . Par suite la fonction G
ke

est continue a droite de 0 et on a

Comme j dt ne dépend pas de y, les inégalités (1) montrent bien

G(0) = lim G(y) = lim (—g — Arctg y) = -g-

y—=0+ y—=0+
donc
j'“" sin tdt _m
t 2"

O

4.9 I° Soient n un entier strictement supérieur a I et @ un nombre réel strictement
positif. Montrer que la fonction J,, définie sur [a, + co[ par

t sin g
@ + 2y

I = j:

est continue sur Pintervalle [a, + ool.
2¢ La fonction J, définie sur [a, + oof par

¥ tsint

o t2+x2

Ji(x) = j dt

est-elle continue sur [a, + oo ?

3o Montrer que si n > 1, la fonction J, est indéfiniment dérivable sur
[a, + oo[ et vérifier la formule

Y %) = — 2nxdy s

40 A Taide d’intégrations par parties, établir pour tout entier n supérieur 2 1
et tout nombre réel strictement positif x la relation
Jn(x) +2 "(2 n- 1) Jn-l-l(x) — 4x? n(n + 1) Jﬂ+2(x} =0
ds, d?J,

et trouver une relation entre J,,, 4 A

Solution 1° Pour tout éiément x de [a, + oof, tout nombre réel ¢ strictement positif
et tout entier n strictement supérieur a 1, on a les inégalités

t 1
(tz o x2)lr * th-l *

t sin t
(& + x»"




120 EXERCICES D’ANALYSE

+ 0

Comme l'intégrale j jan1 est convergente pour n > 1 (¢f. C. E,, tome 1,
1

+oo %
Ch.10, § I11, n° 153), on en déduit que l'intégrale J. Er:s—_:_n;-2? dt est absolu-

0
ment et uniformément convergente sur [a, + ool. La fonction J, est donc définie
et continue sur [a, + oo (¢f: C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n° 158).

20 Par une intégration par parties, on obtient

Yo opsint o i |fCO08E T gt 3
5 5 t= lhm 5 = ——2——xzzmst t
o 1"+ x T-+w L1 4+ x"Jo o (" + x)
On en déduit que
+en xz__tz i
J‘{xj=j — -cos tdr.
: o (£ + x%)°
Or
Mo | 1 W
et par suite
x2 — £ 1 24 i 2 3
— | €tz <zt
(x* + t7) f+x (@+xH ot
) . + 2_12
On en déduit comme précédemment que I'intégrale _[ _xz_____i cos tdr «
o (*+xP)

absolument et uniformément convergente car I'intégrale j ;2 et convergente.

La fonction J, est donc définie et continue sur [a, + oo .
32 Ona
[6_( t sin t )](t x)_—ant_siit g BT
ax\@+ 17T @+ P i
¥ — 2nxtsintdt
5 (r?. iy xZ)n-l-l
gente relativement & x dans [a, + oo[. On a

Montrons alors que I'intégrale J- est uniformément conver-

2 nxt 2n t X 2n
g__

2 nxt sin £
= . — S — - . — a
@+ P+ JrPrx NP

(tz =F x2)n+]_.

Comme pour n > 1 lintégrale [ % est convergente, I'intégrale

1
€

I““‘ — 2nxtsint

Pl |
i@ B+ e paid
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est uniformément convergente sur [a, + oo[. La fonction J, (n > 1) est donc
dérivable sur [a, + o[ (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n® 159) eton a

j‘*"‘" — 2 nxtsint
0 (12 i xZ):H-I

d
— . LX) =
dx..()

+o0 :

tsint

= — 2nx jﬁ (t_z-_[- 2 dt = — 2 nxJ, (%) .
2

s — d T
Comme J,, ; est dérivable, El%c J, est aussi dérivable et A J, s’exprime en fonc-
; . i o ;
tion de x, J, , ; et J,,,. On montre ainsi par récurrence que do? J, existe et s’ex-
prime en fonction de x, J,; 15 -y Josp €L par suite que J, est indéfiniment déri-
vable.
40 Pour tout nombre réel x strictement positif et tout entier n supérieur 2 1,

soit u la fonction définie sur R par u(t) = (rT-I-t— 2P On a

__t __ 2
(r.?. + xz)u (‘2 ot x2)rl+1

u'(f)

et

.. . | L. )L
(f;! 4 xz)n'l'l. (rz 5 xZ)H+1 (tz 4 xZ)H'l'Z

— 6nt 4nn+ 11

i (fl e xZ)n'I-i (rz 4 xZ)Ii+2 i

On obtient donc par intégrations par parties successives.

+ oo + oo
J(x)= lim [— u(f)cost]s + j u'(t)cos t dt = J. u'(f) cos t dt
1]

T—=+4+o 4]
) +w + oo
= lim [#'(f) sin t)e — I u'()sintdt = — I u"(t) sin ¢ dt
T—++o0 0 0

Il

e 6 nt 4n(n+ 1)1 .
J{‘; [(?’ A (@ x) sinzdt.

Comme 13 = #(t? + x?) — tx?, il vient :
J(¥) = 6ndy () — 40 + 1) Jppy () + 4nn + D) x*J,,5(x)

soit encore
J(x)+2n2n — 1) J, ((x) — 4n(n + 1) X2 Jpea(x) = 0. (1)
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D’autre part on a
d
E;Ju(x) = — 2 nxJp44(x)
et par suite
d*J, d
—(x)= —2nJ,,(%) — 2nx — J, (%
2 ™ 1) 1 i
= —2nJ,, X))+ dnn + 1) x*J, . ()
d’ol
-1 d
Jor1(x) = % dx Ju(x)
et
2z
—d—i J(x) — 1 e J (%)
Foalily s dx x dx
na 4n(n + 1)x*
En remplacant dans I’égalité (1) J,,, (x) et J,, ,(x) par leurs valeurs en fonction
de
d d?
— J(x et — J(x)
o (x) e (
on obtient I’égalite suivante
2n—14d d? 1 d
J(x) — — —Ju(x) — — J(x)+ — —J(x) =0
(x) dx"() dxz() xdx()
et par suite
d? d
X _i“rlr(x) + 2(" = 1) 'Ju(x\‘ & XJN(X) =0.
dx dx
4.10 1° Montrer que la fonction F définie par

+o [ —x
t
F(x) = j o ‘fd:
o 14+
est définie et continue sur R et étudier ses variations. (On calculera F(0) et
lim F(x).)
x4+ o0

2° Montrer que la fonction F est dérivable sur R. (On pourra commencer
par montrer qu’elle est dérivable sur tout intervalle [a, + o0] ol @ est un
nombre réel strictement positif.)
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3o En transformant I'intégrale F(x) par la correspondance s = x* ¢, mon-
trer que la fonction F admet un développement limité & un ordre quelconque
en 1/x lorsque x tend vers + co.

Solution 1° Pour tout nombre réel x et tout nombre réel ¢ strictement positif, on a

Rl |
2 'c:T,rz‘
1 +1 t

+ w
Comme l'intégrale impropre j % est définie, I'intégrale

1

+ o euxzc ‘\/;

5 dt
o 1+t

est uniformément convergente sur R et par suite la fonction F est définie

et continue sur R.

Remarquons que la fonction F est paire. Nous I’étudierons donc seulement
sur R,. Si 0 < x; < x,, on a pour tout élément ¢t de R,

E—xi! > c—x;l

et par suite la fonction F est décroissante sur R,.
Calculons F(0), il vient

+ o + oo 2
F(O) = j ‘ﬁ—i dt = [ 2N a
o 1+t o 1 +u*
La décompositicz}n en éléments simples de deuxiéme espéce de la fraction

: 2u
rationnelle 1—4_'—”'41 est

2u®

1+ u

i u u
4 — Bu 4t 42+ 1]

|
wl= Sl
=
=

v ]
i 2("f"§) \ V2 ~
|
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)
_ 1 iﬂwf- N2
2.2 ﬁ)z 1 ( ﬁ)2 1
(H‘l'i— +§ H+"§— +E
J2 V2
| =g Aeed) |
T 242 NS \/2')2 1
(“ ‘i‘) t3 (“*‘f +3
e o &
W2u-12+1 (2u+1)+1
Il en résulte que
(o
e gt . 1 g 2
————du = lm —— Lo —_ — 1 +
v[o 1+ ut T-+w | 24/2 . ( ﬁ)z 1
u+2X-) +5
2 2
2
1 =
+ -\ﬁ{Ar{:tg(JZu — 1)+ Arctg (y2u + 1)
Ao
et par suite que
[
FO) = —.
2

Pour tout nombre réel ¢ strictement positif, lorsque x tend vers + oo,

-xtt [y
£ 3t tend vers 0, montrons alors que F(x) tend vers 0. Soit ¢ un nombre

HET
+ o0

: - ” dt o
strictement positif, comme Pintégrale J. —77 st convergente, il existe un

j”" dt =&
M 13}'2 3

nombre M > 1 tel que

et par suite tel que

M 1+ 3

+a _ —xif
t £
j i \/vdt < -.
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Soit o un nombre strictement positif. Nous avons

a _—xit [ a a
I A Jtdr<J Jtdr et j Jidt < o2
1] ]

i i

donc

& . —xir
j- e——\‘gdr-c:ocm.
ol +1t

En posant oc = (g/3)*/3, il vient :

a . —x2
I 5 ‘ﬁdtezf.

o 1+ t? 3

D’autre part on a :

M _—x%a M
I % tdr = e_"z“j ———\ﬁd{

1+ 22 @ L

o

Lorsque x tend vers + oo, e—** tend vers 0, et par suite il existe un nombre
positif X tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > X, on ait

—x2g €

Alors si x > X, on a aussi

w L i # 3
Comme
oo _—-x2t [ a —xit f, M _—x4r 4 +en _—=x% o
j e——-—w‘fd:=j g ‘—gdr+j = “irdx+j £ ‘frdr,
o 1+t ol +t¢ e 141 M 14+t

nous voyons que si x > X,
o —x
j‘ i \gdt = s
o (1419
On a donc lim F(x) = 0.
x++w

Le tableau de variation de la fonction F est :

X 0 + o0
is
F(x) 75 N 0
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20 On a

Lj‘ (._'_’iiﬁ ]( Lx) = S 2N

S 144

pour tout nombre réel x et tout nombre réel positif #. Soit @ un nombre positif.
Supposons que x appartienne a [a, + or:»[ Si M est un nombre positif, en
effectuant le changement de variable s = x? ¢ admissible car x # 0, il vient

a —x2t +om . —s 3j2 ‘o -5 3/2 +eoo _—s5 32
xXte I e "8 € 5 e "8
I e g, I °© 5 4gs <I € T _as <j ¢ 5 gs.
M

1+ ¢ xM s + x° M8 + a® aM s’ + a’
+ oo e s Sa,'z .
L’intégrale I = ds étant définie, il existe un nombre M tel que
o S +a

-i-u:te ss.!fz
e ds <e

nius + az

et par suite tel que pour tout élément x de [a, + oo, on ait

j+°° xre"‘"\/i
M 1 e

dt < ¢.

On en déduit que I'intégrale

4o —x
J' —2xte ‘ﬁd:

0 Lt

est uniformément convergente sur [a, + o[ et on a

txo _ 9 —xt
F'(x) = L xte

l+f

Le nombre a étant un élément quelconque de R et la fonction F étant paire,
on en déduit que la fonction F est dérivable sur R — {0} et que pour tout
élément x de R — {0} on a

tw 2 — X%
F'{x)=_[ — 2xte” \ﬁ

0 Lk P

det.

F(x) — F(0)
X

Pour x # 0, étudions le rapport . En effectuant le changement

de variable admissible s = x? ¢, il vient

+ o -Jr’l' -5
F(x) = j = v(‘ j xf—ﬁ/—fds
o 14+1¢ o X+ s
o i L Y
@ o 1+#£ o x*+ s
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et par suite
F(x) — F(0) _ I*“ € = Ds

x 0 5 4+ x*

Lorsque s tend vers 0,
€ —Dfs
st \/s

+ o0 -5
et par suite j (es—zl)\/g ds est définie. Comme d’autre part, pour tout
élément x de R et tout élément s de R} on a
(-5 _(1—e)s
Va5 05—
s+ x s
e =D

Pintégrale j. ds est uniformément convergente pour x dans R.

0 4 x*
Par suite

im ) —FO) _ . j i Gl 1)(

-

-r""-'} X x—+0 5 + x

[ (im0

x—=0 Sz + x

I

» rw(e—f'_ Dyile g,

La fonction F est donc dérivable et on a

+ oo —5
: (€ — 1)fs
F{O} = j —z‘ds .
+0 5
32 En effectuant le changement de variable s = x% ¢ pour x # 0, ncus
avons déja vu que
T ets ds

= j o 1+ (s3x%) x>

Or pour tout nombre réel 1, nous savons que :

TN T el il
1 —u

soit encore que

u
l+u+--+u"+——=
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En posant u = — s/x*, il vient
2 n 2(n+ 1) 4{nt+1)
_'l—zr=l_i‘4+‘“+(* 1)".54".1.(_ gyre1 2 f': -
1 + (s7/x™) X X 1 4+ (s7/x%)

Pour tout enter naturel p, la comparaison des fonctions exponentielle =t
+a _

puissance montre que [intégrale impropre I e 27 /s ds est définie
0

et par suite que si n € N l'intégrale

-5 2{n+l) \/-
J, -

[ + (_szlx)

est définie. On a donc pour x # 0

F(x) = _[:E 7 --e—_-sl{-%— -ds = io =1 J-:me_’sz”\/ids +-

x3(1 kN (Szfx4)) 5 x4jr-l-3
i f n+1 1 @ o0~ F 2{n+n
+( 4;-13 e I :/m ds
x x*le T46° ,’x )
Comme
) 1 +at —s 2{:1-[-]}
lim > j ‘/_ :
x40 X Jo I+{s,’x)
en posant

0 1+ (Sz x*)

1 + oo —5 . Z2{n+1) =
e(x) = — j & ‘/Sds,
x

on obtient le développement limité en 1/x a 'ordre 4 n + 3 de la fonction F
quand x tend vers + oo en écrivant I’égalité

F(x) = Zﬂ:o = “‘e_s  Jsds + —— #(x).

p= x4p+3- 0 4!!+3

L’entier n étant quelconque, ceci montre bien que F admet un développement
limité 4 un ordre quelconque en 1/x lorsque x tend vers + co.

411

Soit D I’ensemble des couples (x, y) de R% telsque 0 < x < 2etl <y < 2.
Calculer

_‘. (x + y) eV dxdy.
D
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Solution Ona

2

2
J. (x + y)e*?dxdy = j. dxj (x + y)e**rdy.
D 0 1
On remarque que
[Eﬂj? (O + yye™” — e"”)] (x, 1) = (x + y) &+
donc
2
j (x+pePdy =[x+ e’ — e = (x + )™ — xet.
1
On obtient alors
2
J (x + y) e(x"'?) dx dy _— j [{x + 1) e-'l'"'z = xex-l—l] dx -
D o

— [(JC = [)ex+2 s e:lr+2 - xex-[-l +ex+l]§ — 284 __33 g

4.12 Soit D I'ensemble des couples (x, y) de R* tels que | x| < let|y| < 1.
Calculer

I |x + yldxdy.
D

Solution Posons

D,={(xpeR?|Ix|<1 e —l<y<-—x}

D, ={(xyeR*||x|<1 e —x<y<l}.
OnaD=D uD, et D,nD, = Pour tout couple (x, y) de D; on a
| x + y| = — x — yet pour tout couple (x, ) de D,ona|x + y| = x+ y.
On a donc

J | x 4+ y|dxdy = (Hx—y)dxdy+j (x + y)dx dy.
D By

Dy

Cavo. — Exercices d'analyse 197 cycle, 2° année et Spéciales MM* 5



130 EXERCICES D’ANALYSE

Calculons séparément chaque terme de cette somme :

™1 -X
(—x —y)dxdy = — dxj (x + y)dy
-1 -1

Dy o

~1

2] —x
. ¥y
[xy + 2} dx

=1

r+l xﬁ 1
S _I(~—2—+x—§)dx

[_1+£_ﬂlﬁﬂ
6" 2 2=, 3°

(%]
[

I
I

D’autre part on a
1

1 1
(x+y)dxdy=j dx-f (x+y)dy—J- [xy+¥2—] dx
-1 -x -1

1 I. xz x2 x 371
-—j_l(X‘!‘E‘l"*z—)dx:[ +‘2+‘_]

Dy

On obtient finalement

j |x+y|dxdy=§.
D 3

4.13 Soit D I'ensemble des couples (x, y) de R telsque x > 0,y > 0, x+ y < 1.
1e Calculer

j XY — dxdy.
p x* + y?

20 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Calculer
I a* b’ dxdy.
D

Solution 1o Ona
1—x

1
j x_‘i!.____._ dx dy == I xdxj 2.'_.’;___2_ dy
px* +y 0 o x"+y



INTEGRATION 131

x

ol e

1 1
=%j xLog(sz—Zx-i-l)dx—%j x Log x dx .
0 1]

Nous avons

1
j xLog(2x* —2x + 1)dx =
0

2 1 r1 2 -
=[%Log(2xz—2x+l)] - b A= E.
0 p

. Jl 2x3_x2__“dx_ B -l.(x+£u -___-]: )dx
o2x =2x%1 2

< 0

2

. % 1 ]
=_[7+——§Arctg(2x—l)d =

D’autre part

1 1 i
j xLagxzdx=I 2xLogxdx=[x3Logx]a—j xdx:—*li'
0 0 “

1]

On a donc

20 S a=b=1,0na

5 1 1-x 1 xl 1 1
j dxdy=jdx'[ dyzj (l-—x}dx=[ —_'2—] =5.
D 1] o o

Sia=1leth#'1,0na

1 1—x 1 by 1-x
b*dx dy = j dx b dy = j [—-——] dx
jp ¥ 0 0 5 o LLog bi o

1 1 pi—x na 1 pt—* ]l
=) Togp® "‘fo—g'i;[”m"‘ o

(Logb)> Logh

Pour des raisons de symétrie, sia # l etb = 1ona

Ja"dxdy= a-—lz_ 4 .
D (Loga)” Loga
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Supposons maintenant @ # letb # 1. On a

1 Fl-x 1 po1e
a* b’ dxdy = j dx a*b’dy = j [— ] a* dx
-[D 4 o 40 4 o L'ng ]

rl
= 'Lo[g_b ; (@ b' " - @) dx

b ri a)k l L .
—L}ng.lo(g dx—']_—c"'g:—t; oﬂ dx .

Supposons d’abord que a = b. L’expression précédente devient

b
b**? dx dy = - —
-L) Y Logh (Log b)z[ To
o B f’_:.‘_
Logh (Logb)?

Si a # b, on obtient

B (q)x 1
b W ) L [ a ]
Log b - (t;) Logb |Loga]l,
_10

j a*b’dxdy =
D

e BB Sl
" Logb(Loga — Logh) Logalogh
_(@a—1Logh— (b~ 1lLoga

Log a Log b(Log a — Log b) -

4.14 Soit D Pensemble des couples (x, y) de R? tels que x* + y* < 1. Calculer

f ——-—1 dxdy.
Jp I +iox? 4 p?

Solution  Soient D’ I’ensemble des couples (r, §) de R? tels que
O0<r<1 et 0<f<2nm

et @ = (w,, w,) application de D' dans D définie pour tout couple (r, 6)

de D' par
w(r, 6) = rcos

Wo(r,0) = rsin 6.
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Il est clair que @ est une bijection de D" sur D et que les fonctions w,, w,
admettent des dérivées partielles continues. On a

I_)_(wl 2 wl)
D(r, 6)

On obtient donc

cos B — r sin f

_ 2 nE e =7,
sin 6 - = r(cos”" 6 + sin”“ ) = r

s T g

Blaiy, ,)
D(r, 6)

dr do

1
B .[ o 1+ (wy(r, ) + (wi(r, 6))
2r 1
j =1 zrdrdfa‘:j dﬂj re
D,1+r 0 U'].‘I'r

1
=2n[%Log(l + rz)] =mnLog2.
o

I

4.15 Soit D I'ensemble des éléments (x, y) de R? tels que
(x, y q

X+ —%<0
X +yt—-y>0.
y>0

Calculer

j (x + y)*dxdy.
D

Solution  Soient D’ I’ensemble des couples (r, 6) de R? tels que

i1 ;
0-{\:9{3 et sinfl < r <cosf,

et w = (w,, w,) 'application de D' dans D définie pour tout élément (r, 0)
de D' par
w,(r,0) = rcos f

@,(r, 0) = rsin 6.

D{CD,, mz) = p-
D(r, 6) ’
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par suite

j (x+y)2dxdy=j (rcos 0 + rsin 6)* rdrdf
D D
w4 cosf
=j dej (r® + 2 r¥sin 0 cos 6) dr.
0 sin @

On a

47 cos 0

cos B
j (r* + 2r*sinfcos0)dr = (1 +sin23)[%

sin@ sin@

_ %(1 4 sin 2 0) (cos* 8 — sin* 0)
& %(1 + sin 2 0) (cos” 0 — sin” 0)

=%(1 + sin 2 0) (cos 2 6) .

On obtient donc

PN

=4
j (x + y)?dxdy = j (cos 28 + cos 2 0sin 2 6) dO
D 0

1 [sinz_g . 00543]‘“ 3
B 2 8 16

]

4.16 Soit X un nombre réel strictement positif. On pose
Dy ={(x,))eR?| x>0,y >0,x> +y* < X*}
Ax={(x,y)eR2|0<:x<:X,0<:y<X}.

1° Calculer
I(X) = j e ") dx dy

Dx
2¢ On pose
J(X) = [ e~ " dx dy

Ax
et
X ]
K(X) = [ e ¥ dx .
0n
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Montrer que la fonction K admet une limite lorsque X tend vers + co et cal-

culer
+ ot =
j e ¥ dx.

1]

Solution

1 En effectuant le changement de variable
x = rcosf
y =rsinf
on voit que

2 A

n/2 X x
I(X) = j dﬂj e " rdr = [_ !.e"'z] = .75(1 — e—xl) )
0 0 2 4

20 Ona

J(X) = K dy Ee““’”’*dx = (jx e"*dy) (J-: e ™ dx) = [KX))*. (D

o

La fonction K admet une limite quand X tend vers + oo si et seulement si
Ia fonction J en admet une.
Remarquons que pour tout nombre réel positif X on a

Dy c dy € Dy, .

La fonction exponentielle est une fonction a valeurs positives ; par suite on a

IE) < JEO) < HEJD. @)
Par ailleurs on a
lim I(X)= lm ~(1—-e*) ="
X +eo ot 4 4"

Des inégalités (2), on déduit que J admet une limite quand X tend vers + oo,
et que
lim J(X)= lim I(X) =~

X=+aw X-4mwm 4

Par suite la fonction K admet une limite lorsque X tend vers + oo, et de I’éga-
lité (1) on déduit que

Im K(X) = lim J(X) = %

X—=+ew X—++ew

car K est une fonction A valeurs positives. On a donc

+ w0
j e™* dx ﬁ

0 2’
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417 Soit V I’ensemble des éléments (x, y, z) de R® qui vérifient x =20, y =0
220 z<1—y et x+ y <1 Calculer

j zdxdydz.
V

Solution Ona

1 1—x 1—y52 1 1—x (1 s yZ)Z
j zdxdydz=j dxj- dyj zdz=j dxj —-—2-——dy
vV 1]

Q 0 o o

1 1—-x
=1j‘dxj -2y +yHdy
2 )y o

1’ 2 1 5
=§L[{]rx)—i(l—x)3+§{1—x)]dx
1

[ G-®° 2., a0 3o ﬂ'
=§[_”_E_ Pl =gl =]
1 1 1 _1
_—_1_1_2.._;_ ...... —_——

4.18 Soit ¥ I'ensemble des éléments (x, y, z) de R? tels que
0<:?+yp2+22 <
0<x? 4y <2?
z>0.

I l)
IV (J,— : "; + ; dx dy dz.

Calculer

Solution Soient ¥’ I'ensemble des couples (r, ¢, 0) de R tels que

0O<r<l1, 0<o@<2n, 0<9<§
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et w = (w,, w,, w,) Papplication de V’ dans V définie pour tout élément

(r, @, 0) de V' par

w,(r, @, 0) = r sin 6 cos ¢
w,(r, @, 0) = rsin 0 sin ¢
w4(r, 0, 0) = rcos 0.

Ona

D(r, ¢, 0)

On obtient

1 l)
- -4+ —Jdxdydz =
'L(w.";vcz+v2 2 o

1 1 .
= j i} (Riﬁ? + - m?é) r? sin 0 dr d6 do

2r n/4 1 1
=J d.fp[ dﬂj (r + rig0)dr = -
(1] [4] 0 2

HZ

= n[f — Log (cos O)]5'* = y Log(—?

n/4
I (1 + tg 6) do
a

419

Soit ¥ I'ensemble des éléments (x, y, z) de R? tels que

O<z<l et x*+4+y* <22,

Calculer
j xyzdxdyd:z.
¥V

Solution

Soient ¥’ I'ensemble des éléments (r, 0, 1) de R? tels que
O<r<u, 00 <2n, O<u<l

et o = (wy, m,, w;) la fonction de ¥’ sur ¥ définie pour tout élément (r, 0, )

de V' par
w,(r,0,u) = rcos 0
w,(r, 8, u) = rsin 0
wy(r, 0, 4) = u.
On a
cos 0 — rsinf
D(ml: W, ws} e -
I b L sin ¢ r cos 0

0 0
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On obtient donc

J. xyz dxdydz =
v

= r2 u sin 0 cos 6 dr dO du
J oy

I

r2n 1 u 4.4 lu.’p
d&j duj r3usinﬁcosf!dr=j. dﬂj Tsinﬁcosﬁdu
0 0

J0 0 (4]

[2" gin 0 cos 0
= IR Tdﬁ—ﬁ.

4,20

Pour tout entier strictement positif n, on pose

n

Z; (x)* <1 ) .

B, = {(x,, ey Xy ER"
i=

Le but de ce probléme est de calculer le volume

v, = j dx, ... dx,
By,

de ’ensemble B,.
12 On pose
Bl = { (X1, . Xn) € B, | X > 0}.

Montrer que Iapplication g" = (g}, ..., £) définie pour tout élément
(75 S1s -oes Su—y) de 1O, 1[ X B,

par
g?(r,,,sl,..., sn-l) = rnsi Si l “'<~ i "‘<“- h— l'

> e
g:(rm 815 eemp Sp— l) =¥y 1 - Z (Sf)z
i=1

est une bijection continue de 10, I[ x B, sur B. admettant des dérivées
partielles continues et que la fonction réciproque de g vérifie les mémes condi-
tions.

20 Montrer que pour tout entier n tel que n > 1, il existe une fonction f,
de B,_, dans R telle que

D(%15 -res Xn)

D(rn: TR Sp— 1) = (r“}"_lfﬂ(sl_s ELETY slﬂ"l) .
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3o Soit n un entier supérieur 2 2. Démontrer les égalités suivantes

—
B =52 L 1— Y (x)*dxg ... dx,—, 1)
=1 i=1

Up—1 = 2(] (rn-l e drn—l) ( = fn—l(sh gt Sn-—z)' dsl dsn--z)' {2}

O

En déduire que
1 g
vn=2(n—1)v,_lj V1 — 2@ 2y, 3)
0

4o Démontrer que si p est un entier supérieur 2 1 on a

" Qf)_p (TI)P 2p+l

=pf Pm Uiy - BprlD)"

2p

Solution 10 On vérifie aisément que P'application /" = (AL, ..., k") définie pour tout
élément (x,, ..., x,) de Bj par

H(%g, s X,) = VX2 4+ = 4 %2
Xi—1

= — = si 2L €N
N

hr(xli e xn)

n—1
est I'application réciproque de g". Comme sur B,_, lexpression 1 — Y (s)?
i=1

ne s’annule pas, toutes les dérivées partielles de g" sont continues. De méme
toutes les dérivées partielles de /4" sont continues car g7 ne s’annule pas sur B,

220na
_‘.D(g';s anny g:) e
D{l’", Sga oees sn—I)
5 Fy R —— 0
; 0 - .
0 .
_ . 0
Koy 0 ¢ J—— 0 iy
= — Fa ¥y = TpSp—y
\ﬂ - .-Z:l (s)° = --eees —
- ¥ () 1= 3 @
i=1 iz
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Pour tout élément (s, -.., 8,—) de B,_, posons

fn{sls wess S!I"'l) =

5, | 0_._ .............. 0
‘ 0 1
Sp—1 [ YO~ L 0 1
= . — 8§ Sy—
J i o Zl (Si)z e -n_ﬁ_::-__ ........ —'"':_.—a:-f_—_—
Nﬁ—zwz Nﬁ~2@’
i=1 i=1
On a alors
_D(g:: rera g:_) T n—1
R ik Solsts s S) -
3¢ Soit

B, = {(x) e x)EB,| X, < 0}.

Pour des raisons de symétrie on a

f dx, ... dx, = j 25 N oI
B, B

"

On a alors

dx, ... dx, + j dxy ...dx, = 2 j dx, ... dx,

HJ']

=
I

By, By

=2j dx, ...dx,,_,j = dw
Bi—1 (1]

=2 j 1= ni] (x)? dx; ... dx,—
Bn-1 i=1

d’ou I'égalité (1).
Pour démontrer I’égalité (2), utilisons le changement de variable défini par
la fonction g" .

DY, e )
v, =2 j dx; ..-dx, = 2j 1 en dr,_; ds; -..ds,_
! B, -1 ! 104 % B2 DXy, s Siasiin Sisa) e %

=2 o P i st Oy By e K
lonl[ * an— z

I

= 2 (j. (ru-l e d!‘n_ l) (j fn- l(slr sy Sn-:&) dsl A dsn—z)
43 Bn-2

d’ou I'égalité (2).
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Pour montrer Pégalité (3) eflectuons dans I’égalité (1) le changement de
variable défini par la fonction g"~'. On obtient

v, —4.[ ,\/1~ Z x? dx, ... dx,_,
By-1

- 4_[ VI o (eI )™ fi= S Bt} Oy W e By
10,1[ * By -

= 4(]; 1 = rf_.l(r,,_l et dr,,_,) (jn,,..,jﬂml(s“m’ L 1 . . ds,,_.).

D’autre part on a

; n—12 (!’,, 1) l_ 1
J.o( -1 dr"*l_[n-l ]D—Eﬂ-_—I.

En combinant ces résultats et ’égalité (2) on trouve

1
- _2.n-2 Up—y(n — 1)
v, = 4([0 1 = A dr) 5

E
=2n—1v,_, I V1 =2/ 2 dr,
0
40 Pour tout entier positif k, posons

1
I,‘=J. vi—r*rar.
0

Si k > 2, on a aprés une intégration par parties

i o
J,,=j V1= 2 kdr
o

-1
=[_“er a ‘.3")‘/1”] [(k—l]ﬁ 20 — ) J1 — 12 d
=£(—3 j. «Jl—rdr—»—S jr"‘\/l-—-rdr
et par suite
k+DL=(k—-1D1_,.
On a

1 - /2 n/2
Io=le—r2dr:|- cos’ﬁ‘dﬂ:'[ _l,.iﬁ'i__.mdng
0 « 0 i} 2 4
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et

I, = J;Jr-ﬁrdr=[—%(l - rz)\/'l——_?]] =%.

0

Si p est un entier positif on obtient

@p-1)@p—-3..1, @p—1)@p—3)..1 =

=@y +D2p.4 1 @p+DIp..4 3
et

I _(2p)(2p—2) 2, _2p@p-2..2.1

REAR 2p+3) .. ! Qp+3)..53

En portant ces valeurs dans I'égalité (3) on trouve

2p-—1..1
=22p — 1) vy,y I3p—2 = V2p—1 _fiﬁ)—ﬂl_Z_

. 2
Viprs = 22 D) 02y Lot = 2020 5o Ly 3
et par suite
@P—U @p-2..2 _T
o= OGSy 2Ty g e T e
. @ep.2 @p-1..1 _ 2=
Vot = A X B @R w2 et T Pl w0

Calculons v, et v, On a

+1

Il

¢ =1

vy

Jl X3 1 e -
dx,dx;—-ZI dxzj ___dx1=4[ V1 — x2dx, = =.
0

2
< B» 1-—x3

On obtient donc finalement

P!

Y= =122 p!

et

2P 2p+1np
Yt TR .3 @p+1)..3.10
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4.21 Calculer P'intégrale curviligne

J’ (x — y)dx + (x + y)dy
¢

ol C est le segment de droite qui joint le point de coordonnées (1, 0) au point
de coordonnées (0, 1).

Joltion  La courbe C peut étre représentée en fonction du paramétre 1 qui varie de
0 a1 en posant
[ x=1—1¢

y=t.
On a alors

dx = — dt

dy = dt
et on obtient

L(x — ydx + (x + y)dy = r[(l - —f(—d) + [(1 — 1) + {] dt

1
=I 2tdt =[*1A =1.
0

4.22 Soit C I'ensemble des couples (x, y) de R* tels que 0 < x < let y = 2 x%.
Calculer

j x2ydx + (x% = yH)dy.
c

Solution  Ona
dy = 4 xdx
et par suite

1
[ xzydx+(x2—y2)dy=j x2(2 x?) dx + (x* — 4 x*) (4 x dx)
C 0
1
=j (=16 x° +2x* + 4x%)dx
]

_ 86 25 4]1_ 19
‘[ 3Y fgE Y] S
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4.23 Soient p un nombre réel strictement positif et C le cercle d’équation
x* + yt=p*.
Calculer

j ydx + xydy.

C

Solution Le cercle C admet la représentation paramétrique

= 1
{" REes 0<t<2n.

y=psint

On a alors
l dx = — psintdt
dy = pcostde

et par suite
Zn

J. ydx + xydy = (— p*sin®t 4 p? cos® tsin 1) dt
c 0

2n 2n
21— ;
= p? j o dt + p? I cos” t sin t dt
0 0

2
d 25 3 2n
_ 2|82t t :_mﬁj] -
“’[4 zL+p T g M
4,24 Calculer la longueur du segment de la courbe d’équation y = ch ¢ dont les

extrémités ont pour coordonnées (0, 1) et (2, ch 2).

Solutien La courbe admet la représentation paramétrique

[ x() = ¢
| =gy TRERD
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La longueur / de la courbe est

e B
I= *».f[:v«:'(t)]2 + [y'(©]* dt = j V1 + sh? 1 dt
0 o

-t

5 o |
= | chtdt=[she]§ =sh2 ="
~ 0 2e
4.25 Soit C le cercle d’équation x* + y* — 2y = 0. Calculer en utilisant la

formule de GREEN-RIEMANN, I’intégrale curviligne

j xy?dy — yx*dx.
c

Solution  Soit D P'ensemble des éléments (x, ¥) de R? qui vérifient I'inégalité
x4y -2y <0.
D’apres la formule de GREEN-RIEMANN on a

. K J
xytdy — px?dx = —xz———xz]dxnd
Ly y—y _Dax(” By( yx°) y

™~

= | (* +yHdx A dy.
D

Soit D' I’ensemble des couples (r, ) de R® tels que
O0<b<n et 0<r<2sinf.
L’application g = (g,, g,) définie pour tout élément (r, 6) de D’ par
gl(r, 0) = rcos @
gi(r, 0) = rsin 0
est une bijection de D’ sur D et on a

_Q(gn g2)

pir,o) |~ "
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On a alors

j (x’+y2)dxndy=j r*dr A dO =
D o

n 2sinB r
=j dGJ- r3dr=4j sin* 6 d@
[1] 0 ]
=4j (l—coszﬂ)sinzﬂdﬂ-:alj (sin? @ — sin? 0 cos® 0) d0
o 1]

cosZG cos40—1
4J ( 2+———-8 )de

__4[_ sin2_9+ﬁ+sm4tj_§?]“ 3=
i 4 2 32 gly 2™
D’ailleurs en utilisant la représentation paramétrique suivante de C

x = COst
[ 0<t<2nr

y=1+sint

on peut calculer directement

2n
J‘ xyldy — xydx = (2 cos® tsin® t + 3 cos® tsin ¢ + cos®t) dt
c 0

- o
5

4.26

Soit D I’ensemble des éléments (x, y) de R? tels que

0O<x<l, O<y<lI et x*+y*>1.

Calculer en utilisant la formule de GREEN-RIEMANN

Xy
dx A dy
J-n (1 + x* + y?)?

Solution

Soient C, le segment de droite dont les extrémités ont les coordonnées (1, 0)
et (1, 1), C, le segment de droite dont les extrém:tés ont pour coordonnees
(1, 1) et (0, 1) et C, I'arc de cercle d’équation x* + y* = 1 limité par les points
(0, 1) et (1, 0).
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Soit @ la forme différentielle définie en tout point (x, y) de R? par

1 x
Dyy = - T

- dx .
214 x%4 )

On voit aisément que

Xy
(1 + x* + ¥

Aoy = dx A dy.

D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN on a

xy
dx A d =J.  + o + w .
v[l'} (l -+ xz + yz)z 4 Cy Ca Cs

Le segment C, admet la représentation paramétrique

{x=1 0D<t<
y=1

par suite on a

w=~0 car dx = 0.
Cy

Le segment C, admet la représentation paramétrique

{x=l-t O<t<l1
y=1
et on obtient
. l(l_t}(_ dt) .I. 2 1 l 2.
W= = =—-|Log(2+( —1 = - Log —
L, Lz 54— 1 4[ - e a B3

L’arc C; admet la représentation paramétrique

x = sint -
O<t<—

y =cost £

et par suite

*/2 | cos1sint 1 [sin?f]™* 1
o=1 33 3ol °F
Cs 4] 0

On a donc finalement
2

xy 1
dxdy=—(2L0 = -I—l).
J‘julfl~I*.1c2-l~y2)2 8 g3
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4.27 Soient a et /i deux nombres réels strictement positifs. Calculer Paire de la
surface S définie par

S={(,p.eR|x* +y* —az=0 et 0<z<h}.

Solution La surface S admet la représentation paramétrique suivante

x(r,0) =arcos 0<0<2m

y(r, 0) = arsin 0 0“:’{\/2-

z(r, ) = ar”

On a alors
D(y,z) | asin@  arcos@ | 3 ) »
D(r,0) | 2ar g | S—RE Tt
D(z,x) _| Z2ar 0 N -
D(r,0) | acos@  —arsinf | 2a”r"sin g
D(x,y) _|acosf  —arsinG| o
D(r,0) | asinf arcos@ | =

Si on pose

D =]o, \/g[x 10, 2 [

I’aire A de la surface S est égale &

A= j J(—2a% rPcos 6) + (— 2a° r*sin ) + (a*r)*d dO
D

2n '\,"'l'r_m 3 —
=(j dﬁ) \/4.:14 r* + a* r?dr

o 0

Vile
=2'n:a2_[ Vart +1rdr
0

=27Tﬂz [1.2(4 rZ o 1)3!2 'V.h_;'a
8§ 3 .

e l( h )3’2__1_]

= 2 na [12 4a -+ l‘ T

= 2
a 32 _ a
; 4h + a) <

pid
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4,28 Soient a et ¢ deux nombres réels strictement positifs, et S ta surface dont
I’équation est
2 2 2
X"+ y _
2 +—5-1=0

1° Calculer l'aire A4 de la surface S.
20 Calculer le volume V délimité par la surface S.

Solution 19 La surface S privée des points de coordonnées (0,0, ¢) et (0,0, — ¢)
admet la représentation paramétrique

x(0, h) = g Je? — h? cos 6

0<<b<2n
w0, h) = S\/ci‘ — h*sin 0
—c<h<e
L z(0,h) = h.
On a alors
— ah a /-
——_sin# CJe? — hcos®
g((yh,g= c\/c — e c
r I 0
=—i\/c2 h? cos @
1 0
Dh,0) | — — % _cos0 —%\c® — hPsind
c\/cz—hz c
=—-§ ¢ — h?sin @
: --T_aﬁ__cosﬂ ~2%Je* —n?sin@
D(x, y) e \/cz i % c
D(h, 0) — N PR
( i s _ sin @ a2 — hrcos@
eNe? — h? c
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Sionpose D =]—c¢,¢c[ x J0,2n[ona:

. 2 5 >
Azj \/(—?\/cz—hzmsﬂ) +(-g"’j€2—hzsinﬂ) _i_(_ﬂ_zh)
D C / c

c
o x dh do
+c az ad-
=2‘J’EJ_C ;z—(cz_hz}“l‘ghzdh
e [ A o
=2naj J1 + L L dn.
- c
Si ¢ = ¢, on obtient immédiatement
A=4na*.
Supposons a > c et effectuons le changement de variable
2 _ 2
V_/q._‘z—c-— h —— Sh # N
c
Si on pose -
2 _ 2
M = Argsh Ja £
on obtient
2 M
fise 2H0ET j J1 + sh? pch pdu
Jat —c J-m
2 +M 2 +M
=_%m:wﬁj‘ cthd;L:‘z-_?Eac _I !—+Ch2’ud,u
Ja? — & /M Jat — % M 2

—-M

- iﬂiacz E+ sh2p:] +M
4

2
=%?%(M+shMJ1+sh2M)
a —c
2 2 2
- 2_““':;Jlm-gsh————\'f':I £ inate
Ja* — c

Supposons a < c et effectuons le changement de variable

2 2
¢ —a

(.'2

h=sinv.
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Si on pose -

3 2

i = Kt =2
C
on obtient
., rN e e e N
A=—-@c:r x/‘l—sinzvcos vdv—-z_?rf_j cos’ v dv
\:’cz—az“” \/c —a =N

hﬁ-—;-uw 2 x/cz—az

2mac® (¥ 1 +cos2v v__Z?Ez_E_i_sinZv]”
4 —-N

2 mac” [N+smN\/1 — sin? N7

‘\/C —ﬂ

2 nac’ = #

\/2 —A - 4+ 2ma”.

C—ﬂ c

En résumé, on obtient les résultats suivants :

fm
a<c A= Z'rmc A sin ¢ -f--+2:'|:|:12
Vet — a? ¢
a=¢c A=4nd
JZ 2
a>c¢ A=.L_mz£~-——h sh—- ] + 2 na
Ja? — c? ¢
20 Posons

2 2 2
U-_-((x,y,z)ER3|x +2y +z—2<1}
a c

U!=[(r,ﬂ,k)eR3|0g9<2n,-c<h{c,Oc:r-::‘c_l,fcz_hz].

L’application g = (g, &2, £3) définie pour tout élément (r, 0, h) de 7 par

g(r, 0, h) = rcos @
g,(r, 0, h) = rsin 0
gS(rv 9‘: h) = h

est une bijection continue de U’ sur U. On a

cos —rsinf O
D(‘Dg(l’ %2’}?)3) =5 Sll'l 9 ¥ COS 3 0 e
r! 3 0 .0 '
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Par suite on obtient

V= J- dxdydz=j rdr df dh
U v’

2n c {aj'c)v"f-:z_—ﬁ
= (I dﬁ) (J dh J r dr)
0 = 0

c 2
=2nj 2 (? — h*) dh
—c2£‘2( )

2 1.37¢ 2
=Jr[azh-'a hz] =2n[a2c—q—c]
3(.' —c 3

_4‘.‘: 2
= 3“ﬂ C.
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FONCTIONS
DE VARIABLE COMPLEXE

5.1

Soit f une fonction de C dans C. Démontrer que si f est holomorphe, les
conditions suivantes sont équivalentes.

() f est constante.

(ii) Re f est constante.

(iii) Im f est constante.
En déduire que la fonction g définie sur C en posant pour tout nombre com-
plexe z, g(z) = | z | n’est pas holomorphe.

Solution

Posons f(2) = f(x + iy) = P(x, y) + iQ(x, y). Puisque la fonction f est
holomorphe, nous avons
P 8Q ¢ 9P _ 90

x_dy © ¥y x

1] est clair que (i) = (ii) et (i) = (iii).
Démontrons que (ii) = (i). Puisque Re f est constante, la fonction P est
constante et donc

0P oOP

TR
Par suite

612 a0

vy " O
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ce qui prouve que la fonction Q est constante, donc la fonction f est constante.
On démontre de maniére analogue que (iii) = (i).
Si la fonction g est holomorphe, alors comme la fonction Im g est constante
et vaut 0, Ia fonction g est constante ce qui n’est pas, donc la fonction g n’est
pas holomorphe.

5.2

Soit f une fonction holomorphe de C dans C. On pose pour tout élément
z=x+iy de C, f(z) = P(x,y) + iQ(x, y). On suppose quil existe des
nombres réels a, b, ¢ non tous nuls, tels que I'on ait aP(x, y) + bO(x, y) = ¢
pour tout élément (x, y) de R2. Démontrer que f est constante.

Solution

Pour tout élément (x, y) de R?, nous avons

P 20
aa(x'y} -+ bwﬁ—x(xsy) =0

et

oP 20 B
“ny("’y)+ b—a;(x,yJ—O-

Comme la fonction f est holomorphe, nous avons
oP a0 LY
HEN =7, & x. ) =—7-Y)

d’ou

oP a0, . _
aa(x- 3} # ba(ﬂ% » =0

aP 00 i
( ba(x,y)—aa{x,y)— 0.

Or a ou b est non nul, sinon a, b et ¢ seraient nuls ; donc le déterminant du
systéme précédent est non nul et ce systéme admet une seule solution

Dol

par suite les fonctions P et @ sont constantes, donc la fonction f est constante.
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5.3

Soit r un nombre réel strictement positif ; pour chaque entier # supérieur
a 1, on désigne par y, (resp y) I'application de [0, 2 ] dans C définie pour tout
élément de [0, 2 n] par

1.() = (1 — %) re*  (resp ¥(t) = re").

Soit f une application de C dans C continue sur le disque fermé de centre O
et de rayon r. Démontrer que

jf(z)dz - i | feyas.

st Joy,

Solution

Nous avons

j f(z)dz = ri & f(re®) e d
¥ o

| r@az=rift=2) [ s(r(1-2)er)erar
D’otr
[~ [ s =i [ren o~ - ) s
par suite
<o e~ (o- -
Nous avons

]f(r e) — (1 - ;ll)f(r(1 = ;)e)
fre®) —f(r([ r é) ai,)

Comme la fonction f est continue, la fonction g définie sur le rectangle
R = [0, ] x [0, 2 =]
en posant pour tout élément (p, t) de R
glo, t) = f(pe")

Lf(Z) dz - Lnf(Z) dz

<

1

< w2l (-3
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est continue. Cette fonction est donc bornée et uniformément continue, par
suite pour tout nombre réel a strictement positif, il existe deux nombres réels
strictement positifs &, { tels que pour tous les couples ((p, 1), (¢, 1)) d’éléments
de R vérifiant | p — p'| < &et|r—t'| <, on ait

| fpe") — f(p' €)| < .

Soit £ un nombre réel strictement positif ; il existe alors un nombre réel stric-
tement positif » tel que si | p — p’ | < 1, on ait pour tout élément # de [0, 2 7]

£
4 qr’

i i
| foe®) = f(p' M) | <
Il existc donc un entier n, tel que pour tout entier n supérieur a n,, NOus ayons

r—(l —%)r

alors pour tout entier n supérieur a n,, on a

f(re") —f(r(l - %)ei')] < 4—;.

<1,

)

La fonction f étant bornée sur le disque fermé de centre O et de rayon r, il
existe un entier 1, tel que pour tout entier n supérieur a n, et tout élément ¢
de [0, 2 =], on ait

1

(- 9“)\ .

Si # est supérieur & sup (n,, n,), alors pour tout élément  de [0, 2z], on a

S —f (*‘(‘ -1 % % i
par suite
j:g f(re" mf(r(l — ﬁ) e")k dt < :-:
d’olt

< E.

|~ f@dz — | jyaz

Pour tout nombre réel e strictement positif, 'entier ny = sup (n,, n;) est tel
que pour tout entier n supérieur a ng, on ait

< E.

[ rere- | s
Ceci démontre que
lim f(z)dz = j f(z)dz.

n-r koo ¥n
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5.4 Soit f une fonction holomorphe de C dans C. Pour chaque élément z de C,
on pose f(z) = P(z) + 1Q(z) o1 P et Q sont des fonctions & valeurs réelles.
Soient a et b deux éléments de C ; on définit la fonction F de R dans C, en
posant pour tout nombre réel ¢
f(b + (a — b) r)

F(r) = S e

12 Calculer en fonction de dP/dz et dQ/dz, les dérivées par rapport & ¢
des fonctions R et [ définies sur R en posant pour chaque nombre réel t.
R(t) =Re F(t) et I(t) =Im F(r).

2¢ En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires aux deux fonctions
précédentes, démontrer qu’il existe deux points ¢ et d du segment joignant a2 b

tels que
f@ 1) = @ - B(% @ +i%2@).
Sofution 1° Pour tout nombre réel #, on a
_P(b+(@—-by
R(t) = il
et par suite
d P(b — b)t 1 dpP
FO-5 “(—%(—f*r}*) - (EE &+ -a ’)) :
a—(b +(a@a—b)t)= u(b + (a — b)1).

Nous avons de méme

dr

a(1t} = —= (b +(a — b)1).

20 Puisque la fonction f est holomorphe, les fonctions P et Q sont continues
et différentiables donc nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements
finis aux fonctions R et 7 sur 'intervalle [0, 1] ; par suite, il existe deux élé-
ments @, 8’ de ]0, 1] tels que

R(1) = RO) = 5 ©)
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et
dr
(1) - 1(0) = a;(ﬁ')
ce qui peut s’écrire
f(a) — f@) _dpP _
Re(———-—a_b =)= dz(b+(a b) 6)
fla)—f (b)) _ 40 T
lm(m~————a_b ——dz(b+(a b)0').
Comme 6 et @ appartiennent  I'intervalle ]0, 1[, en posant
c=b+(a—b)o et d=b+@—-bb,
il est clair que les points c et d sont sur le segment joignant a et b et que
f(a) -*f(b)) _dpP
Rll:3( a—>b ~ dz ©
fla) - f(b}) _do
Im( a—Db T dz @
d’on
fl@) — f) _dP . .d0
a—-b dz(c) e dz(d)
soit
dP d
j@ -1 =@ - D[ + 19|,
5.5 Soit f une fonction complexe définie et continue dans un ouvert D du plan

complexe. On suppose qu'il existe un point a de D et un disque de centre a
et de rayon r contenu dans D tels que

Ir

f@) = 5 fa+ pe)do

et

lr@| <|r@|
si0<p<gret|lz—al<r
1° g) On suppose que f (a) est un nombre réel positif et on pose pour tout
élément p de [0, r]

M(p) = sup |fla+ pe)|;

0=@<2n
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démontrer que

M(p) = f(a).

b) Pour tout élément z de D, on pose g(z) = Re ( f(a) — f(2)). Démontrer
que pour tout nombre réel ptel que 0 < p < r,onag(z) > Opour|z —a| =p
et

2n
j gla + pe)do = 0.
0

En déduire que g(z) = 0 pour |z — a| = p.
20 Deéduire de ce qui précéde que f(a) = f(z) pour |z — a| < r.

Solution

1° a) Nous avons par définition M(p) < f(a). Comme
1 2r .
f@=5_\ fla+pe)do
n Jo

nous avons

1

fa) = |f(ﬂ}] T

2n
j fla + pe“’}dﬁll

d’our
2r

2r
1@ < 5= | Is@+ pe9] a0 <5 T MG do = MGy

O

Par suite M(p) = f(a).
b) Comme f (@) = 0, on a pour tout nombre complexe ztel que | z — al = p

g(z) = f(a) — Re f(2)
par ailleurs | f(2) | < f(a) donc Re f(z) < f(a) et g(z) > 0. On a

2n 2=x
[.;, fla+pedd =2nf(@)=| f(a)dd
o [#]

d’ou
r [f@ + pe*) — f(@)] db = 0
donc
r Re[f(a + pe) — f(@)]df = 0
soit

2n

gla + pe®do =0.
0
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La fonction g est COntzinue et positive sur le cercle de centre a et de rayonp,
n

donc le nombre réel j g(a + pe'®) df nest nul que si la fonction g est nulle
o

sur ce cercle, d’ol1 g(z) = O pour | z — a| = p. Il en résulte que Ref(z) = f(a) -
pour | z—a|=p et comme|f(z) |<f(@), on a f(z)=f(a) pour |z—a|=p,

20 Sif(a) = 0, alors comme | f(z) | < f(a),onaf(z) =O0pour|z—a|<r.

Si f'(a) est un nombre complexe non nul, la fonction h définie sur D en posant
pour tout élément z de D, k(z) = [ (2)/f (a), vérifie les hypothéses de la ques-
tion 1°, donc pour tout nombre réel p tel que 0 < p < ret tout élément zde D
tel que |z — a| < p, ona h(z) = ha) = I,donc f(z) = f(a)silz—a| <r.

5.6 Soit f une fonction complexe définie et analytique dans un disque ouvert D
de centre O. Soient z,, 2, ..., Z, les zéros de f d’ordres respectifs py, P2, s P
Soit y un chemin fermé de D ne passant par aucun des points zy, Z3; <y Zpe
Démontrer que si #(y, z;) désigne lindice du chemin y par rapport az;ona

1 [ @, _ 3
7 ), 1@ 4T K e

Solution  Puisque f est analytique, il existe une fonction analytique ¢ définie sur D
(¢f. C. E., Ch. 9, § 1, n® 157) et ne s’annulant pas sur D telle que I'on ait pour
tout élément z de D

f@)=(z—z)"(z — z,)? .. (7 — z,)™ ¢(2)
d’olr
1@ By B P 9

= +—2— - .
) z-z -1 z—z," 92

Comme ¢ ne s’annule pas sur D, la fonction @'/ est holomorphe sur D, donc

par suite
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Mais par défnition de I'indice d’un chemin on a

= E - s,

2ix ), 2~z
d’or
1 j' f(2) -
- dz = F(y, z;) .
2 in 4 f(z) 1; Pi (‘P i')
5.7 Soient a, b deux nombres réels strictement positifs et I' ’ellipse d’équation
2 2

X il =1.
a® b

Trouver un chemin y dans C d’image I et calculer
[ &
y Z

r“ dt _2m
o a*cos’t + bsin®t ab

En déduire que

Solution  Pour tout élément ¢ de [0, 2 #1] posons
1(t) = (@cost, bsint).

Il est clair que I'application y est différentiable sur [0, 2 n] et que, lorsque ¢
parcourt [0, 2 =], y(t) parcourt I.

La fonction constante de valeur 1 définie sur C est évidemment holomorphe
donc la formule intégrale de CAUCHY donne

j E=2i:ct
< o

car Pindice du chemin y est 1. En posant z = acost + ibsint, on a

dz=(—asint + ibcost) dt
CALVD. — Exercices d'analyse 1% cycle, 2¢ année et Spéciales MM* [
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~ ), acost+ibsint

2r = -
== sin ¢ co
j' d: J asint + ib Stdt
¥

B r" (b* — a®)sintcost + iab .

0 a?cos®i + brsin®t
Zn H
sin £ cos t
=(b2—az)j — ———dt +
a‘cos“t+ b sin”t
2= d.f
+iabj - N
o a“cos“t 4+ b sin“t
ef comme
dz -
j — =21
y B
ona
2 2 (*  sintcostdt o
@ —a’) % e 3 2
o a‘cos“t+ b sin“t
et
s dt
iab'[ T E T = 21in
o a‘cos”t+ b°sin"t
d’ou
r" dt 2=
0 azcoszt+bzsiﬂzt ab
h.8 Calculer les intégrales suivantes
a) j‘ zdz
¥i

y, étant le chemin défini sur [0, 7] en posant y,(6) = e'®.
b) j (z + 1)dz
72

v, étant le chemin défini sur [0, 1] par y,(t) = 1 +i)e

@ J ’ s

75 étant le chemin défini sur [0, n/4] par y5(6) = ™.
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Solution @) Ona
j Edz=j e e d = in
b)ona T1 0
1
_[ (z+l)dz=j [(L+ D+ 1](L+D)de
¥z o
1 1 1
=I [1+i(2£+1)]dt=_[ dt+ij (2t 4+ 1)det
o 0 0
d’onr
[ (z+ 1)dz=1+2i.
¥z
c)
j' dz J'""" ie’do .J"‘""‘ e'’do
- = —_— = —_—
ral+zz I A o 1 4 &
Mais )
& % 1
1+e* e ™4e 2cos0
d’ou
j‘ dz __ir‘” do _iJ‘“"“ do
731+z o 2cosf 2 Jo cos@’
Posons sin 6 = u, il vient
J-n:,'-l! ae jv’in [l 1+ ] V272
o cosf o 1—u? L2 l—
2 2 -2
et par suite
j‘ dz2= Lo 2+J2.
‘r_;l.+z 4 2—\{2
59 Soient A4, a deux nombres réels strictement positifs et soit y I’ensemble des

nombres complexes z tels que (Rez =4 ou Rez= — A) et (Imz =0 ou

Im z = @). En calculant j e~ dz, démontrer que
¥

+4 A
lim g MY gy

A=+ —A

existe et est un nombre complexe indépendant de a.
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La fonction f définie pour tout élément z de C par f(z) = e”*" est holo-

morphe donc j e~ dz = 0. En posant z = x + 1y, on a
¥

A o
j e dz = j e ¥ dx +i j g~ AT 4y 4
y ~a

0
-4 s 0 )
+j. e” i dx + ij ¢ A gy, (1)
A o
On a
] @ . . 2 a
j e—(d-l-iy)z dy = j e—.d +y2—2idy dy = e—A I ey:—'ZIA}' dy
0 4] 0
mais
o o 5 o
je’ﬂ_zj"dy’éj|e"-z“’|dyﬁ§jeyzdyéae‘"z
1] 0 0
donc

a
lim j e M4t gy = 0.
A+=—rm o
On montre de méme que

0
lim j A+ g = 0.
a

A=+

4 iay?
j e—m+m)dx
—A

A . 2 A
I e~ —a’) gy — J. e dx
—A —-A

D’autre part, on a

A
[ o
—4A

mais

A
et nous savons (cf. exercice 4.16) que j e~ ** dx posséde une limite lorsque
—A

A
A tend vers + oo, donc _[ e +ia? gy posséde une limite lorsque A tend
A

vers + oo, par suite l’égalitg (1) donne par passage a la limite
A -4

+ o . =il 2
0= lim e dx + lim g~ T HET gy
A=+ o —-A A=+ A
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d’ol

A A _
lim j- e Uit gy —  lim j‘ e ¥ dx = Jr
—A —A

A=+ w A=+ m

A
donc lim [ e~ *+io? gx existe et est indépendant de a.
A=+ J — 4

510 Déterminer les points singuliers des fonctions complexes f et g définies par
2 3
z:+1 z- + 1
) et " —
1) 2t -1 8 z(z — i)’

Calculer les résidus correspondants.

Solution Les points singuliers de Ia fonction f sont les nombres complexes z vérifiant
z* — 1 = 0; ce sont donc les nombres z, = e*'*™* ol k est un entier tel que
0 < k < 3. Ces points sont des pdles simples et on a (¢f. C. E., Ch. 9, §1V,

n° 170)
Res (f, 7)) = "i:;‘-
pour 0 < k < 3.
D’oui
Res(f,1) =1 Res (f, €2"*) = 0
Res(f, — 1=~} Res (f, €% = 0.

Les points singuliers de la fonction g sont les nombres complexes z = 0
et z = i. Le nombre 0 étant pdle simple, on a

3
Rl )= Tz o- 2 2 o _ g

z=0 Z(Z = l]3
Le nombre i est un pole d’ordre 3. Posons z — i = 7 ; alors on a

2+ _ (iP+1
20z — i) (40P
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et le résidu de g au point z = i est donc le coefficient de #? dans le développe-

3
ment de TAYLOR en ¢ au point O de la fonction {—tt—l}_;—l .Ona
L+ @+ _11-i-3e4+3i*+7°
t+i 0 i 1—ir
-_-%(1 —i=3t+3i2+ )1 +it — £ + o(t?))
1 : ; . :
- i-[(l — D+ (=2+Dt—(01 =i+ o(t?)].
Donc
Res(g,i)=!i-(i—l)=i+l.
511 Calculer par la méthode des résidus lintégrale

J‘Zu dﬂ
o (2 + cos B)*

Solution  Considérons le cercle y de rayon | centré en O. Posons z = ¢ ; alors
1/z = ¢~ donc

c036=l(z+1) et dz=1ie"des.
2z z
II vient
r“ do _J dz
z 2"
T o T
2 z
Soit f la fonction définie par
1
f@) = ;-
> (z+3))
zZf2+ 54z + -
2 z
On a
4z 4z

O T TG e =
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Les poles de fsont z; = — 2 — /3 etz, = — 2 + /3. D’aprés le théoréme
des résidus, on a

J.f(z)dz =2riR

(¢f. C. E., Ch. 9, § IV, n°® 170) ol R est la somme des résidus de f relatifs aux
pdles contenus dans le disque unité. Seul le pdle z; = — 2 + /3 est contenu

dans le disque unité. Calculons Res(f, z,). Posons t = z — (— 2 + \/5);
nous obtenons

4r—243)_ 1 41-2+3)

f(z)=(r+2\/§)2ﬁ_r 1244./3t+ ¢
_1 4@ 2+J3 =rL_tu2+J"
3 121 t ) B 1 4
+- + +-—-r+ﬁ
e B —2+J')( mﬁm-a(x))
3 3
—-BL( 2+\/§+———t+o(t))
et par suite
2./3
Res(ﬂzz}=—9\/—
d’ou
Y. ( 1( 1)) 9
1z{2+ 5z + -
2 z
soit
r"_di_;‘_ﬂﬁ
o (2 + cos 6)? 9

512 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

J"‘"z df)
I= —_
0 1+sm 6
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Effectuons le changement de variable défini par 8 = n — 8 ; on trouve
r” d6 j A
o 1+ sin*@ w21 + sin® @
d’oll
1 J‘ a de
I = = — —y
2Jo1+sin”"0
De méme en effectuant le changement de variable défini par 6" = 7 + @, nous
obtenons
jﬂ. da L jZn - den -
o1+ sin?0 « 14 sin®8"
par suite

_;j!ﬂ- dgh“
4 Jo 1 +sin*6

Si y est le chemin défini sur [0, 2 7] en posant pour tout élément 6 de [0, 2x},
() = (cos 6, sin ) et si on effectue le changement de variable z = ¢, ona

dz = iz d@ et sin9=l.(z-1);
2i z

par suite

r" de _J’ dz
o 1 +sin*@ ,..[ 1( 1)2]
1Z -

I—Z zZ — -
__,fj o zdz
i Jyz¥—622 41
La fonction f définie par
z
@) = - ~
! A —622+1

admet quatre pOles simples réels,
zl=l+ﬁ 22=—l"“\/§-

23-_—”1—'-\/5 Z4=""1+\/§.
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Seuls les poles z, et z, sont intérieurs au disque unité. Calculons les résidus de la
fonction f aux points z; et z,. On a

Z3 1 —1
Res (f, z3) = — ==
(7> 23) 42312z, 4Gz2-3) 8.2
1 1
Res ’z = — = e——
Us 24} 422 — 3) 8.2

D’aprés le théoréme des résidus, on a

zdz ;
L T = ; = 2 ni[Res (f; z3) + Res (f, z4)]

i
__;f/i'
Orona
j“fz_@‘ﬁ=_ﬂj zdz
o 1+ sin*8 iJyz*—622+1
et par suite
I=mn.2.

B.13  Calculer par la méthode des résidus Iintégrale

J-'I'wl d_x_
st b A

Solution Soit f'la fonction définie par f(z) = 56 :_ T Les poles de la fonction f'sont les

]

ol k est un entier tel que 0 < k < 5.

Soient ¥ un nombre réel strictement supérieur a | et I', le chemin de Cconsti-
tué du demi-cercle supérieur 7, de centre O et de rayon r et du segment [—r, +r].
On suppose I', orienté dans le sens direct. Les seuls pdles de la fonction f

nombres complexes
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contenus dans le domaine limité par I', sont z,, z,, z,. D’aprés le théoréme des
résidus, on a

2
j f(z)dz =2mi ) Res(f, z)
Fs k=0

soit

J f(;:)dz+.|-r f(x)dx-—-z-.-:iz Res (f, z,) -

On a pour tout entier k tel que 0 < k < 5,

Rw(f,zu)-ﬁiz: -
d’ou
kio Res (f, z) = — %(eln.fﬁ + ein/2 4 gisnls)
= —é(l +25in§)= = %
On a donc

j._ fx)dx = ? - L f(z)dz.

Nous savons que
lim I f(z)dz =0
r++w ¥ ¥

(cf. C. E., Ch. 9, § V, n° 172) et par suite

J+mf(x)dx= fm | foydx=2F

r=++om -r 3
soit

5.14

Calculer par la méthode des résidus, 'intégrale

J“!-m xZ dx
o (x*+ 1)
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Solution  Cette intégrale est convergente car le degré du dénominateur est égal au degré
du numérateur plus 2. Soit f'la fonction définie par

les poles de la fonction fsont les poles doubles z; = ietz, = — i.

Soient r un nombre réel strictement supérieur a 1, et I', le chemin de C consti-
tué du demi-cercle supérieur y, de cercle O et de rayon r et du segment [— r, r].
Nous avons alors

j f(z)dz = 2 i Res (f,1).
r.

Calculons Res (f,1). Posons t = z — i ; alors ona

¢+
Z) = —m——
/@) £t + 2i)
Le résidu de f au point i est le coefficient de 1 [tzdans le développement de LAU-
G : [ 4 2
RENT au voisinage de 0 de la fonction }—2%};—:_]2}3? ; il suffit donc de calculer le

coefficient de f dans le développement de TAYLOR au voisinage de 0 de la fonc-

2
tion %%}—, . I vient
(t+i)? ~P+2it—1_ 12 +2it—1
w2 2 T A
(t + 2i) °+4it — 4 4 l—ir—%

_%[(— 1+ 2it + ) (1 + it + o(1))]

=—%[—1+i1+0{t}]

d’oli Res (f, i) = — i/4.
Par suite, on a

T
J.r'f(z) az =7

d’ou

| r@a-7- Lf(ZJ dz.

Comme
lim f(z2)dz =0

r=+ oo =
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(¢f. C. E., Ch. 9, § V, n° 172), nous obtenons

lim j_ f(x)dx = ’2’

r—++ oo

donc
J‘+BD -_xi dx B E
¢ (+22F 4

5,15 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

J‘*"” cos X
———-zzdx
o (1+ x%)

Solution Ona
+ C-OS x 1 + oo |.t 1 + o0 e-':x
X = — 2 E dx ’
0 r1+x} (1+x‘) 2Jo (1 +x%H
Il est clair jue les deux intégrales

+w e +w e—ix
I = ﬁdx el j —-2——2~dx
o (14 x%) o (I + x7)

sont absolument convergentes. De plus
+ 00 —ix —w ix 0 ix
— e
J- —e—zz—dx=j ezzdx:'“‘ — 5 dx
o (1 + x%) o (1 + x%) - (1 + x%)

+ow CoS X 1 + o eix
s apime | o e
o (1+ x%) 2 Jew (1 + x°%)

d’ol

Si r est un nombre réel strictement supérieur 4 1, on appelle I', le chemin formé
du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r et du segment [— r, r]. Soit f

la fonction définie par f(z) = - e 5 . La fonction fn’admet aucun pole réel
1+

et le seul point singulier de f contenu dans le domaine limité par I, est le pdle
double z = i. D’aprés le théoréme des résidus, on a

j f(z)dz = 2xmiRes(f,1i).
r



FONCTIONS DE VARIABLE COMPLEXE 173

Calculons Res (f; i). Si on pose z — i = ¢, alors le résidu de fau point i est le
coefficient de 1/¢ dans le développement de LAURENT de f au voisinage de 0.

Nous avons
it 1)
€
)= ———.
/@ £t + 2i)?
Or
eltt+ 1 e -1 €
2+ 207 e t(—4+4it +1)  det? i b
4
1 [ .
= ——— (1L+it+o®)(1 + it + ot))
4et
1 (1 21 (1))
= |-+ +o|-
del\t* t
donc
. i
Res(f,1) = — e
D’ol
j f(z)dz = Z.
o ¢
Nous savons (¢f. C. E,, Ch. 9, § V, n° 173) que
) Cis
lim f(z)dz =0 car lim =
roto dy -+ (1 + 2%)°
Rez=0
Donc comme
r e e dz n
=gk = ]| e B
-r (1 + x%) v (1 + 2%) e
on a
) 1 e 7
lim j —dx = -
rerm J—r (1 + xz)z e
et par suite
r"" ~ cos x _
o 1+ xH? 2¢
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5.16 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

J'*‘* x2 — 1 sinx

Solition  Pour tout couple (g, r) de nombres réels tels que 0 <a <1 <r,ona

r 2 . z _ r r 2 _ ’
jx21@EM=szlam]+jm4£ri ax.
a X" 4+ 1 & x(x* + 1) a a x(x® + 1)

La fonction cosinus est bornée et comme

Gt
x(x2+ 1) x
lorsque x tend vers + <o,
[ xt -1 r (a* —1)cosa
Im {— ————co = — 5 —
P+ 4o x(x* + 1) a a(a + ])

d’onr

r 2z _ ' r|_ 4 2
a x (*+ 1) al  X*0e3E+ 1) |

|;€j4f+q~1_
(2 + 1)°

Comme

x2

.. + o dx _——
lorsque x tend vers + co, et comme lintégrale " est convergente, 'inté-
a

x* -1

r
XO2 + 1) I)) dx est absolument convergente, donc

gralej COS X (

r 2 "
. x° —1sinx
lim I ————dx
r—+aoo a X° + 1 X
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existe. D’autre part

x? — 1 sinx

i SR = oo S
w0 X% +1 x
par suite I'intégrale
J‘*"’“x:--l_sinxdx
o x“+1 x
est définie. Nous avons
r i —l r 2_1 —ix
J' x? lsmx U x e j‘ xz e dx]
e ol T ox+1x ox“+1 x
Mais
r 2_1 —ix A ix
J' Jc2 e—d.x'=j .xz lf:_dx
ox  +1 x o x +1 x
d’on
r .- r 2 ix
jx lsmxdx J‘:2 le_dx_
ox*+1 x 21 -+ X" +1 x

On appelle I',, le chemin formé du demi-cercle supérieur y, de centre O et de
rayon r parcouru dans le sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle
supérieur y, de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde, et du
segment [a, r]. Soit fla fonction définie par

2 iz
f=5"1<.
Z2+1 z

Dans le domaine limité par I',,, Ia fonction f admet le pdle simple z = i. En
appliquant le théoréme des résidus, nous obtenons

f(z)dz = 2miRes(,i).

Fawr
Calculons Res (f,i). Sionpose z — i =f,on a
a2 ie+i) - . 2
f(z)=-—“+l) .le ....—.1 2+21‘:+:2 off
t(t+2i) t+i et—2+431t+1)
1 (=2 + o) (1 + o1) (1 + o(1))

T 2e t

donc

| -

Res (f, 1) =
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d’ou
2mi
Fayr
Mais on a
f(z)dz = f(x)dx + [ f(z)dz + j Jx)dx + j f(z)dz.
Ia,r -r Ta a Tr
Comme
-] iz
lim 2_2__—1 Y -,
lzj]=+w 2z° + 1 z
Rez=0
on a

lim f(2)dz = 0.

r=++oo Tr

D’autre part on a

lim f(z)dz = — miRes(f,0)
a0 Ya
(cf. C. E., Ch. 9, § V, n° 173).
Calculons Res (£, 0). Il vient

—_ 2 iz s
Fay st R (o1 & BN o) (U a0)
1+ =z Z %
d’oln
Res (f,0) = — 1
donc
lim j f(2)dz =mi
a0 Ta
et par suite
lim j f(z)d2=j f(x)dx+ni+j mf(x)dx_
r-v+ﬂau Ia,r — i i
On en déduit que
T reax =22 g
donc que

2e

.

+o 2 5 _
j' x lsmxdx=n(1 1)=n{2 e)

o x2+4+1 x e 2
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517

Solution

Le but de cet exercice est de czlculer

J-+m xI.:‘;} x2 . l_dx
0 (x* + 1)

1° Démontrer que cette intégrale est convergente.
2° On considére la fonction complexe f définie par

ys 20 =1
(zz + 1)2

Soient a, r deux nombres réels tels que 0 < @ < 1 < r. Onappelle I', , le chemin
formé du demi-cercle supérieur 7, de centre O et de rayon r parcouru dans le sens
direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supérieur y, de centre O et de
rayon a parcouru dans le sens rétrograde, et du segment [a, r]. Démontrer que

ou zna o ' z Il,'.’! ei{Argz}f:"' '

f(z) =z

lim j f(2)dz=0 et lim f(z)dz = 0.

r=+o a=+0 Ta
3° En appliquant le théoréme des résidus a la fonction f sur lechemin I, ,,
+

calculer J. B f(x) dx.

0

1° Lorsque x tend vers + co.

).'.'”3 x2 — 1 " I
(xz 2 1)2 K 1+@/3) d

par suite I'intégrale

est définie comme I'intégrale
.[ + oo dx

i ;H-(z;s]'
20 Nous avons [z> — 1| <|z[*+ let ||z]*—1]|<|z®+ 1], et par
suite
2
{lzll,ﬂ» Iz] +1

2”3 Zz -1
(1z]*—1)

(2% + 1)
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Posons z = r €', il vient

j f(z)dz = j f(re') ire' do

d’ols

[ r@a|<r| lreen|a

donc

n 2 2
“{*PI lfs_jz_.ii_zdﬂ,.—_nrd'!z..rTi.l_z_
-1 r - —1)

j.wf(z} dz

Il en résulte que

lim j f(z)dz =0.
¥r

=+ o0
Nous avons de méme en posant z = a €'

2
43 @ 4

€ 7ma
S -1

Lﬁf{z} dz

lim j f(z)dz =0.

a—=+0

30 La fonction fadmet le pdle double z = i dans le domaine de C limité par
le chemin I',,. D’aprés le théoréme des résidus nous avons

I f(z)dz = 2miRes(f,1).

Far

Calculons Res (f;i). Nous avons en posant z — i=:f

s+ =1
2 + 207

Calculons le coefficient de 1/t dans le développement de LAURENT de f au voisi
nage de 0. Nous obtenons

f@) =@+

@+ )3 =i —in'" = e‘““"(l - '-;- + o(t))

¢ +2) =" +4it—4)=—41—it+ o(t))
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d’oll

el D -1

B2+ 219
— gln/6 it y
- (1 —~ a(:))(— 2 4 2it + o®) (1 + it + o(t)
e™/s ( it )
= (S E
25 3 e
d’oll
in/6
Res(f,i) = — i°
6
donc
oinl6
f)dz ==
Faw 3

Explicitons f(2) dz. Nous avons

.rn.p

@ dz = |

=a

f(z)dz + f(2)dz + j f(z)dz + frf(z) dz .

Face

Mais

¥

j :"f(z) dz = j- (= x)1/3 iel3 (_#:2 5 11)2 dx

= i3 r X173 __Jf_z—_]
s (F+1?

donc
s X =1
(xz + 1)2

Par passage a la limite, il en résulte que

f(@dz = (1 + ™3 _‘-rx dx + I f(z)dz + J. f(2) dz.

r‘g’r

inf6 ] +co 2 A
ne (T < em':',)J' /3 xz lzdx
3 0 (x*+1)
et par suite on a
J“Hn s ¥ =1 T in/6 1
o . (X*+1) 3 1 4 '3



180 EXERCICES D’ANALYSE

d’olr
[T Bl gy x4
0 (x? + 1)° 9
b18 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale
J"I' oo &Og x)z -
o 1+4x%

Solution Démontrons que 'intégrale proposée est convergente. Il existe un nombre
réel strictement positif 4 tel que pour tout nombre réel x supérieur 2 4, on ait
Log x < x'* et par suite

(Log x)2 < _x“z
14 x? 1 + x*
+ o xl,-'z . + o (Log x)z . )
Comme J , T+ dx est définie, L (T-:}:_Jéiidx est définie et par suite

+ 2
j (i‘(jf ;)z dx est convergente. En effectuant le changement de variable
1
1 2 i 2 : + o 2
(Log x) He J (Lpg_u)__(_ CE‘) — j (Log ) du .

0o 1+ x? +w 1 u? 1 u? + 1
u2
r1 2 +ao 2
i (Log x) ; j (Log x) " ;
Donc I'intégrale ju ST dx est définie et P dx I’est aussi.

Soient a, r des nombres réels tels que 0 <@ <1 < r. On appelle I',, le
chemin de C formé du demi-cercle supérieur 3, de centre O et de rayon r
parcouru dans le sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supérieur
7. de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde et du segment
[a, r]. Soit f la fonction complexe définie par

(Log 2)*
14 22

f(z) =

oulogz = log|z| +i1Argz avec 0 < Argz < 2 n. La fonction f admet le
pdle simple z = i dans le domaine de C limité par I',, ; par suite nous avons

j f(z)dz = 2 i Res (f, ).
| .
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Calculons Res(f; i). Pour cela posons z — i = ¢, il vient

[Log(t + )]* [Logi + Log (1 — in]?
w(t+2i) (it + 2i)

_ [im2 + Log (1 — in)]?

s it

Cherchons le coefficient de 1/t du développement de LAURENT de f au voisi-
nage de 0. Nous obtenons

f2) =

1@ =37 (“ %2 + om)(l + ofl)) = % " "G)

donc
Resi(f.1) = -1%-2 ;
Par suite

3
n
dz = — —.
J, reres= -2
ID’autre part on a

f(z)dz = er(z) dz + J.:f(z} dz + L..f(Z) dz + J.:f(z) dz .

Fawr
Mais
. (Log (— x) + i:'r)2
-p l + llC2

::f(z}dz= j dx..

En faisant le changement de variable ¥ = — x, il vient

-a r o2
j Fiydp= [ E0BE A T
-r a 1 -+ Hz
d’on
3 r (L s 32 Lo 2
S WO I CTA [ L e N
Tr Ya a X
On a

j f(z)dz = ir j f(re'%edo
¥r 0

et d’autre part Log (r €'’) = Log r + i6, par suite
| Log(re®)| < |Logr| + 0
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et comme |[z|* — 1| <|z* + 1], on obtient

"|Logr| -+ 6 | Log r | r r
z)dz gr[ —— — ——df < + - 0 do.
L,.f() o -1 et el

Il en résulte que
lim j f(2)dz =0.
¥r

r—+-+ oo

Par un raisonnement analogue, on démontre que

H f(2) dz sm-'-]‘f’-g—“l+Lredﬂ

la® =1 la*=1]| Jo

et comme lim a Loga =0, on a

a-+0

lim j f(z}dz =0.

a—=0

On a d’autre part

j"’ (Log x + in)® + (Log x)zdx i
a ; B T

r 2 r r
=2j (Logx)z—dx—nzj G 2+2inj Logxzdx-
a 1+ x al 4+ x al 4+ x

Par passage a la limite, on obtient

3 + 2 + o + o
_.’%=2j (L_Aggﬂ_.dx_ﬂzj' dx—+2::ij Logx 4

o 14X o 1+ x% o 14 x*
d’ot
j+uo [-ngdx=0
o 1+42x*
et comme jhn ey = Z il en résulte que
o l4+x* 2

I+ * (Logx)” 4 :

T
X =—,
o 14 x?* 8

5.19

Calculer par la méthode des résidus

J'*"” Log x
o Afx(x* + 1)
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Solution

Démontrons que cette intégrale est convergente. Il existe un nombre réel
strictement positif 4 tel que pour tout nombre réel x supérieur & 4 on ait

= 1
\/;

+ e + o
J‘ ~ Logx dx’ - j‘ dx

A JEE+ 1) i Ay

+w Log x
Cette derniére intégrale étant convergente, l'intégrale I = dx
- i g R/ x(1 + x?)?

est convergente.
Nous avons d’autre part si @ est un nombre réel tel que 0 < a < 1

Logx | " ILogx] Hj‘_!_t_agj_ldx,
a Jx(1 + x%)? o fx(x% + 1) a  +Jx

Lorsque x tend vers 0, x'/* Log x tend vers 0, donc il existe un nombre réel B,
tel que pour tout nombre réel x vérifiant 0 < x < B on ait

1

<

1
| Log x | H{‘W

et par suite
| Log x | - 1

\/J_C xa.r‘d-

1
Comme P'intégrale j xdTﬁ est définie, on en déduit que I'intégrale
o

1
J' | OB

o Jx

défini : 1 1 j' LR
st t t 'inté est conve te et
€ nie et par suite que l'intégrale 0\/;“ + PP X onvergente
J‘Hﬂ Log x : .
’est aussi.
o Vx(l + x??

Soient a et r deux nombres réels tels que 0 <a <1 < r. On appelle I',,
le chemin de C formé du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r
parcouru dans le sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supé-
rieur y, de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde et du seg-
ment [a, r]. La fonction complexe f définie par

. Logz .
f(z) SR \/E{l + zz)z



184

EXERCICES D’ANALYSE

ou

logz=1log|z|+iArgz et ﬁ=]z|”2exp|.iél-—2~g—z]

avec 0 < Argz < 27 admet le pdle double z = i dans le domaine de C
limité par le chemin I, . Le théoréme des résidus nous donne donc

f(z2)dz =2xniRes(f, ).
Fap

Calculons Res ( f,1). Posons z — i = ¢ ; il vient
Log(t + 1)

1=z T i+ 2i)
d’or
_ Logi + Log (1 — it)
@ (1 — i) (- 4+ 4i+ 1Y)
_ e—m,fd- o )
==NF (12_ — it + o()}(1 + it + o(t))(l + 2 + o(!})
'_-_e-lu,-‘d. .III_ ] g'__ﬂ:) j
= 412[5 (+4 t + off)
d’out
Res(f) =" (34’? + )
donc

[ reyaz=m1 " (3 +i).

Far

D’autre part on a

J‘r“f(z) dz = J‘Trf(z) dz + J“rf(x) dx + Lﬂf(z)dz + J’:f{x) dx .

i@

En posant z = r e'°, on obtient

j f(@)dz =ri I f(re'®)edo.

Comme on a Log(re®®)=Logr +i0 et||z|>—1]|<|z2+ 1], il en
résulte que

(r em)| < |i:9§?‘i—+€
Vit = 1)?
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et par suite que

j (I Logrl + 6) do

j f(z)dz

ﬁ( F I
d’ou

lim J f(z)dz = 0.

re+to ¥

On démontre de méme que

Ja j"‘
2)dz | € —/——— Lo + 0) do
Irdf() (a® — 1)? o(l gal )
et donc que
lim flz)dz = 0.
a=0 Ya
Ona

[ ~ Logx x=j' Log (— x) + in e

e™? [—x(1 + x%)?

En effectuant le changement de variable ¥ = — x, nous obtenons

*  Logx doc =j' ~ Logu +in
-r Jx(1 + x?)? e Ju (1 + v*y

Par passage a la limite, il vient

g infe (3:r )
i = +i)=

2 4
i T Log x o dx
=(1+€w2)_[ dx+mc“’"2j
Jx(t + X o JX( + %)
soit
ni[+/2 .\/5)(371: .)_
2 (“2" FErva T
+ o0 +m + oo
=j‘ Logx _dx 47 . dx R l.a:)gxd.anc2
0 \/}{1 .5 o Jx(1 + x%) o Jx(1 +'x%)
d’ots

+ oo
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et
[ el ™2
o Jx(1 + x%)? 8
520 Soient » un nombre réel strictement supérieur 2 1, et I', le chemin de Cformé

de P’arc de cercle y, de centre O, de rayon r, d’extrémités r et » ™/ parcouru
dans le sens direct, du segment I, = [r e"?, 0] et du segment [0, r].

1 Démontrer que

lim e ¥dz=0.

r—++o ¥r

20 En intégrant la fonction f définie par f(z) = e™* sur le chemin I,,
démontrer que

+ o0 + o o
. T
coszxdx=j smzxdx=3£-—.

0 /]

+w =
(On rappelle, cf. exercice 4.16, que J e Fdx = l;_n )
0

Solution 1o Posons z = re'’. On a

rrfd

j. e “dz =ri exp| — r’(cos 20 + isin 2 6)] €' d6

e -0

rfd

=ri exp| — r’(cos 2 0 + isin 2 6) + i 0] do

<40

d’ol
r 5 n/4
‘ e T dz érj exp(— r? cos 2 0) do.
4oy 0
On a aussi
n L i
a 4 (-5
j exp(— r-cos 2 8)df = I exp(— r* cos 2 6) df -+
0 0

n

2
s
+ L . exp(— r“cos 2 0)de.
:(-=5)
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Pour tout élément € de [U, g (1 —- %)] nous avons
r

cos28 = cosf(l - l—)
-

donc

2 2 - 1
exp(— r cos20) < exp(— r 5“12;-3"2)
d’oli
J'E(".-_:E)

exp(— r* cos 2 0) dO < j4( ,m ex (— 2 sin )
- 5 p resin ——1df <
2 r¥2

o o

{n i
= Ae)(p = r Sll'l sz

—r2
D’autre part comme e " “*2? < 1, on a

_r exp(— > cos 2 0) df < s
(- k) 4
4 r3f2
d’ol1
Jﬂq. 2 20 de n g 4 4 1
r . exp(— r“cos 2 6) -‘-—1 rexp|\—r Sm2r3"" +,7Ti
mais
r2 sin — -
s ) 2792 g
rexp|\—r szrwz =

ex (rz sin ——— 3 Sin =
p 9 302 L 9 212

Lorsque r tend vers + oo, on a

5 F A
r? sin ~ - 2
aME g
donc
2 -
rosin 2 r3.-*2 1
lim . - =0

r—++om

exp | 72 sin i sin 2
% 2,72 "N
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et par suite

/4
hm r[ exp(— r®cos26)d8 =0
r—=+ oo o

ce qui démontre que
lim j e *dz=0.

F-+ 4 00 Pr

20 La fonction f est holomorphe dans C donc
j e dz=0
I,

d’ol

r

J. e = dz + I e“’dz+[ e ¥dx =0.
I-

r o

Si on pose z = te™*, on a

r

(4]
I e ¥ dz = e™? I e~ df = — giF* [ e ¥ dr.
I

r 0

Par passage 2 la limite, nous obtenons

+ o 5 . 4 0o 2
[ e ™ dx = e“‘"‘I e " dr =

0 0

+ o + oo
= ™" U cos (FF)dt — i I sin (1%) dr]
0

o

+ o +eo
= _‘.};2 j cos (1%) dt + I sin (%) dt +

0 0

+ i(rm cos (1) dt — ]‘:w sin (t%) dt)]

4]
d’olr
+ oo koo
I cos (t%) dt = J- sin (%) dt
0

o
et par suite
+ oo 2 + oo g
Zj cos(tz)dr=--—j e dx=}:-@.
0 J2 Yo J2 2

On en déduit que

+ o + o0
] cos (%) dt = I sin (%) dt = ,\/E
o 0 2




SERIES

6.1

Montrer que les séries de termes général »n%/n! et »*/n! sont convergentes
et calculer leurs sommes.

Solution

Nous avons pour n = 2, avec la convention 0! = |
n__m__n-1+t
1" m-1D! (r-D! (-2 -D!
et par suite
+ o0 nz 1 + oo 1
R Z = NI e V¥

Nous savons d’autre part que
= 1
L
On en déduit que la série de terme général n*/n ! converge et que
+ o 2
n

n=1 n!=26'

De méme, nous pouvons écrire pour n = 3

n’ n’ n“—14+1_ n+1 1

2l m=-Dl_ @m-D! -1 Te=—D!"

—_ 3 1
"ol % T
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et il vient
+ a0 3 3 + o0
R 2 1 1
n;l;_!“ +n;3 +3Z .+";3(H—l)|
D’autre part, nous savons que
+oo 1 + o0 1 1
2w 5 Z (n—zw‘e’]",,; G=T1 "~ =
On a donc
+ oo ﬂ3
g m:] +e+3e—1)+e—2=5e.
Les séries proposées sont donc convergentes et leurs sommes sont respective-
ment 2 e et Se.
6.2 Montrer que la série de terme général u, défini par
M0=ul=uzﬂ0 et un=22_1_
n(n® — 4)
si # = 3 est convergente et calculer sa somme.
: 2X-—-1
Solution La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle —— X2 — 4)

s’écrit
X -1 b
BE=1 B, B
X(x*—4) X X-2 X+2
ol a, b, ¢ sont des nombres réels. Un calcul simple donne

1 3 -5
4= Fgab =gue=—g

Par suite on a pour tout entier N > 3

ézs niﬂnt_L:_(nzs :1) ( ﬁ)__ an+2)

En posant

N
1
SN= Z ;1

n=1
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1M
on peut écrire
¥ 2n-~1 l( 3) 3( 1 j
————=—syn =)+ =lsy — —————) —
,,:.23"("2_.4) a\" 2 g1 N=1 .N
....E( + 1 + 1 _1_1_1_1)
8V " NT 1 NP 273 3

"_E_EGthLJ_i( Ly A _3%
=-ggWwtryoi) T sWWritNaz T o)

d

1 1 1 1
Lorsque N tend vers + oo,E,-i-F—_—ltend versOetN_l_ 1 +N+2ten

vers 0. La série proposée est donc convergente et a pour somme 89/96.

6.3

Solution

Considérons la série de terme général défini par 1, = 0 et

1
o, =

S i cny = "l

a) Montrer au moyen d’un théoréme de comparaison que cette série est
convergente.

b) Retrouver ce résultat en calculant sa somme.

a) La série de terme général u, est une série 4 termes positifs. Lorsque n
tend vers + oo, u, ~ 1/n* et 1/n® est le terme général d’une série de RIEMANN
convergente (cf. C. E., Ch. 5, § II, n° 87). Par suite la série proposée est conver-
gente.

1

b) Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle XX+ (X+2)°

11 vient

1 1 1 i
XX+ DX +2 2x XF¥iT2x+2)

et parsuite sin = 1,
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. 21 !
Pour chaque entier N > 1, posons sy = » = Nous pouvons donc écrire
n=1

o Aw DAl It N+ 1T N +2

B | bk

N =
Y u, | 2 1 1 ]
n=1 3

-

—_—

b =

1 N 1_]
N 1 N2

I[\.}I —

N
Lorsque N tend vers + co, ) u, tend vers 1/4. Par suite la série proposée
n=1

est convergente et a pour somme 1/4,

6.4

Soient P et Q deux polyndmes non nuls & une indéterminée et a coefficients
réels et soit k un entier supérieur a la plus grande racine réelle du polynome
Q. Etudier la série de terme général défini par

_ P()
e = 0(n)

By = Qg 705y - et

Solution

Soient p et g les degrés respectifs des polyndémes P et QO et soient a, et b,
leurs coefficients dominants. Lorsque n tend vers -+ oo,

o) 2 1
Qn) b, n*"

Par suite, si p — g = 0, le terme général de la série étudiée ne tend pas vers 0
et la série est divergente. Si ¢ — p > 0, le terme général de la série étudiée est
équivalent au terme général d’une série de RIEMANN. Par suite sig — p = 1,
la série est divergente et si ¢ — p = 2, la série est convergente.

6.5

Etudier la série de terme général
u,=~/n* +2n+1—Jn* +an

oll @ est un nombre réel positif.
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Soiwlion  On a pour n trés grand

s 2- 2 1 1/2 a 1/2
un—'n-(l"';ﬁ*l"na —l+’;5

]
-
[
—
ot
+
3 | -
+
Ll
= e
|
+
=]
o
2|
[y
——
S —
I
,-“...h-
(==Y
+
5
-
W
+
=
——
==-l-'--r'-IL
e ——"
S —
r——

2 n° 2n n
B _1_+0(‘)
2n 2 nt n>
2—a

Par suite si @ # 2, u, ~- T Pour n assez grand u, a unsigne constant

celui de 2 — a. On peut appliquer 2 la série proposée les résultats sur les séries
a termes positifs. Comme w, est équivalent au terme général d’une série de
RIEMANN divergente la série proposée est divergente (¢f. C. E., Ch. 5, §1I,
n° 87). Si a = 2, u, est équivalent & 1/2 »*., Comme u, est positif et comme la
série de RIEMANN de terme général 1/n? est convergente, la série proposée I'est

aussi.
6.6 Soit p un entier naturel, étudier la série de terme général défini par
g =ty =0 et un=; nzl.
(Log n)*
. nl/2
Solution Lorsque n tend vers + oo, ——— tend vers + 0. Soit 4 un nombre réel
(Log n)°

strictement positif, il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur
1/2

a N, on ait ‘ffgédﬁf; > A. Par suite la série proposée est divergente (cf. C. E.
Ch. 5, § II, n° 90) comme la série de RIEMANN de terme général 4/n/2,

6.7 Soit U une série & termes positifs de terme général u,. Montrer que si elle

E _u"

est convergente, il en est de méme de la série de terme général i

"

CaLvo., — Exercices d'analyse 7°7 cyele, 2¢ annde et Spociales MM
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Si la série U est convergente, son terme général u, tend vers O lorsque #

. U, : v p
tend vers -+ co et par suite T u,. Les deux séries étudiées étant a termes
n

- . (o i Uy,
positifs, on en déduit que la série de terme général S est convergente
comme la série U (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n° 87). i

6.8

Soient U et ¥ deux séries A termes positifs convergentes de termes généraux
u, et v,. Etudier les séries de termes généraux

Solution

De Pinégalité (v, + +/v,)* > 0, on déduit I'inégalité

2 Ju, v, € U, + V-

Les séries U et ¥ étant convergentes, la série de terme général u, + v, est aussi
convergente (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n° 83) et le théoréme de comparaison des
séries A termes positifs (¢f. C. E., Ch. 5, § II, n® 87) nous permet de conclure

que la série de terme général w, = Vu, v, est convergente. Comme la série
de RIEMANN de terme général 1/n* est convergente (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n° 85).
En posant v, = 1/n% la démonstration précédente nous prouve que la série

1
de terme général ¢, = " \/u—,, est convergente.

6.9

Soit @ un nombre réel positif. Etudier les séries de termes généraux a"/(n !)
et n*/(n 1). En déduire les limites des suites (a"/( ))us1 et #°/(1 Daz1-

Solution

Pour chaque entier naturel n, posons u, = a"/(n!) et v, = n*/(n 1). 1l vient

Upyy d
£}

T on+1

n

n+ 1 n n
Uprr _ 1 (n ":1) e (""'_1) - (1 e _l_) :
Up n+1 n" \on n

et
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Lorsque # tend vers + oo, u,,/u, tend vers 0 et v,, /v, tend vers e. Par suite
en vertu de la régle de d’ALEMBERT la série de terme général a"/(n !) est conver-
gente et la série de terme général »"/(n !) est divergente (¢f. C. E., Ch. 5, §11,
n 88).

Le terme général d'une série convergente tend vers 0 donc la suite (a"/n !),5,
est convergente et a pour limite 0. Appliquer la régle de d’ALEMBERT A une
série revient a la comparer 2 une série géométrique et comme

3 L
lim 1> 1,
n=*+ o0 LTn

v, est supérieur au terme général d’une série géométrique divergente et tend
donc vers + oo. La suite (n"/(1 !)),, 2 donc pour limite + oo.

6.10 Soient p un entier rationnel et @ un nombre réel strictement positif. Etudier
la série de terme général nPqa".

Solution Posons u, = nP/a" pour chaque entier naturel n. Alors on a

u,,ﬂ_(n«l- 1)?1
A\ n ] a’

uﬂ
Par suite
fim Unty _ l
n=+ 4o un a

L’application de la régle de d’ALemBERT (¢f. C. E., Ch. 5, § II, n° 88) nous
montre que la séric est convergente si @ > | et divergente si 0 < g < 1.
Lorsque a = 1, la série étudiée est une série de RIEMANN. On en déduit qu’elle
est convergente si p < — 1 et divergente si p > — 1.

6.1 Montrer que la série de terme général défini par
iy =0 et u -—( s )"2 si nz=l
& " \n+1 =

est convergente et trouver une majoration du reste.
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On a pour chaque entier n = 1

et

& n 1
Log"/u, = n Log = nLog(l + H)'
Donc Log "/u, tend vers — 1 lorsque n tend vers + co et par suite v/u, tend
vers 1/e. La régle de Caucny (¢f. C. E, Ch. 5, § II, n° 88) nous permet de
conclure que la série proposée est convergente. Pour trouver une majoration du
reste de cette série, nous allons majorer u, par le terme général d’une série géomé-

trique convergente. Pour cela étudions la fonction réelle £ définie sur R} en

s )x. Calculons sa dérivée ;
x+1

posant pour chaque élément x de Ry, f(x) = (
il vient

X

Jx) = [Log x—ifl + x(xx—l : (—x%)z)] exp [x Lo ;:_—;-_i]

YPE SERS
T\x+ 1 Bxx1  x+1I
Etudions les variations de la fonction réelle g définie sur R% en posant pour
chaque élément x de RY
1

X
)=l e

Ona
x+1”__l_l ____1 _____1 -
x (41 x+1)7 x(x + D?’

g'x) =

Lorsque x croit de 0 & + oo, la fonction g croit donc de — oo a 0 et par suite
pour tout x de R¥, la fonction /* est négative. Onen déduit que pour tout entier

n> 1, on a f(n) < f(1) donc Yu, <} et par suite u, < (3)". Pour chaque
entier naturel n posons

-

R, = U
p=n+1

P

Alors on a

+ o 1 P (1 nt+1 +aom 1\ P (l)ui-l 1 (1)n
R"‘{".,;“(i) - i) 2z, li) —\2) 12
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6.12 On considére Ia série dont le terme général u, est défini de la maniére sui-
vante : si n est pair, on pose u, = 1/2° ol p est I'entier tel que n = 2p et sin
est impair, on pose u, = 1/2°*! ol p est Pentier tel que n = 2 p — 1. Etudier
cette série successivement par la régle de CAUCHY puis par la régle de d’ALEM-
BERT.

Solution i p est un entier strictement positif on a

1 . 1
1/2p _ 12p=1y .. =
(u2p) ﬁ et (HIP‘ 1) 2{p+ 1)(2p—1})

Donc lorsque n tend vers + oo, 3/, tend vers 1/+/2. D’autre part on a
1

Uy Uap+1
P =2 et 4 —

uzp_ 1 uzp 4

et par suite u,, (/u, n’a pas de limite quand » tend vers 4+ co. On a donc un
exemple de série tel que /u, ait une limite quand n tend vers + oo sans que
Uy, 1/u, en ait une. D’aprés la régle de CAuchy (cf. C. E., Ch. 5, § II, n° 88) Ia
série proposée converge. De plus on peut écrire

1 1 1 1 1 1

+ oo
u;l}uu=1+2_2+£+§+?+.“+2p+1+§’+—“

B RN

p=0

La série géométrique de terme général u, = 1/2° étant convergente, la série
proposée est aussi convergente et sa somme est

1 1 1 5
—1ita ——1)—5-

f=~z 1~

6.13 Soient «, f deux nombres réels tels que « > 1 et 0 < f < 1. On considére la
série dont le terme général u, est défini de la maniére suivante : u, = 0 et pour
n > 0 §’il existe un entier p tel que n = 2° on pose u, = 1/n® et sinon on pose
u, = 1/n". Montrer que cette série est convergente. La suite (1, /1,), . n 2-t-€lle
une limite ? est-elle bornée ?
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Remarquons que la série de terme général 1/n" est une série de RIEMANN
convergente (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n° 85) et que les séries de termes généraux
1/(2%)® et 1/(29)* sont deux séries géométriques convergentes ; or

+ co + oo i + oo 1 + o i
U, = — + — = =
n.zﬂ' nz'l n* pgﬁ 278 pZO 25"

par suite la série étudiée est convergente. S'il existe un entier p tel que n = 2°

Fn+1 _ nﬁ
= - - Y
u, (n+ 1)

¢'il existe un entier p tel que (n + 1) = 2%, alors

u n" . o
BEL e i 2 et sinon Unt 1 =( # ) ;
U, (n+1) u, n+ 1

Lorsque n tend vers + oo, n’/(n + 1)* tend vers 0, n*/(n + 1)’ tend vers + oo
et [n/n + 1]* tend vers 1. On en déduit que la suite (4, ,/1,), .y W2 pasde limite
et n’est pas bornée.

Solution

Montrer que la série de terme général Log (1 -+ #,) est absolument conver-
gente si et seulement si la série de terme général u, est absolument convergente.

Si u, tend vers 0 lorsque n tend vers + o0, ona | Log (1 + u,) | ~ | u, | etles
théorémes sur les séries & termes positifs nous permettent de conclure que la

+ oo + oo
série Y | Log(l + u,) | est convergente si et seulement si la série Y | u,|est
n=10 n=0
convergente.
Si 1, ne tend pas vers 0 pour n tendant vers + co, alors Log (1 + u,) netend

+ oo + oo
pas vers O et par suite les séries ) Log (1 + ,)et } u,sont toutesdeuxdiver-
n=0 n=0
gentes donc non absolument convergentes.
+ oo

Il en résulte que la série ) Log(l + u,) est absolument convergente siet

=0

+ @
seulement si la série Y u, est absolument convergente.

n=0
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Soit S(z) la série entiére de terme général a, z". On suppose que la série S(z)
est absolument convergente lorsque | z| < 1 et on désigne par f(z) sa somme.

n
Posant 5, = ) a,, montrer que la série de terme général s, z" est absolument
p=0
convergente si | z| < 1 et que sa somme est alors f(z)/(1 — z).

Solution

La série de terme général s, z" est la série produit des deux séries de termes
généraux a, z" et z" qui sont absolument convergentes pour | z | < 1. En effet
on a

SK=a".1+a_,z""'z+ +a,,2"P.2" + - +a,2"1.

Le théoréme relatif au produit des séries absolument convergentes (c¢f. C. E.,
Ch. 5, § IV, n° 103) nous montre donc que la série de terme général s, z” est
absolument convergente pour | z| < | et que sa somme est égale au produit
de f(z) par la somme de la série géométrique de raison z, donc a f(z)/(1 — 2).

6.16

Soit U une série absolument convergente de terme général u, et de somme u
et soit ¥ une série convergente de terme général v, et de somme v. Le but de cet
exercice-est de montrer que la série W de terme général

Wy, =HUg Uy, + U Uy +* + 1,0,

est convergente et a pour somme uv. On posera pour chaque entier naturel n,

Un=zupr l’;=23p, iﬂ:prr
p=0

p=0 p=0
r,=v—V et by =Ug Ty + Uy Fpey + "+ U, Tg -

a) Montrer que la suite (7,), . 5 est convergente et a pour limite 0.
b) En déduire que la série W converge vers uw.

Solution

a) Secient & un nombre réel strictement positif donné, &' et £ deux nombres
réels strictement positifs dont nous fixerons la valeur en fonction de £ et des
données du probléme au cours de la démonstration. La série ¥ étant conver-
gente, la suite (r,), . 5 €St convergente et a pour limite 0. Soient donc 4 un majo-
rant strictement positif de la suite (| #, |[),n €t p un entier tel que pour tout
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entier » supérieur a pon ait | r, | < £. On peut alors écrire pourn > p les inéga-
lités suivantes :

[l < Y lupllrgl

prq=n

"{%8’[' uﬂ' s sl - qu'—pl] + A[I Hn—p+ll+ TR + Iunl]'

n
Comme la série U est absolument convergente, la suite ( Y | u, I) est
‘ A . a0 2 N
convergente donc majorée et la suite (| #, |),n @ pour limite 0. Par suite soit B

n
un majorant strictement positif de la suite ( ¥ e et soit ¢ unentier tel
m=0

= neN . 3
que pour tout entier » supérieur & g on ait | u, | < £”. Pour tout n supérieur a
p+gonadonc|t,| <& B+ Ape”.
Posons &' = g/2 B, I'entier p est alors déterminé. Choisissons ensuite &” égal
a £/2 Ap. On en déduit ’entier g et le raisonnement précédent montre que pour
tout entier n supérieur & p + ¢, | 1, | < & donc la suite (z,), .5 tend vers 0.
b) On a
L=u— V) +u— Vo)) + +u,@— V)=
= U,,U‘ - (Hu. Vn + U, Vn“l + o+, VO)
mdils
ugl’)ﬂ“"‘u] Vn“l+."+uuV0= Z ll'pvq= WH
O<p+g<n
et par suite 7, = U, v — W,.
Lorsque » tend vers + oo, la suite (7,),. tend vers 0 et la suite (U, v), .~
te.a 3rS uv, donc la suite (W), .y est convergente et a pour limite uv. Autre-
ment dit la série W est convergente et a pour somme wuw.

6.17 Etudier la série de terme général défini par

ug =10 et u, = (— 1)"{/’5 sin% pour n2=1.

Solution La série procposée est une série alternée. Lorsque n tend vers + oo, :ﬁ tend
vers 1, sin (1/n) tend vers 0, par suite le module du terme général de la série étudiée

tend vers 0. Considérons la fonction réelle f définie pour tout élément x de R}
par f(x) = x'/* sin (1/x). Sa dérivée est :

) X X b A X x

- -12 [(1 < gl e cos-']exp [-l“’—gf] .
X X X x
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Lorsque x tend vers + oo, [(1 — Log x) sin (1/x) — cos (1/x)] tend vers — 1, par
suite il existe un nombre positif M tel que pour tout nombre réel x supérieur a A,
f'(x) soit négatif. On en déduit qu’a partir d’un certain rang N supérieur & M, la
valeur absolue du terme général de la série étudiée décroit. La nature de la série
n’étant pas changée si on modifie les premiers termes (¢f. C. E., Ch. 5,§ 1, n° 83),
le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5,§ V, n° 104) nous permet donc
de conclure que la série proposée est convergente.

6.18 Etudier la série de terme général défini par

t; = ;=0 et u, = Log n.Log(i + (—.Hi})

pourn = 2.

Solution  On a pourn = 2

Logn Log(l + -(-— l—-}—“)= Lc::gn[!:—lzI — 12 + 15 s(-l-)]
H n 2n n n

ol £ est une fonction de R, dans R dont la limite au point 0 est 0.

Les séries de termes généraux !Eofzn et a(l/n) }ogn

gentes et la série de terme général ((— 1)” Log n)/n est une série alternée dont le
terme général tend vers 0, lorsque » tend vers + oo. La fonction f définie pour
x > 0 par f(x) = (Log x)/x a pour dérivée

sont absolument conver-

Sy = ——2%.
X

Pour x > e, f(x)est négatif. Par suitc (Log n)/n décroit lorsquen tend vers + oo
et le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5, § V, n® 104) nous permet
d’affirmer que la série de terme général ((— 1)" Log n)/n est convergente.

La série proposée est donc convergente comme somme de trois séries conver-
gentes.

6.19 Soient U une série semi-convergente et / un nombre réel quelconque. Montrer
qu’en modifiant 'ordre des termes de cette série, on peut obtenir une série
convergente de somme L
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Soit (0,),cn (resp (W,)aen) 12 suite des termes positifs (resp négatifs) de la
série U écrits dans 1’ordre ol ils se présentent. Cette série étant semi-convergente,
les suites (U,), e €t (W,), e tendent vers O et les séries de termes généraux o, et
w, sont divergentes (¢f. C. E., Ch. 5, § IV, n® 103). L’ensenuble des entiers p

P B
vérifiant la propriété Y v, > [ est non vide car la suite ( » v,,) peN @ pour
n=0 v =0

limite + co. On note p; son plus petit élément et on pose

n=0

q
D’autre part la suite ( > w,,) ayant pour limite — co, on appelle g, le plus
wn=0 geN

petit des entiers g vérifiant
q
s;+ ) w, <l
n=0

et on pose
q1

52=51+ z Wu-
r=0

De méme les suites

P q
( ¥ v,,) et ( Y w,,)
n=p;+1 pel =gy +1 ge N

ayant pour limites respectives + oo et — co, On note p, le plus petit des entiers p
tels que

on pose

on définit ensuite ¢, comme le plus petit des entiers g vérifiant

gz
53 + Z W, < 1
¢==q;+1

et on pose

g2
Sg=S3+ 3 Wye
n=g;+1

On poursuit "opération et on forme ainsi par récurrence une suite (5,),.n de
nombres réelset deux suites (p)sen €t (€. < v de nombres entiers. Par construc-
tion des deux derniéres suites on a, pour tout entier ntel que n > 1, s, — I< v,
si n est impair et/ — s, < — w,, sin est pair. Les deux suites @dnen € (Wnen
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:layigt.pour limite 0, on voit donc que la suite (s,), . n @ pour limite /et par suite que
a série

P a1 P2 gz Or+1 Gr+ 1
Yo+ Ywt+ Y v+ Y wetkrd+ Y v+ Y w
n=0 n=0 n=p;+1 n=g;+1 a=g-+1 n=gqg-+1

déduite de la série U par modification de I'ordre des termes a pour limite /.

6.20

Solution

Etant donné une suite numérique (,), o, on lui associe la suite (p,), > o définie
par p, = uy tiy ... U, (on note p, = || up) et on appelle produit infini de
1

terme général u, le couple formé par les deux suites (1,)n>0 €t (Pp)n>o- Par défini-
tion étudier le produit de terme général u,, c’est étudier la suite (p,),>0. Si la
suite (p,).>o @ une limite différente de 0, le produit infini est dit convergent et sa

+ o
limite est notée || u, ; dans les autres cas, il est dit divergent.

=1
10 Etudier lcsnproduits infinis de termes généraux

s nt1
a,,-——-(1+£-i—)—r—), by =1 et b,,:(l—l) si n
no n

cﬂ=(l +1)
n

2¢ Montrer que si le produit infini de terme général u, est convergent, la
suite (#,),>o a pour limite 1.

30 Si u, est positif pour tout entier n, montrer que le produit infini de terme
général u, est de méme nature que la série de terme général Log u,. En déduire
que si 4, > 0 pour tout entier n, le produit infini de terme général (1 + ) est
de méme nature que la série de terme général u, et que si 0 < u, < 1 pour tout
entier n, le produit infini de terme général (1 — u,) est de méme nature que la
série de terme général u,.

40 Montrer que le produit infini de terme général u, non nul, est convergent si
et seulement si, & tout nombre réel ¢ > 0, on peut associer un entier v tel que
| 4, 41 ... 4, — 1| < & pour tout entier n tel que n > v.

50 Montrer que si le produit infini de terme général (1 + | u, |) est conver-
gent, il en est de méme du produit infini de terme général (1 + wu,).

v

2,

n

1° Posons p, = || a,. Il vient pour n > 1

L 1 1 L T S I ) 1_.)
u=(143) (=5 (14 (=923 -2
3254  2n+1  2n

O i, A |
2 3 4 5 2n 2n + 1
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et

an 1
o e T

Par suite, lorsque n tend vers + o0, p, tend vers 1 et le produit infini de terme
général g, est convergent.
Ona

2 1 1 1 1 2 n—1 1
ﬂ.b"=('_i)('"§) (== 5ty
k:

n

Donc lorsque n tend vers + oo, [] b, tend vers Oet le produit de terme général
' p=1

b, est divergent.

D’autre part on a
1 1

2 1
] € = 1 =g i =,
p=1 3 i

| | :
Lorsque n tend vers + o0, 1 + 3 + = o+ 5 tend vers + o0 et par suite le pro-

duit de terme général ¢, est divergent car la suite( I ( 1+ 1)) est diver-
=1 N'l
gente. r ne
20 Supposons que le produit infini de terme général u, soit convergent. La
suite (p,),> o associée a donc une limite / différente de 0. On en déduit que pour
tout entier n, u, (et par suite p,) est différent de 0, sinon lim p, = 0, et aussi

n—++a
que lim (p, — p,—1) = 0. On a donc

n—*+aw

lim (E"- - )= lim (u, —1)=0

n—+-+ o pn*l n—+ -+ oo

ce qui montre que la suite (1,),>o @ pour limite 1.
30 Si pour tout n, u, est positif, Log p, est défini et on a

"
Logp, = > Logu,.
p=1

La suite (Log p,),>o @ une limite si et seulement si la série de terme général
Log u, est convergente. Or la suite (p,),> o @ une limite non nulle si et seulement
si la suite (Log p,),> o €st convergente. Donc le produit infini de terme général u,
est de méme nature que la série de terme général Log u,.

Si 1, > 0 pour tout entier », les séries de termes généraux Log (1 + u,) et u,
sont deux séries & termes positifs. Une condition nécessaire pour que ces deux
séries convergent est que u, tende vers 0 lorsque » tend vers + co. D’autre part
Log (1 + u,) ~ u, si u, tend vers 0. On en déduit que si u, est positif pour tout

+

o + oo

entier n, les deux séries  Log (1 + u,)et Y u, ont méme nature et par suite
n=1

n=1



SERIES

205

le produit infini de terme général (1 + w,) est de méme nature que la série de
terme général u,.

Si pour tout entier n on a 0 < u, < |, 1a série de terme général Log (1 — #,)
est une série a termes négatifs. Lorsque u, tend vers 0, Log (1 — u,) ~ — u,.
On en déduit comme précédemment que les séries de termes généraux
Log (1 — u,) et u, sont de méme nature et par suite que le produit de terme
général (1 — u,) est de méme nature que la série de terme général u,,.

40 Si le produit infini de terme général u, est convergent, la suite (p,),-0 2
une limite p non nulle, donc 4 tout nombre réel ¢ positif on peut associer un

entier v, tel que pour tout entier » > v, on ait | p, | > -Li-}—l— et un entier v, tel

que si n et r sont deux entiers supérieurs & v, on ait

lpl
Ipn- prl‘{_"i_f"

Soit v un entier supérieur 2 v; + 1l et 4 v, + 1. On a alors

lpu——ll = —a et lpn_'pu~1| <|_p_la
2 2

pour tout entier # supérieur a v soit encore

Pn = Po—1
pv— 1

= [t ity positly — 1| €8

pour tout entier # supérieur & v. Si le produit est convergent la propriété (P)
suivante est donc vérifiée.

(P) : a tout nombre réel positif ¢, on peutassocier un entier v tel que pour tout
entier » supérieur & v on ait

|ty thyy g ooty — 1| < 2.

Réciproquement supposons la propriété (P) vérifiée. Ilexiste alors un entier v,
tel que

pour tout entier n > vy, soit encore tel que
| Pw— Pos—1| < | Poma |-
On en déduit que pour tout entier » supérieur i vy, on a
[Pl < 2| Pog-1l-
La suite (p,),- o est donc majorée par le nombre

M=Sup(|pﬂlslpl I*“'!Ipm]lzipm-ll}'
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Soit & un nombre réel positif ; si (P) est vérifiée, il existe un entier v tel que pour
tout » supérieur a4 v on ait

Do = Po-ai . 8
Po-1 I L 2 M

Soient # et r deux entiers supérieurs 4 v, on a alors
| Pu = Pel =1 Pn = Pom1 + Po—1 — Pr|
< 1Pu= Dot | + 1 Pucs = Bl < gl Bus | <5
La suite (p,),>0 €5t donc une suite de CAUCHY et elle admet une limite finie p.

Montrons que cette limite ne peut étre nulle. En effet si (P) est vérifiée, il existe
un entier v, tel que pour tout » supérieur a v,

Ip r'll
[, = Bl R—5 =
et par suite pour tout » supérieur 2 v, on a | p, | > I&‘le . Comme u, # 0

pour tout #, le nombre | p, | est donc minoré par le nombre strictement positif
IP—"%‘—' et p # 0. On en déduit que le produit infini de terme général u, converge
si et seulement si la propriété (P) est vérifiée.

50 Sinet rsont deux entiers telsque ] <r < nomna

n—r+1

A+u)A+u,)--U+u)y—1= 3 > t;, Uy, .- Uy

p=1 r<ij<iz<.o-<ip<n
d’oli en appliquant I'inégalité triangulaire
|+ )L+ upyy) e (14 u,) — 1] <

n=r+l1
é Z z lui|lluf1|“"]ulpl
p:

1 r€ip<iy<.-=<ip<n
or, le second membre de cette derniére inégalité est égal a

(U T, )+ [ty ) (U + 15 ]) — 1
donc a
|+ T DA+ [ty o (L4 T2, ) = 1
par suite
Iﬂ + )+ 1) (0 +u)— 1] <
<O+ 10D+ Ttgy Do U+ L1 D =11
1l en résulte que si la propriété (P) de la question précédente est satisfaite pour le

produit infini de terme général (I + | u, |) elle I’est aussi pour le produit infini
de terme général (1 + u,) d’ou le résultat.
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6.21

Soient u, a, b des nombres réels tels que « > 0 et 0 < a < b. Montrer que la
série de terme général défini par u, = Oet 4, = n“(l+nﬂ sin = 1 est unifor-

mément convergente sur le segment [a, b].

Solution

Pour tout élément x de [a, b] et pour tout entiern > 1 ona:

x 1 1
= A e e
(1 +nx) n"""x n""a

La série de terme général 1/n*** étant une série de RIEMANN convergente, On en
déduit que la série proposée est uniformément convergente sur [a, b} car son
terme général est majoré en valeur absolue par le terme général d’une série
numérique i termes positifs convergente (¢f. C. E., Ch. 6, § I, n° 107).

6.22

Montrer que la série de terme général x(1 — x)" est simplement convergente
sur le segment [0, 1]. Calculer sa somme. La convergence est-elle uniforme 7

Solution

Si x = 0 ou x = | la série proposée est convergente et a pour somme 0. Si
0 < x < 1, la série géométrique de terme général (1 — x)" est convergente et a
pour somme 1/x ; par suite la série étudiée est convergente et a pour somme 1.
La série de terme général x(1 — x)" n’est pas uniformément convergente sur
[0, 1] car sa somme S(x) n’est pas une fonction continue sur le segment [0, 1].
Eneffetsix =0oux=1,S5(x) =0etsi0 < x <1, S(x) = 1.

6.23

Soient o un nombre réel tel que o < 2 et x un nombre réel positif. On consi-

dére la série de terme général défini par #(x) = Oetu,(x) = x> %e™™sin > L.
1o Montrer qu’elle est simplement convergente pour tout élément x de R,.
20 Montrer qu’elle est uniformément convergente sur R, sia < L.

3° Que peut-on dire sioc =1 7
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1o Pour tout nombre réel x strictement positif, n* e "~ tend vers 0 lorsque n
tend vers + oo et par suite pour » assez grand on a €™ < 1/n’. La série de
RIEMANN de terme général 1/n? étant convergente, on en déduit que la série de
terme général u,(x) est convergente. Pour x = 0, u (x) = 0 pour tout entier
n = 1 et la série est aussi convergente.

20 On a

wW(x) =2 —o)x'" e ™ — nx’"Te ™

=e ™ x'72 — a — nx).

o
etona

La fonction u, admet donc un maximum pour x =

u(x) < u, (2;—5)

n

et

= - 1-a - Z—a
i (2 oc) il (2 az) e~ 2-9 _ (_z_jl__ e~ 0

n n e

La série de RIEMANN de terme général 1/n® % étant convergente pour o < 1,
on en déduit que la série proposée est uniformément convergente sur R*.

30 Pour a = 1, on obtient la série de terme général u,(x) = x e”"*qui est une
série géométrique de raison e~ %, Si x = 0, soit S(x) la somme de cette série. Si
x=0,onaSXx)=0etsix+#0,0ona

xe ~

t o
Sx)=x Y eF=""— = ——,
n=1 l—ex e —1

La fonction S n’est pas continue & droite de 0 car
SO)=0 e lLim Sx)= lim ——=1.
x—+04 x»0, € — 1

La série n’est donc pas uniformément convergente sur R, (¢f. C. E., Ch. 6,81,
n° 108).

b.24

Montrer que la série de terme général défini par

2
X"+ n "
g =0 et u,=(—17 o si nzl

est uniformément convergente sur tout segment [a, b] mais n’est absolument
convergente pour aucune valeur de x.
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Pour tout nombre réel x et tout entier naturel » on a

s : xl
O e CRV A RV
M n n

La série étudiée est donc somme de la série de terme général (— 1) x%/n* absolu-
ment convergente pour tout nombre réel x et de la série numérique semi-
convergente de terme général (— 1)"/n. Elle est donc semi-convergente pour
tout nombre réel x. D’autre part en posant, M = sup [|a|,| &[], il vient :

2 2
Gl g ¥

—
2
n n?

Comme M?/n? est le terme général d’une série numérique de RIEMANN conver-
gente, on en déduit que la série de terme général (— 1)” x2/n* est uniformément
convergente sur [a, b) et par suite que la série proposée est uniformément
convergente sur [a, b].
Pour tout entier n > 1 et tout élément x de [a, b] on a
" x*+n x>+ n
===
n | i)

donc | u, | = 1/n. Comme la série harmonique diverge, la série proposée n’est
absolument convergente pour aucune valeur de x.

iolution

Soit # un nombre réel strictement positif. Montrer que la série de terme géné -
ral ne " est uniformément convergente sur [4, + oo[. Soit f(x) sa somme ;

b
calculer _[ f(x) dx ol1 aet b sont deux nombres réels tels que # < a < b.

Pour tout élément x de [A, + oof, on a e™™ < e~ ™. D’autre part la compa-
raison des fonctions exponentielle et puissance montre que pour » assez grand
€™ < 1/n* et par suite que la série numérique de terme général ne ™" est
convergente comme la séric de RIEMANN de terme général 1/#%. On en déduit
que la série de terme général n e ™™ est uniformément convergente sur [h, + oo[.
Soit f(x) sa somme. Le théoréme sur I'intégration des séries de fonctions
(¢f. C. E, Ch. 6, § I, n° 108) montre alors que la série de terme général

b
j ne "™ dx est convergente et que
a

b +w b + oo e-nx .4
If(x)dx: Y| ne™dx= ) n[— 1 -
a n=1 Ja n=1 a
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On a donc
“‘b _ + oo ——_— i + oo 1 ) + oo l
ﬂf(x)dx B nzl e = n;. ()" n‘ét (e")_"
11 1
T 11/ et 1— e
1 1 e -

f= el @EDNiF<D

6.26

Montrer que la série de terme général défini par vg(x) = O et

i
u(x) = sm(#) pour nz=l
n

est uniformément convergente sur R. Que peut-on dire de la série de terme
général w,(x) ?

Solution

Pour tout nombre réel x on a
1

== T a0t
n2

sin (n” x)

nZ

La série de RIEMANN de terme général 1/n? étant convergente, on en déduit que
la série proposée est uniformément convergente sur R.

La série obtenue par dérivation est la série de terme général u,(x) = cos (n* x).
Pour tout nombre x réel, cette série est divergente car son terme général ne
tend pas vers 0 lorsque n tend vers 4+ co.

6.27

Soient (a,), . 5 une suite de nombres réels et U(x) (resp V(x)) la série de terme
général u,(x) = a, cos nx (resp v,(x) = a, sin nx).

1° Montrer que si la série de terme général g, est absolument convergente,
alors les séries U(x) et V(x) sont uniformément convergentes sur R.

20 Montrer que si la série de terme général na, est absolument convergente,
alors les séries U(x) et ¥(x) sont uniformément convergentes sur R.

Solution

1° La série de terme général a, est alors convergente. Comme pour tout
entier » et tout nombre réel x on a

|la,cosnx| < |a,]| et la,sinnx| < |a,]|,



SERIES

211

les séries U(x) et ¥(x) sont uniformément convergentes sur R (¢f. C. E., Ch. 6,
§ I, n° 107).

20 La série de terme général na, étant absolument convergente sur R, le
raisonnement précédent nous montre que les séries de termes généraux na, cos nx
et na, sin nx sont uniformément convergentes sur R. Comme

(a,cos nx)’ = — na,sinnx,  (a,sin nx)’ = na, cos nx

et comme les séries de termes généraux a, cos (nnf2) et a, sin n 0 sont conver-
gentes, le théoréme sur la dérivation des séries de fonctions (¢f. C. E., Ch. 6,
§ I, n° 108) nous permet de dire que les séries U(x) et ¥'(x) sont uniformément
convergentes sur R.

6.28

Pour tout entier » strictement positif et tout élément x de ]0, 2x[ on pose :

) X Sin nx
u -,
" 2./n + cos x

1o Montrer que la série de terme général défini par ug(x) = 0 et u,(x) si
n > | est simplement convergente sur 10, 2 [

20 Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle fermé
inclus dans 0, 2 #f.

Solution

; x , . .
1o La suite (—-——— ) est une suite décroissante de nombres posi-
n + cos x/ n>0

n
tifs ayant pour limite 0. D’autre part ) sinpx est la partie imaginaire du

=1
n -
nombre complexe ) €'”*. Ona
r=1

n in+1)x

Yy et = ey —1
p=1 Eix — 1

— 2sin® E;—l x 4 2isin HTHx-cosﬂg—lx

_ 2ai?® 4 9isin T ook
2 sin 2-1-2151112(:052

(o Dx
2 ixns2

@
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On en déduit que pour tout entier # strictement positif
1

sin =
2

<

Y sin px
1

P=

et le théoréme d’ABEL nous montre que la série proposée est convergente
(¢f. C. E., Ch. 5, § V, n° 105).

20 Soit R,(x) le reste de rang n de la série étudi¢e. En posant

c x
S,(x) = sin px et ag,x)= —F——
( p;'i 3 2./n + cosx
ona
+ o
R(x)= 3 a,x)sinpx
p=n+1
+ oo
= Z ﬂp(JC) (Sp(x) = Sp---l(x))
p=nt+1
+ o
= — @, 1(X) S,(x) + X . (a(x) = a,.1(x)) S,(x).
p=n+
Comme pour tout entier p strictement positif on a
1
la(x) — a®)) >0 et |S™|<;—.
sin ;
on a
+ o
+ o0 _):H (a,(x) — a,4,(x)) 1)
z (aﬂ(x) = ap+l(x)) Sp(x) < e —x — = 8T i
p=n+1 y -
sin 3 | sin 5 |
et par suite
| Ru(x) | z_ai-l—_l(x)
sin 2
2

Soit [a, ] un segment inclus dans ]0, 2 n[ c’est-3-dire tel que 0 <a < b < 2 m.

L’ensemble sin; ] est minoré par un nombre m strictement positif et
xe[a,b]
'ensemble {a,, ((*) },c (a,ry €St Majoré par 3 \/Z_ﬂ— T Donc pour tout élé-
ment x de [a, bl on a
2n
R(x)| < ———m.
| R @2Jn—)m

La série proposée est donc uniformément convergente sur [a, b].
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6.29 Soit o un nombre réel ; déterminer le rayon de convergence p de la série
entiére de terme général (Arctgn®) x". Etudier cette série lorsque x = p
oux = — p.

Solution Si a > 0, lorsque n tend vers + co, Arc tg »* tend vers /2 et

(Arctg n) x" ~ gx“ ;

La série entiére de terme général x" ayant pour rayon de convergence 1, on en
déduit que la série étudiée a pour rayon de convergence 1.

Si o = 0, pour tout entier » strictement positif Arctgn®* = Arctgl et la
série de terme général (Arc tg n®) X" a pour rayon de convergence 1.

Sia < 0, lorsque n tend vers + oo, Arc tg n* tend vers 0 et

(Arctg n®) x" ~ n*x".

L’application de la régle de d’ALEMBERT montre alors que la série entiére de
terme général #* x” a pour rayon de convergence 1. On en déduit que pour tout
nombre réel a, la série proposée a pour rayon de convergence 1.

Etudions la série pour x = 1 et x = — 1. Si o > 0, le terme général de la
série ne tendant pas vers 0 lorsque » tend vers + co, dans les deux cas la série est
divergente. Si « < 0, lorsque n tend vers + oo, Arc tg (") ~ n?, donc la série
de terme général Arctg (n”) converge si o < — 1 et diverge si — 1 < o < 0.
D’autre part si o < 0, le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5,§ V,
n° 104) montre que la série de terme général (— 1)" Arc tg (1) est convergente.

.30 Soient # un entier supérieur ou égal 4 1 et z un nombre complexe. On pose

1 | 1 ]
ulz) =-+—+ -+ ——-|2"
(2) [3 15 4n*t—1

Etudier la série entiére de terme général u,(z).

olution  Posons
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11 vient
_I.uﬂ*'.(z:]_' =z ;E’.ﬂ
| unlz) | v,
Lorsque n tend vers + oo, v, ne(t-;nd pas vers 0, v,,, — v, tend vers 0, par
Hn+ 112

suite v, , /v, tend vers 1 et tend vers [ z [. On en déduit que pour

u,(z)
| z| < 1, la série étudiée est abs“cg]ument convergente. Pour | z | = 1, comme v,
ne tend pas vers 0 lorsque » tend vers + oo, u,(z) ne tend pas vers 0 et par suite
la série est divergente.

La série entiére de terme général u,(z) a pour rayon de convergence 1. Elle est
absolument convergente a 'intérieur du disque ouvert | z | < | et divergente sur
le disque |z | = 1.

6.31

Pour chaque nombre complexe z on pose

u(z) =0 et ulz) = :1 (L1422 4 +nnb.

Quel est le rayon de convergence de la série entiére de terme général u,(z) ?

Solution

_ ARy Bl . =2 st ,n!
—z”[l = +2 n!+ +(n—2) o +(n—1) ot j]

& 1 n—2 n—1
—Z[] }z'+ +;’I(?’I_":1j+__ﬂ_—+n:|
On en déduit que pour tout nombre complexe z on a | u,(z) | > n| z | D autre
part

{- I .. n—2
n! nn — 1)
est une sommede n — 2 termes dont le plus grand est (n — 2)/n(n — 1). Par suite
on a
1 n =2 (n — 2)

il 2

PE I g an —1) <!

d’olr

L n=2 n-l

+ + +n<l+14+n=2+n.
n(n — 1) #
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Il en résulte que pour tout nombre complexe z,
nlzP<|u)| < m+2))zI".
L’application du critére de d’ALEMBERT montre que les séries entiéres de termes

généraux nz" et (n + 2) z" ont pour rayon de convergence 1. On en déduit que la
série proposée a aussi pour rayon de convergence 1.

6.32

Pour chaque nombre complexe z et chaque entier naturel » posons

n 2nt+1
uﬂ{Z) = — (__]..M_.Hz.u_...___._ s
2n+1)2n—-1)

1° Calculer le rayon de convergence et déterminer le domaine de conver-
gence D de la série entiére de terme géneéral u,(z).

2¢ En chaque point z de D on désigne par S(z) la somme de cette série. Quel
est le domaine de continuité de la fonction § ?

30 Calculer S(z) en chaque point z de D. En déduire la valeur de la somme de
la série de terme général (— 1)"/(4 n* — 1).

Solution

1° Appliquons le critére de d’ALEMBERT pour trouver le domaine de conver-
gence absolue de la série. On a

sl _ ppp2e—1
u,(z) 2n+3°

Lorsque # tend vers + oo, le rapport (2 n —1)/(2 n + 3) tend vers | et par suite la
série enti¢re de terme général u,(z) est absolument convergente pour | z| < 1 et
divergente pour | z| > 1. Son rayon de convergence est donc égal a 1. Sur le
cercle de convergence on a

1
“m|=ﬁ¥+nun—n‘

1
R+ 1D)2n-1)
méme nature que la série de RIEMANN de terme général 1/n”. Il en résulte que la
série de terme général u, (z) a pour domaine D de convergence le disque fermé de
rayon 1 centré 4 ’origine et qu’elle est absolument convergente sur D.
20 Comme la série de terme général u (z) converge absolument sur le cercle
de rayon 1 centré 4 I"origine, elle converge uniformément dans le disque fermé D.
Or pour chaque entier naturel p, la somme partielle

|z | =1 et

est convergente car elle est de

La série de terme général

P

S(z) =) uf2)

n=0

est une fonction continue, donc S(z) est continue sur le disque fermé D.
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30 D’apreés le théoréme de dérivation des séries entiéres (¢f. C. E., Ch. 6,
§ II, n® 113), on sait qu’a I'intérieur du disque ouvert D’ de rayon | centré a
I’origine, la fonction S est dérivable et on a

+ ot

Y uz) = S'(2).
n=1
Or
, 3 N Z2n B . zZn"'l 3
uz) = (= 15— = = D'y — = 202
ol
zZn—l

o(2) = (= V' 5 —7-

La série entiére de terme général v,(z) a pour rayon de convergence 1. On peut
donc la dériver terme A terme a Pintérieur du disque D'". T vient

D:,{Z) T, {_ l)n ZZn--z = g o (_ z‘l\jn—l ;

On reconnait le terme général d’une série dont la somme est

+ oo 1
vf(z) = ——— -
n;{} (} 1+Zz

En intégrant terme a terme dars D', on obtient

Y@=

r=0 ol + uz -
) . (__ l)n zzu--l
La série entiére de terme général o e a pour rayon de convergence |
et converge aux points z = let z = — L Pour chaque élément z de

D'u{—1,+ 1} ondésigne par Arctgz sa somme. Cette fonction possede
les mémes propriétés quant & I'intégration et 1a dérivation que la fonction Arc tg
définie sur R et prolonge 3 D' U { — 1, + 1} la restriction de la fonction

Arc tg au segment [— 1, + 1]. On a donc

-+ o0
Y v(z) = — Arctgz
n=1
et par suite
+ ob
Y ufz) = —zArcigz.
rn=1

En intégrant & nouveau terme 3 terme dans le disque ouvert D', il vient

+ oo T
Y ufz) = — j u Arc tg u du
n=1 o
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et une intégration par parties donne :

z z 1
J. uArctgudu=—lzzArctgz—! I Wi
0 2 2Jo1 44
2
z z 1 -
= Arctgz—§+§Arctgz
2
z°+ 1 z
——2——Arctgz—-2-.
Ft finalement on obtient :
+ o0 2
Y uz) = E—z—----lf-14"*.1’(:1:gz. (
= 2 2

Tous les calculs sont valables pour |z | < 1, mais comme la fonction S est
continue au point z = 1, la formule (1) est valable pour z = 1 et on en déduit
que

+ oo (_ l)n " l .

Fis
B A= 3 &

6.33 En considérant la série entiére du terme général (— 1)” x", déterminer la
Gl

somme de la série numérique de terme général N

Solufion  La série entiére de terme général (— 1) x" a pour rayon de convergence 1.
Clest une série géométrique et pour | x| < 1 sa somme est 1/(1 + %) Le
théoréme sur I'intégration des séries entiéres (¢f. C. E., Ch. &, ;§1II, n° 113) nous

montre donc que la série entiére de terme général (— 1) i a pour rayon
de convergence 1, et que pour | x| < l,ona

ud df + oo " xn-l-l
[ == D
0 + I n=0 i +']

De plus il est clair que cette série converge pour x = L. Montrons que la série de
+1

terme général (— 1)° =1 est uniformément convergente sur [0, 1]. Soit R,(x)

son reste de rang n. On a
xp+l

ROy = 2, CU5T
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Le théoréme de Pintégration des séries entiéres nous montre encore que
pour | x| < 1

x + oo X tn-l—l
Ry = [ 3 orra-cr|
0 p=ntl o L +1
Doncsi0 < x<1l,ona
1 !n+‘.l
|R,,(x)| < J.ﬂ —l :l-_fd!
Pour chaque entier naturel n, posons
i
I, = j . dt
¢ 1+1

et montrons que la suite (7,), .y @ pour limite 0. Soit & un nombre réel stricte-

ment positif et plus petit que 1. La suite ((1 — (¢/2))"),en @ pour limite 0. II
existe donc un entier N tel que pour tout entier n supérieur & N on ait

De I'inégalité

pour 0 < x < 1, on déduit que si n > N,

[1—(:5!2) " L—(e/2) g\ " £
|8 t--l-_fdt‘:_[ !‘ndf{(l—“—) <§

o

D’autre part on a

i tﬂ 1
J. —dt < j- dras .
-2y 1 +¢ 1—(ef2) 2

Il en résulte que si # > N on a I, < & La suite (1,), .y 2 donc pour limite 0. Le

théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5,§ V, n°® 104) nous montre que la

série de terme général (— 1) —F1 est convergente donc la suite (R,(1)), .y 2

aussi pour limite 0. Posons a, = sup (7,4, R,(1)). La suite numérique (a,), ¢~

a pour limite 0 et on a pour tout élément x de [0, 1], | R,(») | < a,. Il en résulte
+

est uniformément convergente sur

que la série de terme général (— ])"-n =

[0, 1]. Sa somme est donc continue & gauche de I (¢f. C. E., Ch. 6, § I, n° 108)
etona

x 1
j‘ dt dt Log 2

o Tkt duldt
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6.34

Soit S une série entiére de terme général q, z" et de rayon de convergence 1.
Pour chaque élément z du domaine de convergence de la série S, on désigne par
S(z) sa somme. Pour tout entier naturel », on pose

s, =dag + a, + " + a,

et
_z_rﬂ+a1+*"+a,,

In o

n+1

1° Montrer que le rayon de convergence de la série entiére de terme général
s. z"est 1. Calculer sa somme ) () en fonction de S(z)si| z| < L.

2¢ Trouver le rayon de convergence de la série entiére de terme général ¢, z".

Solution

10 La série de terme général s, z" est le produit des séries de termes généraux
a, z" et z" qui ont toutes deux comme rayon de convergence 1. Il en résulte que
le rayon de convergence R de la série de terme général s, z" est supérieur ou
égal 2 1 (¢f. C. E., Ch. 6, § I, n° 112).

Par ailleurs on a @, = $§p et pour tout entier strictement positifn, on a
a, = s, — S,—q1. Hl en résulte que si [z| < 1, ona

+ oo + o + oo +oo
Y a,2" =80+ ) G.—8-1)2 = ), 5,2 — z(z s,,z”).
n=0 n=1 n=0 n=0

Si z est un nombre complexe tel que | z| < R, on déduit des égalités précédentes
que la série S converge et par suite que R < 1donc R = 1.

La somme de la série de terme général z" pour [z | < 1 est 1/(1 — z). Si
|z] < I on adonc

Y (2) = ISEZ}Z (cf. C. E., Ch. 6,§ I1, no 112) .

20 Le rayon de convergenice de fa série de terme général 1, z" est le méme
que celui de la série entiére de terme général ¢, z"* ! = z(t, 2") et d’autre part,
t" z"*! est une primitive de (a, + a, + - + 4,) z". D’aprés la premiére ques-
tion, le rayon de convergence de la série entiére de terme général

(ao + H[ + AL +|‘.1',,)Z"

est celui de la série de terme général a, z" et la théorie de 'intégration des séries
entiéres (cf. C. E., Ch. 6, § TI, n° 111) nous montre que les séries de termes géné-
raux s, z" et ¢, z"** ont méme rayon de convergence. On en déduit que la série
de terme général ¢, z"** a pour rayon de convergence 1 et par suite que la série
de terme général ¢, z" a aussi pour rayon de convergence 1.
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6.35

Pour chaque nombre réel positif on pose
uo(x) = u,(x) = 0
n 2n
u(x) = '.'”f‘ii‘i_ d pai
n"—1

Etudier la série U(x) de terme général u,(x) et calculer sa somme quand elle est
convergente.

Solution

Sin = 2 et si x est un nombre réel positif, on a

u(x) = x" gzi—_x_

n—1

Si x > 1, les théorémes de comparaison des fonctions exponentielle et puis-
sance montrent que u,(x) ne tend pas vers 0 lorsque »n tend vers + oo. La série
U(x) est par suite divergente.
Pour x = 1, on a u,(1) = 1/(n — 1). La série U(1) est donc divergente.
Si0<x< l,ona

n
H

£ X .

X
Hn(x) = ;I — 1

On en déduit que la séric U(x) est convergente comme la série géométrique de
terme général x". Si 0 € x < |, calculons la somme de la série U(x). Sin > 2,
ona

x!n
+

t,(x) = x"
(x) e I |

xn xn xZu x In

An—10) T dn+ 1) T 2An—1) 2An+1)

Posons
U(X) = w,(x) = 1(x) = z,(x) = si n=0 ou n=1

et
H In

x" X
W) =51 " Twmrn Y=o

et
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Les séries de termes généraux v,(x), w,(x), 1,(x), z,(x) sont convergentes si
O<x<letona

"z U,,FJC) - ; :i _:_';l] - :z_x Log(l — x) (c¢f. C.E., Ch.6,§1V, no 122)
Z o) = zl : T sl e~ -

On en déduit que

5 ,,()—[ )—C——l-—]bo(l )+
x? 1 x x*

e =2 4 | bogid —a8-=C ¢ &=

[ 2 st g ( ) 4 4

— 3—
=( i Tl +1)Log(l—x)+
2x

2

—x + 1 x2 = x
+( )Lo I +x +—— :
. 2x g ( ) 4

6.36 Trouver les développements en série entiére au voisinage de 0, et indiquer leur
rayon de convergence, pour chacune des fonctions

1+x
= X
_2

fa(x) = Arctg e
1+ x?

f3(x) = e* cos:x.

fi(x) = Log
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Solution Sixe]—~1,+ 1[ona

1. 1 + x
fl(x)=§1-ﬂg' %

. =~%[Log(l + x) — Log (1 — x)]

et par suite le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f;
est (¢f. C. E., Ch. 6, § IV, n° 122)

l + o xn+l + a0 xu+1) + an x1n+1
= _ - 1Y s Eh s N (WY - S
fl(x) 2 (,,Z‘o( ) n+1 t n;{_-. R 1 n=0 2n+ 17

Le rayon de convergence de la série obtenue est 1.
Calculons la dérivée de la fonction f;. Il vient

o s e __{1+xi)(72x}—(1—x2)gf)
f2(x) 1+(_]- —,_iz)z (1 + x?)?
14 %%
o = AE
14+ x*

Développons f2 en série entiére au voisinage de 0 ; on a

f;{x)_: = zx-'-zm{__ lnx4.n= +Z°°2(— 1]n+1x¢n+l.

n=0 n=0

Le rayon de convergence de la série obtenue est 1. La théorie de I'intégration des
séries entiéres (cf. C. E., Ch. 6, § I, n® 111) nous permet de trouver le développe-
ment en série entiére de f; au voisinage de 0 et d’affirmer que la série obtenue a

pour rayon de convergence 1. On a ainsi

7t + oo 2(___ -l)ﬂ-l-l o
) =4+ L G2

Comme cos x est la partie réelle de e, f(x) est la partie réelle de e***?,
Pour tout nombre complexe z, e* est développable en série entiére et on a
+ o n
L .z N
A ngc- nt
(¢f. C. E., Ch. 6, § IV, n® 122). On en déduit que
+ oo n Y
xlvi __ X (l + 1)
e ey
La partie réelle de (1 + i)" est 2”2 cos (nm/4) et par suite
ogni2 _{’F" nn

+oon
f3(x) = e*cos x = 3 - CO5 — .
=0 L4 1 4
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Le rayon de convergence de la série obtenue est + oo comme celui de la
+ o

série ) —.
n=10 H '

6.37 On considére la fonction f définie sur R — { — 1 } par

_I

) = 1 +x°

10 Calculer les coefficients a, (n € N) du développement en série entiére de la
fonction f au voisinage de 0. Etudier Ia suite (a,), «n-

20 Quel est le rayon de convergence de Ia série de terme général a, x" ?

Solution 1° Les fonctions xi—e " et x+— 1/(1 + x) sont développables en séries
entiéres au voisinage de 0 et leurs développements sont des séries entiéres qui
ont respectivement pour rayon de convergence + o« et + 1 (¢f. C. E., Ch. 6,
§ IV, n°® 122). Par suite la fonction f produit des deux fonctions précédentes est
développable en série entiére au voisinage de O (¢f. C. E,, Ch. 6, §II,n° 112) et la
série obtenue a un rayon de convergence supérieur ou égal 4 1. Soit g, x" le terme
général de cette série. Si | x | < 1 on peut écrire

a + x)(fﬂ i, x") = g Z (— 1)"

Par suite on a a; = 1 et pour tout entier n supérieur 2 1 on a

On vérifie donc aisément par récurrence que pour tout entier n on a

g, =(— 1 [1+—--+ H

Lorsque n tend vers + <o, | a, | tend vers e mais la suite (a,), .y n’€St pas conver-
gente.

20 Pour chaque entier naturel n et chaque nombre réel x, posons

u,(x) = a, x".
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11 vient
la, | + :
iy 1y 1
I_uu i-l{x)‘ . |_E]_n_+l. k l | e ) {" -I-_ 1‘) 1 I x[
|, () 1 | a, | la,.
" pr— )]xl
( la,i(n+ 1)! '
I“nﬂ(x)l ; -
Lorsque n tend vers + oo, —i -—(—”— tend vers | x| et par suite le critére de
u,(x
d’ALEMBERT montre que la série de terme général a, x" a pour rayon de conver-
gence 1.
6.38 Pour chaque entier naturel n on pose

f(n) = J. X e dx.

O

1° Trouver une relation entre f(n) et f(n — 1). Pour tout entier naturel n,
on définit @(n) en posant f(n) = (n !/e) [e — @(n)]. Donner explicitement la
valeur de ¢@(#n) en fonction de n.

20 Montrer que pour chaque entier naturel », on a

1
——— < =,
an b HE e
En déduire la nature de chacune des séries de termes généraux définis par
L, = f(") »
lig =0 et u, = f‘;:” si nz=l,
— . f) ;
U= ;=0 et t, = Loz 7 si nz2,
we=w;, 50 et w, = fﬁl si nz=2.
(Log n)

3o Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général
f(n) x". Quelle est la nature de cette sériepour x = letx = — 1 ?
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< L
Solution 10 En intégrant par parties j x"e™* dx on obtient
0

f0) = L= %I 4 [ e .
La relation liant f'(#) et f(n — 1) est donc
f(n) = --2-+ nfin - 1).
Cherchons la relation liant r;o(n) et o(n — 1). 1l vient
Cle—om] = - L+ n " e g — 1)

et par suite

q:(n)=%+qo(n— 1).

Calculons ¢(0). On a

1
1@ =l -o0] = | e"ax=p-en=1-1.

On en déduit que ¢(0) = [ et par suite par récurrence on obtient

1
@(n)—l+11,+i— +%.
2° Comme
+ oo ]
e=n§‘0 nt’
on a
_n!lf ¥ 1] 1 T @+n!
s ¢ L=§+1 P']_e("+1 p;l n+ p)!
Comme
+°°I[n+l) Z(r’.t+1}II
,,l(n+p)'" , (n+pV’
on a
< (n+ D!
ol i LT
2o
et comme
m+n! 1 1
m+p)! (n+Dn+3).(n+p) 2....(p— 1)

Carvo. — Exercices danalyse =0 cycle, 2¢ année et Spéciales AM*
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on a
+ o (Tf _' 4+ oo .
;}Zl(n+p! —Z(p_l)t_e.
Il en résulte que
1 1
s+ T <Een

On en déduit que les séries de termes généraux t,, u,, v,, w, ont respectivement
méme nature que les séries de termes généraux

1

r

f, = ——0,
R I |
’ r Ir .
uu=0 et u"=;‘1(ﬁ_13 S1 ﬁ;fl,
vh =v; =0 el v = . - si n=2
R " (n+ 1)Logn -
L r ¥ 1 .
wo=w; =0 et w= si. nz=2.

(n + 1) (Log n)*

La série de terme général 1, est une série de RIEMANN divergente. La série de

terme général v, est convergente comme la série de RIEMANN de terme
général 1/n?. D’autre part la comparaison de la série de terme général défini par

" 1 .
ug =uy =0 et u,,—-;—l-dgg;; sii. n=z2
i " N ]- &
resp vy =v; =0 et v, = ——— st nz=2
u(Log n)

avec l'intégrale

j + o d X ( J- + oo dx )
resp —
2 xLogx 2 x(Log x)*
nous montre que cette série est divergente (resp convergente) (¢f. C. E., Ch. 5,
§ I, n° 85). On en déduit que la série de terme général v, (resp w,) est divergente
(resp convergente).
3o De I'inégalité
1
e(n + 1)

on déduit aussi que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
S (n) x" est le méme que celui de la série de terme général x*/(n + 1). On a donc
R = 1. D’autre part si x = 1, la série entiére est divergente et st x = — 1, le
théoréme sur les séries alternées nous montre que la série est convergente car
S (n) décroit et tend vers 0 lorsque » tend vers + co.

< f(n) < - =1
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6.39 1o Montrer que la série de terme général

Vin+ix
J sin (x?) dx?

U, =
n

+

est convergente. En déduire 'étude de I'intégrale impropre J. sin (x%) dx.
0

20 Quel est le rayon de convergence de la série entiére de terme général

Vin+1)x
Wy =" I _ sin(x*)dx ?
v nn

Solution 10 La série de terme général u, est une série alternée, les termes d’indice pair
étant positifs, les termes d’indice impair négatifs. En effectuant le changement
de variable défini par x* = nz + », on obtient

2dy
Jnm ¥y

Pour tout entier n et tout élément y de [0, n], on a

u, = J:(— 1)"sin y

sinJ{_} sin y
Jam+y Jm+Dn+y

et par suite | u, | 2 | v, 4, |. Le terme général de la série proposée décroit donc
en valeur absolue. D’autre part, de I'inégalité

"y wm

|Hul"{~ T —

o Nnn \/nm

on déduit que lim [u,| = 0. Le théoréme sur les séries alternées (cf. C. E.,

n=++4co
Ch. 5, § V, n° 104) permet donc de conclure que la série proposée est convergente.
Comme R est archimédien, pour tout nombre a réel positif, il existe un entier

ntelquen < a’fn < n + 1 donc tel quexfr;t <a< \/(n + 1) n. 1l vient alors

r sin (x*) dx = JVE sin (x%) dx + r _sin (x%) dx

4] O nr

n=1 a
=4 Zu,,+j _ sinx®dx.
p=0

nm

Comme

< lu,l

] sin (x%) dx
I
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et comme

lim |u,|=0,
n-—+-+ o

on en déduit que

+ 0 a + oo
j. sin (x?) dx = lim j sin(x*)dx = Y u,.
n=0

0 a=+r -+ 4]
La série de terme général u, étant convergente, il en résulte que Iintégrale

+ a0
impropre j sin (x?) dx est définie.
0

w u
20 On aw. = x"u,donc —1 = x —"*1_ Nous avons vu que
n n
wﬂ 1Il‘l
i = [y 28
u,| =1\ siny —=.
0 ATty

La formule de la moyenne généralisée montre que pour tout entier », il existe un
élément y, de [0, 7] tel que i

| u, | -———i-~—~ [ﬂsinydy = 2
oty o NCEEN

Par suite lorsque n tend vers + o,

4 . u
lu, | ~—== €t lim |-2*! fis
\fllﬂ n— + oo Uy,
On en déduit que
lim (Y1) = x|
n-+ 4 ol wn

La régle de d’ALemBerT (¢f. C. E., Ch. 5, § 11, n° 88) montre donc que le rayon
de convergence de la série entiére de terme général w, est 1.

6.40

Déterminer la série de Fourier de la fonction f périodique de période 2 m,
égale sur [— 7, 7] :

1o i la fonction x — €~ ;

20 3 la fonction x 1 | sin x [
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Soluticn  Si fest une fonction intégrable de période 2 7, on appelle série de FOURIER de f
indifféremment la série de terme général v, = a,/2 etu, = a, cos nx + b, sin nx
si n = | avec pour chaque entier naturel n

1 +n +n )
n = _[ f(x) cos nx dx et b,,=;EI f(x) sin nx dx
ou bien la « série » de terme général A, e oli n parcourt Z, avec
l +n =
";"u:ﬂ jusf(x)e dx

(cf. C. E,; Ch. 6, § IV, n° 123).
1° En prenant les notations précédentes on a pour chaque entier rationnel »

1 +n . 1 e{l +iu}.t] +n
hmgy | eemae o [ ]
e{i'l-in}r. - e—{l+in]n:
T 2l + in)
Commee™™ = ¢ ™" = (— 1)" il vient

.shm 1 —in

R G

n 1 +n

et par suite comme f satisfait aux hypothéses du théoréme de DIRICHLET (cf.
C. E., Ch. VI, § 123), pour tout nombre réel x on a

shn I 1 —1n _,
— e W inx
1(x) . 2 =1 Y

n=—o

cos nx — nsin nx'l

shn[ it
= 1+2)Y (-
..=1( ) 14 n?

T

20 Comme la fonction f est paire on a pour tout entier naturel n,

+= i 14
a,,=-14.[ f(;yc}t:osmcdx=E j f(x)casnxdx=-%j sin x cos nx dx
nJ_, T oJyg n Jg
et
1 +n
b,,=;j f(x)sinnxdx = 0.
On a donc
2 (", 2 . 4
ao—EIGSAnxdx=£[—cosx]ﬂ=E
n of n
a1=EI Sinxcos;xdx=g[sm xl =0
T Jo n 2. 1o
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et si n > 2, de I’égalit¢

T sin (n + l)x;sm(n — 1)x’

on déduit que

l[—cos(n+1)x cos(n‘l)x]"
= +
i3 n+1 n—1

a, =
0

Il

1(_ (=071 = ')"_L—_])= 21" -1
n n+ 1 n-—1

et par suite pour tout nombre réel x on a

R e

== 5 COS HX .
T a=2 T n“ -1

6.41

Soient o, f§, ¥ trois nombres réels, on désigne par f la fonction paire pério-
dique de période 2 n qui sur le segment [0, 7] coincide avec la fonction

xtax® + pfx + 7.

{o La fonction fest-clle développable en série de FOURIER pour toute valeur
de x et cette série converge-t-elle uniformeément sur tout intervalle ?
20 Meontrer que ’on peut déterminer a, f, y de facon que la série de FOURIER

+ o

de fse réduise & Y
n=1

COs nXx

2
n
30 Déduire de ce qui précdde la somme de la série de terme général u, = 0
etu, = 1/n*sin > 1.

Solution

[0 La fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme de DIRICHLET car elle
n’a que des discontinuités de premiére espéce en nombre fini sur tout intervalle
borné et elle admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.
Elle est donc développable en série de FOURIER pour toute valeur de x (¢f. C. E,,
Ch. 6, § IV, n° 123) et on a

+ oo

f(x) = ?2—0 + Y (a,cosnx + b, sin #x)
n=1

ol pour tout entier 1

Ii:f(x) sin nx dx .

3=

1 +n
n =~ f(x) cos nx dx et b, =
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La fonction f étant paire pour tout entier » on a
2 i
b,=0 et a,,:;z--[ (ax® + Px + y) cos nx dx .
0

On a donc
2 n 2

a ———[orx—3+ﬁf—+ x] SR L. R
LB g THFl. — Wg g v ¥

Pour chaque entier n strictement positif cherchons une primitive de la fonction
(ex? + Px + y) cos nx. Elle est nécessairement de la forme

(Ax* + Bx + C)cosnx + (Dx* + Ex + F)sin nx
ou 4, B, C, D, E, F sont des nombres réels tels que

[(4x* + Bx + C)cos nx + (Dx* + Ex + F)sinnx] =
= (ex® + fx + y) cosnx .

Ona
[(sz+Bx+C‘)cosnx+(Dx2+Ex+F)sion]’=
= [nDx* + (nE + 2 A) x + nF + B] cos nx +
+ [— Anx* + 2D —'nB) x + E — nC] sin nx
et par suite
nD=uoa, nE+2A=0p, nF+B=y, nA=2D~unB=E—-—nC=0.
Donc une primitive de (ex* + fx + ) cos nx est

(z—ax -} E)cosnx +(Ex1 -+ gx + ¥ _ 2—:)sin nx.

n’ n? n n n o n

Pour tout entier » strictement positif on a donc :

22 IR
Gy == [(J—x 1 E)cnsnx +(Ex2 " » %g)smiﬂx]

2 2

i n n R n n n 0
; 4o . ; 4da 40 . : :
et par suite g, = Pl R est pair et g, = — p R £ n est impair. On en

déduit que
n

f(x)=%(a3 +ﬁ§+?)+

+ o 2 oo 2 .
£y 4 o 8 ;;x+ 3 (_4a_4ﬁ)cos( P lz}x‘
p=1 (2 p) r=1 @p-1)

T

Comme pour tout nombre réel x on a

cos 2 px
2 p)’

{Iocf

2

&
p

‘40(
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et

|(_4a_ﬂ)cos(2p—12)xf
4 Qp-1)

et comme les séries numériques de termes généraux

4a+4—ﬁ
la | T
= et ——————
P 2p-—-1)

sont convergentes, la série de FOURIER de f converge normalement donc unifor-
mément sur R et par suite sur tout intervalle de R.

+oo
20 Pour que la séric de FOURIER de f'sc réduise & Y o il faut et il suffit
n=1 n

que
1{ #° i3
4o=1 el —4a-i§=l
T
c’est-a-dire que
. __T =
~ - T3t T
Par suite pour tout élément x de [0, =] on a
Jf_nx n? < cos nx
4 2 6 n=i M

2 + oo 1

6.42 Soit f une fonction complexe de variable réelle, continue par morceaux sur

+ oo . i
tout intervalle borné et de période 2 n. Soit ) ¢, e"™ la « série » de FOURIER

n=—w

de cette forction, On pose pour tout entier naturel m

fulx) = Y, cne™.

N= —
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1° Démontrer que pour tout entier naturel m on a la formule

1

+m

2n 5 l n
TlePa- 3 lal =5 | 110 - e ax

2° En déduire que pour tout entier 7 on a
2. e g——-j | £ |? dx.
n=0 0
30 En déduire que la famille (| ¢, |?),.z st sommable et que sa somme est

2Am
nom d’inégalité de BESSEL.)

2n
inférieure ou égale a U j | f(x) [2 dx . (Cette inégalité est connue sous le
4]

Solution 10 Ona

:'ZEE j: {f x) =17 ,,,(x}} (f (x) — fm(x)) dx =

1 2n . 1 2n e
-~ j J(x) f(x) dx — 77 jo SO fulx) dx —

1 2n 1 2n s
- 57 | T@L@ e+ 5 | fenE .

Nous savons que

=3 e

n=—m
avec

1 " —inx
c, = E-E jo f (JC) i dx.
On en déduit que :

2]-_:!: j‘zsf(x)m do= ﬁlﬁ zﬂf(x} (n=5:l-”m C: e'i"‘) dx

+m 1 2n . +m
= E"(i; Of{x]e_’"‘dx)= Yy R

n=—m
On montre de méme que

1 [ 1
= [ Tenmar=5 [T renme= ¥ o

n=—m
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On a donc
1 2= s B
77 ). U0~ L) GO~ L) ax =55 [ rwr@a- ¥ e,
et par suite
1 2n 3 1 In +m
@ - f@Pd= g | @ - Yl

2° On tire de I’égalité précédente

+m 1

Y lal =

2
e[ ax - 5 j |£G) = )| dx

La deuxiéme intégrale étant positive on en déduit que

+m 5 1 2n
Y el , /@[ dx.
+m
30 La suite ( ¥y e l"’) est croissante et majorée par
n==m meN
1

In i
R -[o If(x)l dx.

Elle est donc convergente et sa limite est inférieure A 2—1* I | f(x) Iz dx. Par

suite Ia famille (| ¢, |?),, . z est sommable et

+ o

2 1 r" 2
Y, legFes E | ) |? dx .

H= —aD

6.43

Soit f une fonction dérivable, de période 2 w, dont la dérivée est continue par

morceaux sur tout intervalle borné de R.
=+ oo

1° Soit Y a,e™ la « série » de FOURIER de f. Trouver la série de FOURIER
n= =0

de [’ et en utilisant I'inégalité de BESSEL (¢f. ex. 6.42) établir que la famille
(I a, 1> n?),. zest sommable.

20 Soient (), . z» (V). e z deux familles sommables de nombres réels positifs.
Montrer que la famille (1, v,), . z est sommable et établir I'inégalité

(2 ) <(Z,4) (£,5)
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3o En déduire que la famille (| @, |). z est sommable et que la série de Fou-
RIER de f est uniformément convergente sur R. Enoncer une conclusion.

Solution 1o Les coefficients de FOURIER (b,), . zde f* sont définis pour chaque entier
rationnel n par

1 a ’ =int
by=5z | SO ™t

On a donc b, = 0 et pour n # 0 une intégration par parties donne

b, = : f® e""”] i + o5, hf(:) e "™ di
i 2 w 0 2 n o i
Par suite pour tout entier rationnel n, on a b, = ina,. La fonction f* étant
continue par morceaux sur [0, 2], comme | b,| = |n| |a,|, 'inégalité de
BesseL montre que la famille (| a, [* #*), . z st sommable et que

+ oo 1 Zn
Y la*«? <3~ L |F/@ | de.

n=— oo

2° On a
2.2 2 A - 2
wivl+ulv, — 2u,vpu v, = (uyv, — ugv,)° 20
et par suite
+m 2 +m +m +m +m 5
2.2 2
2( y u,,v,,) =2 Y ¥ wyun < ) Y (upvg + u, vy)
n=—m p=—m g=—m p=—m g=—m
+ oo g
> u).

() (£ (F) (5

= —rp ==m = =D

+m
On en déduit que la suite ( ¥ U v,,) croissante majorée par

n=—m meMN

J (% «)(3 %)

p=—o

est convergente. Autrement dit la famille (v, v,), . z est sommable et on a I'inéga-
lité
+ op 2 + o + oo
y u,,v,,) < ( ¥ uf) y vf).
=—u n=—aob = —on
30 Posons u, = vy = 0 et pour chaque entier rationnel n non nul

1
u,,=|ﬂ||ﬂ,,l, vn=|_'n_i'
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D’aprés la question précédente, la famille (| 4, |),. z» est scmmable et on a

(Z ta,,lz)s:_(nz —1-2-)(2 n’=|a,t11)-

ne z* e N ne z*

Comme pour tout entier rationnel non a | a, e | = | a, |, lafamille (a,e'™),. z

a ses termes majorés en module par les termes (| a, |), . z d’une famille sommable
de nombres réels et par suite 1a série de FOURIER de f est uniformément conver-

gente sur R. Le théoréme de DiricHLET (¢f- C. E., Ch. 6, § IV, n° 123) montre
que pour tout nombre réel x, on a

+ oo .
Y. a,e™ = f(x).

n=—m

On peut donc dire que si f est la primitive d’une fonction de période 2 n continue
par morceaux sur tout intervalle borné de R, la série de FOURIER converge vers [

uniformément sur R.




[

SYSTEMES DIFFERENTIELS
ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.1 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles

x3(1) = 2 x,(1) + 3 x,(t) — 4 x;3(1)

j x3(1) = x,(t) + x,() — x5(t)
x53(f) = 4 x,(1) + x5(t) — 4 x5(1)

ol X;, X5, X3 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution  En posant X(1) = (x,(1), x5(r), x5(t)) et X'(£) = (xi(6), x3(t), x3(f)) pour
chaque nombre réel ¢, le systéme proposé s’écrit X'(f) = A.X(t) ol A est la
matrice

Le polyndme caractéristique de A est
PA =det(d - D=1 —-2DA—-2)(+ 3)



238

EXERCICES D’ANALYSE

donc A posséde les valeurs propres simples 4, = 1, 4, = 2, 4, = — 3. Les solu-
tions du systéme se présentent donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) sous la forme

X(f) = X1(I) 2 Xz(f) 2 o Xs(f}

avec
Xl(l‘) — Y| ct
X,(1) = Y, e
Xl(t) - Y3 6“3'

ol ¥,, ¥,, Y, sont des vecteurs de R® que nous allons déterminer.
Ona

e [X\() — A.X,(H] =0 (1)
e” 2[X5(f) — A.X,(1)] = 0 ()
e[ X5(t) — A.X4()] =0 (3)

or
Xi(D=Y,¢e'. Xi)=2Y,e*, Xiy=-—-3Y,e™™

donc les relations (1), (2), (3) ci-dessus donnent

Y, = A4.Y, @)
i (5)
—3Y,=A.Y,. (6

En posant Y; = (¥, Viz» ¥i3) pour i = 1, 2, 3 la relation (4) donne

G)-C 2 S

{ Yia— ¥z =0

d’ou
2y 0+ 2y, —4y;3=0
dyiu+ Yi2—3y1.=0.

On en déduit que
Py =Yz = Yaa

par suite le vecteur Y, est de la forme (X, K,, K;) ot K, est un nombre réel,
La relation (5) donne

2 y5 I Y21
2y,2)=|2 3 — 41| V22
2 yaa 4 I — 4/ \y23

["J’zl + Va2 — Va3 =10

L
[y

d’on

2yt y2—4yna=0
4y + ya2 —6y;3=0.
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On en déduit que
Y21 = Yaa et Y22 = 2y,

par suite le vecteur ¥, est de la forme (K, 2 K,, K;) oit K, est un nombre réel
La relation (6) donne

- 3y 1 | = I\ %%
=3y |= 3 — 4] ys2
— 3 yas 4 1 — 4/ \yas

{ 4y, + 932 —ys3 =0

d’oti

234 + 65, —4ys3=0
4y + Vs2 —yiz =0.
on en déduit que
Viz = 1y3, et Y3z = 11 y3,

par suite le vecteur Y, est de la forme (K3, 7 Kj, 11 K3) ol K est un nombre
réel. Les solutions du systéme sont donc

xi(t) = K, e + K, e* + K;e™¥
x()=K e +2K,e* + T K;e™
) =K, e + K,e + 11 K;e™™

ot K,, K,, K; sont des nombres réels.

1.2

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
x1() = — x(1) + x2(1) + x3(1)
x3(t) = x1(t) — x2(t) + x5(t)

- x3(0) = xy(t) + x5(1) — x3(1)

ol x;, X,, x5 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution

En posant X(r) = (x,(t), x5(t), x5(1)) et X'(r) = (x1(1), x%(2), xé(r)) pour
chaque nombre réel 7, le systéme proposé s’écrit X'(¢) = A.X(t) ou A4 est la

matrice
-1 1 1’
A =( | -1 l).
1 1 -1
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Le polyndme caractéristique de 4 est
P =det(d—AD=—-@A—D@A+2?

donc A posséde la valeur propre simple 4, = 1 et la valeur propre double
A, = — 2. Les solutions du systéme se présentent donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I,

5 =
n° 178) sous la forme

X)) = X,(1) + X,(1)

avec
Xl(l‘) — YI E‘

X,(t) = (Y, + Ya)e ™

ol Y,, Y,, Y5 sont des vecteurs de R que nous allons déterminer. On a

e [X(H) — A.X, ()] =0
eX[X5(t) — A.X,(1)] =0

or
Xi=Ye X=-2Y,—-2¥, e’

donc les relations (1) et (2) ci-dessus donnent

Y3_2Y3=A.Y2
'_2Y3=A.Y3.

En posant Y; = (V1> Y2, Yi3) pour i = 1, 2, 3 la relation (3) donne
Y11 = 1 1 1\ {yi1
Yo j= 1 -1 L1 yiz
Vi3 1 1 - LI \y13

{ — 2y + Yi2+ Y13 =0

d’ol1
Yiu— 2y + 3= 0
yiu + yi2 —2y13=0.

On en déduit que
Y —Via = Vi3

n
@

&)
“@
&)

par suite le vecteur ¥, est de la forme (X, K, K,) ol K, est un nombre réel.

Les relations (4) et (5) donnent

Yar — 23 -1 1 1\ [y2;
Yiz — 2 ¥ |= 1 -1 LI y22
Vax — 2 Y3 1 1 — 1/ \y23
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et
—2ys = i 1 1\ [y3:
— 2 yaz )= 1 — 1 LI yaz
— 2y 1 1 —i '33
soit
Yar — Y21 — Y22 — Va3 =0
Ysz— Y21 — Y22 — Y23 =0
Yaz — Y21 — Y22 — Y23 =0
et

Y31 + a2 + ya3 = 0.
Il en résulte que
Y31 =Yz =Yaz =Va1 + Va2 + V23 =0
par suite le vecteur Y, est nul et le vecteur Y, est de la forme
(K2, K3, — (K3 + K3))

ol K,, K, sont des nombres réels. Les solutions du systéme sont donc

() =K, e+ K;e ™™
xg(.t‘) = Kl et + K3 eull
x3(f) = K, €' — (K, + K)e 2

ou K,, K,, K; sont des nombres réels.
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13 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles

xi(1) = 3 x,(2) + x,(1)
x3(1) = — 4 xy(1) — x,(1)
x3(t) = 4 x(1) — 8 x,(1) — 2 x;5(1)

oll x;, X,, X3 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution  En posant X(t) = (x(£), x2(£), x3(t)) et X'(£) = (x1(£), x2(£), x3(¢)) pour
chaque nombre réel ¢, le systéme proposé s’écrit X'(t) = A.X(r) ou A est la

matrice

3 1 0
A={—-4 -1 0].
4 -8 —2
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Le polyndme caractéristique de A est
PR =det(d—2)=—-Q2Q+HA - 1)?

donc A posséde la valeur propre simple 4, = — 2 et la valeur propre double

;-2 = i.

Les solutions du systéme se présentent donc (cf. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) sous

la forme
X(0) = X,(1) + Xa(0)

avec
X (@)=Y e™

X,(6) = (Y, + Y38)¢'

ot Y;, Y,, ¥, sont des vecteurs de R? que nous allons déterminer.
On a

[ X5() — A.X,(0)] =0
e X5t — A.X,(1)] =0

or
X(=-2Y¢e% X(=F+Y+Y; 1) e

donc les relations (1) et (2) ci-dessus donnent

—2Y1=A-Y]
Y3+ YIEA.}‘}
Y,=A4.Y;.

En posant Y; = (Jis» Viz» Via) POUr i = 1, 2, 3, la relation (4) donne
-2y 3 1 0\ [y11
— 2y )=|-4 =] U | B2
— 253 4 -8 — 2/ \y13

{ 5}’11+J’12=0

d’olr

— 4 yy, + y12=0
4 y14 *‘8}’12':0-

Q)
2)

)
@
(3)

On en déduit que y;; = ¥, = 0, par suite le vecteur Y, estdela forme (0, 0, K,)

ol K, est un nombre réel.
Les relations (4) et (5) donnent

Va1 T ¥a 3 1 0\ [y21
Va2 + ¥a2 )= — 4 - 1 0| y22
Y23 + Vas: 4 — 8 — 2/ \Yas
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et
Y31 3 1 0\ [ys;
Yaz|=|— 4 =1 011 rs2
Yaa 4 — — 2/ \ys3
soit
2 Y31 + Yoz = Vi
— 4y — 255 = Yaa
4y — 8y — 3 yz3 = yaa
et

— 4y, —2y5,=0

[ 2y +y32=0
4y3 —8y3a —3y33>=0

il en résulte que
3yss = — 10y;

Yaz = — 23
V22 = Va1 — 22y
3¥23 = ys2 + y3z — 10y,
donc les vecteurs Y, et Y; sont de la forme

Yz =(3K2,9 KS- —G.Kz,mﬁz = 16K3}
Y3 = (9 K3, — 18 K3, 60 K3)

ou K,, K; sont des nombres réels. Les solutions du systéme sont donc

x()=0K +9K;0)¢
xy(t) = (O Ky — 6 K, — 18 K5 £) €

x3(f) = Ky €72 4+ (20K, — 16 K5 + 60 K 1) €'

ol K,, K,, K; sont des nombres réels.
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14

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
2x3(0) + x3(0) — 3x,(f) — x,(t) = ¢
x1() + x5(f) — 4 x4(1) — x5(f) = ¢

ou x, et x, sont des fonctions réelles dérivables sur R.
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Le systéme proposé équivaut au systéme
x4+ x,()=1—¢ (1)
x5() — 5x,(f) — x,(t) = — 1t + 2¢€". (2)

L’équation (1) est une équation différentielle linéaire que nous pouvons inté-
grer directement. L’équation homogéne associée a I’équation (1) est

xi(t) + x,(t) = 0.

Les solutions sont de la forme

%) =€, e""
et en appliquant la méthode de variation des constantes, on obtient
Cihe'=1—¢
d’olr
Ci(t)y =te —e”
et

Ci(t)=te' —e" — 1e” + ¢,
ol ¢, est un nombre réel.

Par suite on a

x(W)=t—1—4%e"+¢cc™’

oll ¢; est un nombre réel, et en portant ce résultat dans [’équation (2) on obtient
¥y(f) —x,(0) =4t —35 -3 +5¢,¢7". 3)

L’équation (3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équa-
tion homogéne associée a I’équation (3) est

x53(t) — x,(1) = 0

elle admet les solutions
x,(1) = C, €'

et en appliquant la méthode de variation des constantes, on obtient

cCnet=4r—=5—-}e+ 8"

d’onn
Cy)=4te*—5e " —++5¢,e %
et
Cy(t) = — 4 EEr 8 %! . 3?;[&-21 + ¢
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oll ¢, est un nombre réel. Par suite

X, )= —41+1 -—%te'-—%e"+cze'

et les solutions du systéme sont
e 1
XL(I) = Cl =] f + I — _I — '2_ E"

x5(t) = ——5—;—'e"+ c;e€ — 4t 41— -‘r_l-lti.el

ou ¢,, ¢, sont des nombres réels.

1.5

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
{ x1(f) + x5(f) — x,(t) = sin ¢
xy(t) — x3(f) + x((t) = ¢

ol x,, X, sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution

Le systéme proposé équivaut au systéme
x1(0 = — 1 x;(1) + L x,(t) + Kt + siny)
i { x2(0) =L x (1) + 1 x2() + H— ¢t + siny).
Pour chaque nombre réel 1, posons

X(1) = (xi(0, x2(0),  X'(@) = (x1(1), x3(0))

et
G(t) = (4t + sin1), J(— t + sin1));
alors le systéme (S”) s’écrit aussi

X'(t) = A4.X(1) + G()

— % %)
a-(7F )
A
Le polyndme caractéristique de A4 est
P =det(4d — ) =232 -1

ou A est la matrice
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donc A posséde les valeurs propres simples 4; = \ﬁfz et A, = — \/5.}2. Les
solutions du systéme homogéne associé a (8”) sont donc (¢f. C. E., Ch. 10, § L,
n° 178) de la forme

X)) = X, (1) + X,(1)

avec

X(n=Y exp(i;- r)

X,H=1Y, exp(— }T[Zé 1)

ou Y,, Y, sont des vecteurs de RZ que nous allons déterminer. On a

x30) = L v, exp (1)

2
et
(X0 - A.X (D] exp(— %[% t) =0
donc
%31’[ = A.Y,
d’oti en posant ¥y = (¥11. V12)
Jj 1 1
_z_y“ ~ 3 Y1t
ﬁ 1 1
-—2—}’12 7] ) Y12
soit
2 +1 1
1{;—2—-—-}’11 —aY2 =0
| 2 -1
: iyn +i"—2' — Y12 =0

d’ou I'on tire
YViz = (\}!i + 1) yi

et par suite l¢ vecteur Y, estde la forme (K, (\/i + 1) K,) o1 K, est un nombre
réel. De méme on a
J2

X5(1) = — 5 Y; exp(— g t)
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et
[X5(1) — A.X5(D] exp(‘—é-i z) =0
d’olr
== g Yz = Ao Yl

et en posant Y, = (¥,4, ¥22)

2 1 1
= % Ya1 3 5 Y21
B T 4 1
—2—"3’22 2 2 Va3

soit

1 -2 1
(_ 2\/-)}’21 = '2'.1’22 =0

1 1 + /2
~ 3 Va1 _(__2.‘\/“') Y22 =0

d’ou I’on tire
= (1 — \/5) Y21

et le vecteur Y; est de la forme (Kz, (- V2) K,) ou K, est un nombre réel.
Cherchons a présent une solution particuliére Z du systéme (S*). Comme

G(it) = Ut + Vsint
avec U = (4, — 1), V = (%, 1) nous chercherons Z(t) sous la forme
Z() =Yt  + Yyt + Y5 + Ygsint + Y, cost
ol Y;, Y,, Y5, Y, ¥ sont des vecteurs de R? que nous allons déterminer. On a
Z'(t)=2Y3t+ Yyg + Ygcost — Y;sint
par suite

G(t)=2Z'(t) — A.Z(t) = — AY3 1> + 2 Y, — A.Y)t +
+ (Y4 T AYs} + (YG = AY-;)COS: = (Y';r + AaYﬁ) Sinl'

donc
A.Y3=0 1)
2Yy — AY, =U (2)
Y, —A4.¥Y =0 3)
Y, —A.Y, =0 4)

Y, + A.Y, = — V. )
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Posons Y; = (31, ¥iz) pour 3 < i < 7, L’égalité (1) donne alors
l — 43y +3y32,=0
¥+ Ey =0
d’oli
Yii =¥, =0
et ¥, = 0. En portant ceci dans I’égalité (2), il vient alors
{ YV — 3V =4%
~3Va —3ya=—1%
d’ol
Yar = 1 Va2 =0

et
Y, = (ls 0) .

En portant ce résultat dans I’égalité (3), il vient

[ —43ysi + iy =1
1y51 +3pys2=0

d’ol
ysi=—1 Y52 = 1

et
Yo =1({—1,1).

Les égalités (4) et (5) donnent
— 3V 3V = Ve
2V + 5V = Vez
Vi1 — ¥ Ver + 2 Ve2 = — 3%
Yo+ 3Ver +3Ve2= — %
d’ot1 'on tire
y71=J’72=“‘} Vo1 = 0 YVez = — %

donc
Y=0,-%) e Y,=(-%-13.

Par suite les solutions du systéme proposé sont
( x () = K, exp(l@ r) + K, cxp(— 1/2 1) +t—-1- %cost

2 2
x,(0) = (ﬁ + 1K, exp(lzf—z !) + (1 — V/:?') K, exp(— lfzgg) 3

+ 1 ls'nt lct
31 303

ol K,, K, sont deux nombres réels.
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1.6 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
x7(8) = x,(f) — xz(t)
x5(t) = x,(1) — x4(1)

ol x,, x, sont deux fonctions réelles deux fois dérivables sur R.

Solution  Pour chaque nombre réel ¢, posons
x3(f) = x1(0)  x4(t) = x5(1)
X(1) = (x1(8), %200, x3(1), xa(1))  X'(1) = (x3(2), x5(8), x3(1), x4(1) -

Alors le systéme proposé équivaut au systéme d’équations différentielles linéaires
du premier ordre X'(f) = A.X(t) ol A est la matrice

0 0 1 0

0 0 0 1

% 1 —1 0 0
-1 1 0 0

Le polyndme caractéristique de A est
P()) = det (4 — AI) = 22(A* — 2).

La matrice A admet donc les valeurs propres simples 4; = ﬁ, Ay = — ﬁ et
la valeur propre double 1; = 0. Les solutions du systéme X’(f) = 4.X(#) sont
donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) de la forme

X(1) = Xi(1) + Xo(1) + X5(0)
avec
X, (1) = Yy exp(+/2 1)
X,() = Yy exp(— /2 1)
Xi =Y, + Y1

ot Yy, Y5, Ya, ¥, sont des vecteurs de R* que nous allons déterminer. Posons
Y; = (Ji1» Vizs Vizs Via) pour 1 < i< 4.Ona

Xi(1) = 2 Y, exp(y/2 1)

et

[X4(®) — A.X, (D] exp(— /21) = 0
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donc
JB¥ & 4,
soit
V2 Y11 = Vs
\&}'12 = Y14

\/iylii = ¥ii — Vi
\/5.1’14 =:—Fig + Fag
on en déduit que
Yiz™= — ¥ }’13=\/§P1| Yia = -\/i}’n

donc ¥, = (K;, — K,, ﬁ K, — \EKI) ot K, est un nombre réel.
De méme on a

Xo(f) = — /2 Yy exp(— /2 1)

et
[X5(0) — A4.X, @] exp(y/2 1) = 0
donc
- J2Y,=A.Y,
soit
= ﬁ ¥z = Yaa
= \/2 Y22 = V24

— \/_2 Y23 = Va1 = V22
—ﬁyu = — Ya1 + Va2
on en déduit que
Y22 = — Y21 Yay = — \ﬁyn Yaa = \E Y21

donc Y, = (K;, — K3, — /3 K5, \/EKz) ol K, est un nombre réel.
A présent observons que

Xi=1Y,

donc
AY, + AY, 1= Y,
d’ou
AY3= Y4 et AY4=0
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on en déduit que

Ya1 = Va3 Yaz =0
Yaz = Y3a Yaa =0
Ya3 = Va1 — Va2 Yar — Yaz =0
Yaa = — Va1 + Va2 —Yar + Yar =0

d’on

Vaz = Vaa =0

{ Yar = Yaz = Va3 = Vs
Y31 = Va2

par suite on a
Y; = (K;, K3, Ky, Kp)

Y, = (K, K4, 0, 0)

oll Kj, K, sont deux nombres réels et les solutions du systéme X'(t) = A.X(1)
sont

X1(t) = K; exp(f2 ) + Ky exp(— 20 + K5 + K, t
x(t) = — K exp(yf21) — K, exp(— 21) + K, + K, t
x3(1) = V2K, exp(yJ21) — J2 K, exp(— 2 1) + K,
xd) = — V2K, exp(y/2 1) + V2 K, exp(y/2 1) + K,

ou K, K,, K,, K, sont des nombres réels. On retrouve évidemment sur ces for-

mules le fait que x3(z) = x1(t) et x,(f) = x3(f) et les solutions du systéme
proposé sont

{ x,() = Ky exp(y/21) + Ky exp(— \/21) + K3 + K, 1
x() = — Ky exp(y/21) — Ky exp(— 21) + K4 + K, 1

ou K,, K,, K, K, sont des nombres réels.

1.1

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
{ xy(1) + 4 x,(1) = 0

oll x,, x, sont des fonctions & valeurs dans C, définies et deux fois dérivables
sur R. Parmi les solutions du systéme (S), quelles sont celles qui prennent leurs
valeurs dans R ?
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Solution

Pour chaque nombre réel ¢, posons
x3(t) = xi(1)

X = (xl(l), x5(1), xa(1), x4(1))

EXERCICES D’ANALYSE

%00 =25

X'(0) = (x1(1), x2(0, x3(1), x4(D) -

Alors le systéme (S) équivaut au systéme d’équations différentielles linéaires du

premier ordre X'(f) = A.X(t) ou A4 est la matrice

0 0 1 0
0 0 0 1
2=la -4 0 0
4 0 0 0
Le polyndme caractéristique de A est

P(}) = det (A — M) = 2* + 16

donc A posséde les valeurs propres simples

Ay = 200 + i) = — J201 + i)
Aa=J2A— 1410 A= -—J2A—1+10).
Les solutions du systéme X'(r) = 4.X(t) sont donc (¢f. C. E,, Ch. 10, § I,
n° 178) de la forme
X(t) = X,(t) + Xo(1) + X3(0) + Xu(0)
avec
X () = Yy exp(y/2(1 + i) 1)
X,(t) = Y, exp(— J2(1 + i) 1)
Xs(t) = Ysexp(/2(— 1 + i) 1)
\ Xq(0) = Yoexp(— J2(— 1 + i) 1)

ol ¥;, ¥,, ¥5, ¥, sont des vecteurs de C* que nous allons déterminer.

Posons Y; = (Vi1, Yizs Vizs Via)

pour 1 €i<4. Alors pour 1 <i<4ona

[Xi(D) — A.X (D] exp(— 4, 1) =0

donc
LY, =A.%;
soit
L Yin = Yia
& Viz = Via
AiYia=—4y

AiVia =4y -
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On en déduit que
m g .j_'_‘z_ = J. v = “
Yiz = 4 Yu Yiz = ¥y Yix = I}’il
par suite on a
YI = (Kls - iKh \/i(l ¥ i)Klr ‘\,n'fi(l - ')Kl)
Y, = (Kz — iK,, — J2(1 + D K,, — 201 — ) K,)
Y; = (K;.iK;, -JE(— 1 +1)K;, — Ji(l + i) K5)
Y4 = (K4s i-KJi-s - ﬁ(_ 1+ n KJI»: \/5(1 + i) Kd-)

ou K,, K,, K,, K, sont des nombres complexes. Par suite les solutions du sys-
téme X'(1) = A.X(¢) sont

x,(1) =
=K, exp(/2(1 +i) 1) +K, exp( —/2(1 +i) 1)+
+ K exp(y/2(—1+0) 1)+ K exp(—/2(— 1 +i) 1)
x,(f)=
= —iK, exp(y/2(1+i) t)—iK, exp(—/2(1+i) 1) +
+iK3exp((2(—1+i) ) +iK exp(—/2(— 1 +i) 1)
x3(t)=
=201 +) K, exp(y/2(1 +i) 1) — /21 +D) K, exp( — /2(1 +i) 1) +
+2(— 1+ Ky exp(y/2(— 1 +i) 1)~ /2(— 1 +) K, exp(— J2(— L +i) 1)
x4(B)=
=/2(1—i) K, exp(y/2(1 +i) 1) —/2(1 — D) K, exp(—+/2(1 +i) 1) —
—J2(1+ ) Ksexp(y/2(— 141 1) +/2(1 +1) K  exp(— J2(— 1 +i) 1)

ol K, K, K;, K, sont des nombres complexes. On retrouve sur ces formules le
fait que x5(f) = x1(f) et x,(t) = x5(). Les solutions du systéme (S) sont donc

x,(t) = K, exp(y/2(1 + i) 1) + K, exp(— J2(1 + D) 1) +

+ Ky exp(y2(— 1 4+ D) 1) + K exp(— J2(— 1 + i) 1)
x,(t) = — iK, exp(\/2(1 + i) 1) — iK, exp(— J2(1 + D) 1) +

+ iK; exp(y/2(— 1 + i) 1) + iK, exp(— J2(— | + i) 1)

ou K, K;, K,, K, sont des nombres complexes. Celles qui prennent leurs
valeurs dans R s’obtiennent en exprimant le fait que x, () = x,(t) et x,(t) = x,(7)



254 EXERCICES D’ANALYSE

pour tout nombre réel £. On obtient ainsi les conditions K; = K, et K, = K,
d’oll en posant
K,=L, +iM; K,=1L,+iM,
ou L,, L,, M, M, sont des nombres reels.
%y (®)=(Ly exp(o/Z 1)+ L, exp(—+/2 D) (exp(y/2 if) +exp(—/2 if)) +
+(iM, exp(y/2 D—iM, exp(—/2 1)) (exp(y/2 if)—exp(—+/2 i1)
x,()= (M, exp(y/Z )+ M, exp(—/2 1)) (exp(y/2 if) +exp(—/2 i)+
+(iL, exp(— /2 ) —iL, exp(y/2 1)) (exp(y/2 if)—exp(—+/2 if))
soit encore
x,(f) = (2L, exp(y/2 1) + 2 L, exp(— /2 1)) cos J2t+
+ (2 Myexp(— /21) — 2 My exp(y/2 1)) sin /2 ¢
x(1) = (2 M, exp(y/2 1) + 2 M, exp(— /2 1)) cos J2t+
\ + (2L, exp(/21) — 2 L, exp(— /2 ))sin 2 £

Les solutions du systéme (.S) qui prennent leurs valeurs dans R sont dong de la
forme

x¢(f) = (4, exp(y/2 1) + 4, exp(— J2Z1))cos 21+

+ (Byexp(— /21) — By exp(\/21)) sin/ 2t
x,(f) = (B, exp(y/2 1) + B, exp(— J21)cos J2t+

+ (A, exp(y21) — Ay exp(— /21)sin f2

ou 4,, A,, B,, B, sont des nombres réels.

1.8 Montrer que I’équation différentielle
t2 x"(t) — tx'(t) + x(t) = 0 (1)

admet pour solution la fonction réelle @ définie sur R en posant w(t) = t pour
chaque nombre réel ¢. En déduire toutes ses solutions & valeurs réelles.

Solution Pour tout nombre réel ¢, on a
w'(t) = 1 ') =0

donc
12 0'(t) = tw'(t) — w() = 0.
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Cherchons donc les solutions de I'équation (1) sous la forme x(t) = (#) z(t) oi1 z
est une fonction a valeurs réelles, deux fois dérivable. On a

X(t) = z(t) + tz'(2)
X'(f) = t27(t) + 22(2)

donc
1 (ez"(t) + 22°(t)) — £(2(r) + t2'(2)) + tz(2) = 0

d’olr
P2+ 220)=0.
Pour chaque nombre réel ¢, posons
¥t) = 2'(t)
alors on a
BPyO +t2yt)=0
donc sur tout intervalle fermé 7 inclus dans R* ou R* ona

K

Log | y(f)| = Log |-,

ou K est un nombre réel, donc
K
W) = T
et par suite
zZ(t) = Klog|t] + K’

ou K et K’ sont des nombres réels.

Nous voyons donc que dans tout intervalle fermé 7 inclus dans R% ou R les
solutions de I’équation (1) sont

x(t)=Ktlog|t|+ K't

ol K et K’ sont des nombres réels.

19

Soit 7 un intervalle fermé de R inclus dans R* ou R%. On considére les équa-
tions différentielles
xX"(t) + 2xX@) —tx(t) =0 (1)

x"(t) + (2 —- 1) X)) — x(t)=0. 2)

I® Montrer que la fonction réelle w définie sur 7 en posant pour chaque
élément ¢t de /

axt) =

eI'
¥

est une solution de I’équation (1).
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70 En déduire toutes les fonctions réelles définies et deux fois dérivables sur 7/
qui sont solutions de I’équation (1).

3o Montrer que les équations (1) et (2) ont une solution commune sur I'inter-
valle I.

40 En déduire toutes les fonctions réelles définies et deux fois dérivables sur J
qui sont solutions de I’équation (2).

Solution lo Pour chaque élément # de J on a

te — ¢
ﬂ)’(t) = - -—tz—

2 7 T
. t“e —2te 2e
w'(f) = — il

donc

tw’(t) + 2 @'(t) — ta(t) =

rze‘—_Zrc"+Ee‘+2te'—2e‘

—e'=0.
12 12

20 Cherchons les solutions de I’équation (1) sous la forme

x(t) = oft) z(7)
oi1 z est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur I. Pour chaque
élément tde fon a

x(t) = % 2(f)

r 1 t
c

x'(f) = -I-T:-e- z(t) +% z'(t)

i et =21 § 2¢ te' —¢ e .,
wiy="S T2 T2 iy 22 22X+ —20)
f t

d’ol1 en portant dans 'équation (1)
et () + 2¢' (1) = 0.
Pour chaque élément ¢ de I posons
Wt) = 2'(¢)
alors y est solution de I'équation
y(@) +2y(t)=0

donc
y(t) = Ke™*
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ol K est un nombre réel. Il en résulte que pour tout élément t de / on a
Z(f) = Kl 6_21 + .Kz

ou K, et K, sont deux nombres réels. Les solutions de I’équation (1) sur I'inter-
valle 7 sont donc

c e
X(f)=.K1T+K2-{—

ou K, et K, sont deux nombres réels.
3¢ La fonction e étant celle définie 4 la question 1 on a

to'(t) + (2 — 1) 0'(t) — oft) =
t?e' —2te + 2¢ L @- Ot —¢) e

i i’ i

Pt —2t1e'+2e' +2te'—2e" —t?e' +tef —t¢ 5
- - =
i

donc o est aussi solution de Péquation (2) sur P'intervalle 1.
40 Cherchons les solutions de I’équation (2) sous la forme

x(1) = olt) z(r)

ol z est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur 1. En portant dans
I’équation (2) les valeurs de x'(t) et x"(¢) calculées a la question 2 on obtient

e’ + e @) =0.
Pour chaque élément ¢ de 7 posons
W) = 2'(1)
alors y est solution de 'éguation

y) + p) =0
donc
¥t) = Ke™*

ou K est un nombre réel. Il en résulte que pour tout élément ¢ de / on a

Z(t) - K| E_r -+ Kz
ou K,, K, sont deux nombres réels. Les solutions de I'équation (2) sur ’inter-
valle 7 sont donc

K, J

€
X(f) = T -+ Kz “f_

ol K;, K, sont deux nombres réels.

CaALYD. — Exercices d’analyse T€° cycle, 2¢ année er Spéciales MM:* 9
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7.10

Soit [t,, #,] un intervalle fermé de R inclus dans R%. On considére I’équation
différentielle
2 x"(t) + (1 + A ex'(t) + x(t) =0 E(t)

ol A est un nombre réel.

1o Si x est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur [t,, £,] qui est
solution de I’équation E(r), former 1'équation différentielle E'(s) & laquelle
satisfait la fonction y définie sur [Log f,, Log ¢,] en posant pour chaque €lément
s de cet intervalle

y(s) = x(e¥).

20 Trouver toutes les fonctions y définies et deux fois dérivables sur
[Log #,, Logt;] qui sont solutions de I'équation E’'(s). En déduire toutes les
fonctions x définies et deux fois dérivables sur [t,, £;] qui sont solutions de
’équation E(1).

30 Trouver toutes les fonctions x définies et deux fois dérivables sur [fg, 1,]
qui sont solutions de I’équation différentielle

2 x"(t) + 61x'(6) + x(r) = ¢. (G)

Solution

1o Pour tout élément s de [Log #,, Log ;] on a

y'(s) = x'(e).¢
y'(s) = x"(e).€** + x'(¢°).¢*

donc
) = =)e "
(&) = () — ¥ (] e

et en portant ceci dans I'équation E(f) on obtient
V') + () + ) =0 E'(s) -
20 L’équation E’(s) est une équation différentielle linéaire homogéne du
second ordre 2 coefficients constants. Son équation caractéristique est

rPr+ir+1=0

et le discriminant de cette équation est 4 = 22 — 4 = (1 + 2) (A — 2). Nous
distinguerons donc plusieurs cas en fonction du signe de 4.
@) Si A appartient & ]— o0, — 2[ U ]2, + oo, alors 4 est strictement positif
et I’équation caractéristique de E'(s) admet les racines réelies
IS v NP =y

ry = 2 ra 2
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Dans ce cas les solutions de E’(s) sont
y(s) = Ky €™ + K, e™
ou K, K, sont deux nombres réels et comme on a pour tout élément ¢ de [t,, ¢, ]
x(t) = y(Logt)

les fonctions x définies et deux fois dérivables sur [#,, f;] qui sont solutions de
I’équation E(t) sont de la forme

x(1) = K, ((—A+V/ -2z 4 Ky I{--z-v'ah«mz

ol K, et K, sont deux nombres réels.
by Sil=2cavece=1oue= — 1, alors 4 = 0 et 'équation caractéris-
tique de E£'(s) admet la solution double

= —§g.
Dans ce cas les solutions de E'(s) sont
Ws) = (K; + Ky )e™

ou K, K, sont deux nombres réels. Par suite les fonctions x définies et deux fois
dérivables sur [y, ¢,] qut sont solutions de I'équation E(¢) sont de la forme
x(t) = K, t™*+ K, t " Logt

ou K, et K, sont deux nombres réels.

¢) Si A appartient 4 1— 2, + 2[ alors A est strictement négatif et I'équation
caractéristique de E’(s) posséde les racines complexes

= A+ia- 22 ey

Dans ce cas les solutions de E’(s) sont

Ja — 22 ﬂ)

5 s + K, sm——-T-—as

y(s) = f:"""m”(J‘(1 cos
ou K, K, sont deux nombres réels. Par suite les fonctions x définies et deux fois
dérivables sur [, £;] qui sont solutions de I’équation E(z) sont de la forme

2 fa _ 32
Log r) + K, sin (Fiz—i Log t)]

x(t) = t~ W2 [Kt cos(—4 5

ou K,, K, sont deux nombres réels.

3o L’équation homogeéne associée 4 [’équation (G) est du type ¢tudié dans les
deux premiéres questions lorsque A = 5. Les solutions sur I'intervalle [z, #,]
sont donc

xl(f) — Kl I(...5-+-v‘21]!2 & Kz r(—j—-vf'znrfz

ol K|, K, sont deux nombres réels.
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Cherchons une solution particuliére de I'équation (G) sous forme de fonction
polynbme g.

Il est clair que si g est une fonction polynéme qui est solution de I’équation (G)
alors g est du premier degré. Posons donc pour tout nombre réel ¢

g(t) = at + P
o1 a et § sont deux nombres réels. Alors on a pour tout nombre réel £
g)y=a g'@®W=0

donc g est solution de Iéquation (G) si et seulement si

par suite les solutions de I'équation (G) sur [7, 1] sont

Ay =K, £ 5+4/21)2 +K; r{—s—v‘ii);z 1 %I

ol K, K, sont deux nombres réels.

711

On considére I’équation différentielle
2 tx'(f) + x(t) — 3 tcos (1¥?) =0 (E).

le Montrer qu’il existe une fonction réelle v définie sur R> et une seule qui
soit développable en série entiére en £ et qui soit solution de (E).

20 Trouver toutes les fonctions réelles définies et dérivables sur R’ qui sont
solution de I’équation (£) et en déduire I'expression de v en termes finis.

Solution

1o Si pest une fonction développable en séric entiére en # sur RY qui satisfait
4 I’équation (E), alors en posant

=Y a b

n=0

o1 (a,), N est une suite de nombres réels, on a

v = Y na, "’
n=1
donc
20 +v(f) =ao + > 2n+ 1a,t .

n=l
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Or on a pour tout élément £ de R}

A {(—re
oot = L “@ny!
donc
sy _ o M- DT
3teos( = 2 T w1

par suite on a
0 (mod 3) ou n =2 (mod3)

a,=10 sl n

— P
a"=t2€l—?+1—)l)i § n=1 (mod3) e n=3p+1

et comme le rayon de convergence de la série entiére définie par ces coefficients
est + oo, la seule fonction v qui réponde & la question est définie pour tout

élément ¢ de R’ par
t3p + 1

=3 (=D Cpr+Dt

p=0

20 L’équation homogéne associée 4 ’équation (E) est
2ex'(t) + x(t) =0

elle admet pour solution

x(t) = =
JE
ot K est un nombre réel. En appliquant la méthode de variation des constantes
on obtient

K'(H) = 3 1'% cos (1*/%)

donc
K(t) = sin ¥ + K,

ot K, est un nombre réel, par suite les solutions de 'équation (£) sur R sontde

la forme

. 3/2
st BN ) B

Vit
ol K, est un nombre réel.
Pour chaque nombre f on a

g2+t
g £ P
2V G D
donc
t3P+(3ﬂ'2)

SO 77 T T "
sin (¢ }-mﬂ;(}( 1) TEDE
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ct
3

sin (1*'%)
o) - — -

+1

par suite on a pour tout élément ¢ de RY

3/2
o(t) = ] .“ )

Ji

D’ANALYSE

112 On considére ’équation différentielle
2+ 4 X))+ R —tHx()—1=0

(E)-

1o Montrer qu’il existe une fonction réelle v définie sur R* et une seule, qui
soit développable en série entiére en t et qui soit solution de I'équation (E).

20 Montrer que la fonction réelle @ définie sur R* en posant pour chaque

élément r de R*

o) = —

est solution de I’équation (E). En déduire toutes les fonctions réclles définies et

deux fois dérivables sur R* qui sont solutions de I'équation (E).

Solution 1o Si v est une fonction réelle développable en série entiére sur R* qui est

solution de I’équation (E), alors en posant

W)= ) a,r

n=0
ol (a,),.n €st une suite de nombres réels, on a
V(@)= Y na, "’
eS|
o) = Y nn — 1)a, =
nz=2

donc

n= n=1 nz=0

soit encore

Y nn — Va, " +4 ) na,t"+ (2 - t*) ¥ a,t"—1=0
2

(=14 2a)+6a,t+ Y [(nn — 1) +4n+ Da, — a,-2] "= 0.

n=2
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Il en résulte que

€t pour tout entier » supérieur a 2

1 I

8, = ——————fpg=— ————q._
T m+3n+2 g (:1-1*1}(1*‘1.-!*2}Hz
donc
a,=0 si n est impair
a, = — 1 si n est pair
T+ 2)! PA:

or on voit facilement que ces coefficients définissent une séric entiére dont
rayon de convergence est 4+ co, donc on a
IZn

o= ugﬂ [é(” + I)F

par suite
. 1.Z{|'1+lf|-
t 'U(f) = R e —
.En [2(n + D] !
et
t2e
2o+ 1 = :
PNE
or
1%v .
—_— t
p;(} (2 p) !
donc

t2ov(t) + 1 =cht
et pour tout élément f de R* on a

cht—1
u(t) = T

20 Pour tout élément £ de R* on a

¥ 2 L 6
w“}=tj m(r=—r—4
donc
2 " I 2 6 8 2 ].
t w(t)+4rw(t)+(2-t}a)(t}-—1=—t—2+i—2—(2-—!)-2-~—1=0
t

et w est solution de I’équation (E).
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Comme o et la fonction v trouvée a la question précédente sont deux solu-
tions de P’équation (E), la fonction u définie sur R* en posant pour chaque
élément f de R*

cht

u(t) = v(t) — oft) = —-
t
est solution de I’équation homogeéne
t2x"(t) + 41x'(t) + 2 — ) x(t) =0 (E")

associée & Iéquation (E). Dans chacun des intervalles R* et R® de R cherchons
les solutions de I'équation (E") sous la forme

x(t) = u(t) z(1)

ol z est une fonction réelle deux fois dérivable. On a

, cht , t*sht —2¢tcht . cht tsht—2cht

Xy =S5 2+ e ) = S W+ A " 2(f)
b ¥ 2tsht —4cht t?cht —41sht ht

xﬂ(t)z%li_zm+“s !—3---—61—z(f)+~ cht - f‘r_t:h + 6 ch 2()

en portant ceci dans I’équation (E’) on obtient
ch () () + 2sh(n)z'(t1) = 0

donc
z"(1) L Z_Sh_r
z'(1) cht
d’ol
: K
Z !‘ —_—
® ch® 1

ot K est un nombre réel. Il en résulte que
z(f) = Ktht + K’

ol K’ est un nombre réel, et les solutions de 'équation (E’) sur R% ou R sont

de la forme
Ksht + K’ cht

1.2

x(1) =

ot K et K’ sont des nombres réels.
Comme la fonction @ est solution de I'équation (E), les solutions de 'équa-

tion (E) sur chacun des intervalles R} ou RY sont de la forme
Ksht+ K'cht -1

x(t) = - = —_—

-

oli K et K’ sont deux nombres réels.
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265
113 Trouver les solutions de I’équation différentielle
x"(t) — 3x"(t) + 3x'(t) — x(t) =0 (E)
ot x est une fonction réelle trois fois dérivable sur R.
Solution

Pour chaque élément ¢ de R posons

xi(f) = x(t)  x,(f) = x'(1)

x3(f) = x(1)
X(t) = (x (1), x2(1), x5(1))

X'(1) = (x1(0), x3(1), x3(1)) .
Alors I'équation (E) équivaut au systéme X'(f) = AX(t) ou A est la matrice

0 1 0
A=|0 0 1)
1 -3

3
Le polyndme caractéristique de A est

P() =det{(d — A) = — (A — 1)°

donc A posséde la valeur propre triple 4 = 1. Les solutions du systéme
X'(t) = AX(¢) se présentent donc sous la forme

X(f)=(YD+ Y|r+ Yz!z)e!

ol Y,, ¥,, ¥, sont des vecteurs de R*® que nous allons déterminer.
Pour chaque élément  de R on a

X0 =[(¥Y+ Y)+ (Y, +2¥,)t + Y, %] e

=(AY, + AY, t + AY, 1) ¢’
donc

AY,

AY, 2 ¥,
AY0= Yg"‘ YI'

Y,
Y,

Posons ¥; = (y;1, Vizs Viz) Pour 0 € i < 2. Comme AY, = Y, ona

Y21 = Vaz
Y22 = Vas
Va3 = Va1 — 322 + 323
donc

Y21 = Y22 = Vaa



266

EXERCICES D’ANALYSE

par suite
Yz = (Kzs Kzs Kz)
ol K, est un nombre réel. Comme AY, = ¥, + 2 ¥, ona
Vit + 2y = Vi

Viz + 2¥2; = Y13
Yis + 2¥3 = ¥11 — 3y12 + 3y

soit
Yir — Va2 = —=2K,
Yiz —Via=—2K,
— ¥+ 3V =2y =—-2K,
donc
Yi2 =V + 2K, Yiz=yYu +4K;
par suite

Y, =(Ki, Ky + 2K, K; +4K5)

oll K, est un nombre réel. A présent, comme AY; = ¥, + Y, ona

Yoz + Vi2 = Yoa

{ Yor + Vi1 = Yoz
Yo3 + Y13 = Yo1 — 3 Yoz + 3 Vo3

soit
Yor — Yoz = — K,
l Yoz — Yoz= — K, — 2K,
— Vo1 + 3 Yo2 —2y03 = — K, — 4K,
donc
Yoz = Yor + K; Yos =Y + 2K, + 2K,
par suite

YO E(KD,KG + KI,KO +2Kl +2Kz)

ou K, est un nombre réel.
Les solutions du systéme X'(f) = AX(¢) sont donc

xt) = (Ko + Ky t + Ky t%) e
%) = (Ko + Ky + (K; + 2K)1 + Ky 1) e
(1) = (Ko + 2K, + 2K, + (K, + 4K)t + K, 1%) '
ol K,, K,, K, sont des nombres réels. On retrouve sur ces formules le fait que
pour tout élément f de R on a x,(f) = xi(t) et x4(f) = x3(¢) et les solutions de
I’équation (E) sont
x(t) = (Ko + Kyt + K, t%)ef

ot Ky, K,, K, sont des nombres réels.
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PROBLEMES DE SYNTHESE

8.1

1. Soit f une application continue strictement croissante définie sur RS 2
valeurs dans R. Pour chaque couple (x, y) d’éléments de R* on pose

dy(x, y) = | f(x) = O |-

1° Montrer que d, est une distance sur RY.
20 Soit (x,),»¢ une suite d’éléments de R%, montrer que la suite (x,),s¢

converge vers un élément x de RY si et seulement si la suite (d(x,, %) )azo0
converge vers 0.

30 On dit qu’une suite (x,),»o d’éléments de R’ est une f-suite de CAUCHY
si pour tout nombre réel ¢ strictement positif, il existe un entier n, tel que la
condition p > ng et ¢ > n, entraine d(x,, x,) < &.

Montrer que la notion de f~suite de CAUCHY dépend de la fonction f choisie.
On pourra comparer les cas

fix) =x  folx) = — f3(x) = Log x

| -

en considérant une suite (x,),o d’éléments de R qui tend vers 0 ou + oo au
sens ordinaire.

49 Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la fonction fposséde une limite finie lorsque x tend vers 0,

(b) toute suite de CAUCHY de R est une fsuite de CAUCHY.

5¢ Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(c) la fonction ftend vers + oo lorsque x tend vers + oo,

(d) toute f-suite de CAUCHY est une suite de CAUCHY.
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6° En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que toute f-suite
de CaucHy de RY converge vers un élément de R}.
IL. Soient f, g deux fonctions réelles définies, dérivables sur R: dont les

dérivées sont strictement positives. On désigne par d, d les distances associées
i f, g comme dans la premiére partie.

1o Trouver uné condition nécessaire et suffisante pour que les distances d,
et d, soient équivalentes.

20 Montrer que les distances associées aux fonctions f, g définies sur RY par
J(x) = Log(l + x)
g(x) = Argsh x
sont équivalentes.

30 Comparer deux 2 deux les distances associées aux fonctions fy, /3, fa défi-
nies & la question I, 3°.

— . —_— -

I. 1° Pour tout couple (x, y) d’éléments de Riona

de(x,») = 0
de,y) = f) —fO| =10 =) ]| =d3 ).
Six = y,onadx,y) = Oetsid{x,y) = 0,onaf(x) = f(y)et comme I’appli-
cation [ est strictement croissante, elle est injective, par suite ona x = .
De plus si x, y, z sont des éléments de RY on a

dix,2) = |f) —f@| < |f® =G|+ |10 —f @]
soit
df(x‘l Z) "““<- d_.f(xs y) 4 d}’{yr Z)

donc d, est une distance sur RY.

20 Si (x,),=0 converge vers un ¢lément x de R%, lasuite (/(%))ns o converge
vers f (x) car f est continue. Pour tout nombre réel strictement positif ¢, il existe
un entier 7, tel que la condition n = n, entraine

| fx) —fx)| <e
soit
dp(x, X) < &

donc la suite (dy(x,, x)),>0 tend vers 0.

Réciproquement soit x un élément de R: tel que la suite (d(Xs X))nz0
converge vers 0. Comme la fonction fest strictement croissante et continue, elle

‘posséde une fonction réciproque g qui est définie sur f (R%) a valeurs dans RY et
qui est strictement croissante et continue. En particulier g est continue au point
£ (x) donc si € est un nombre réel strictement positif, il existe un nombre réel
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strictement positif tel que la condition yef(RY) et |y — f(x) | < n entraine
| g(») — g(f (%) | < & Comme la suite (d/(x,, X))o converge vers 0, il existe
un entier 7, tel que la condition n > n, entraine d,(x,, x) < 1 soit

[fG) = ()| <,

par suite, si 7 = 7, on a | g (f(x)) — g(/(x) ]| < esoit | x, — x| <eetla
suite (x,),=q CONVErge vers Xx.

30 Pour tout couple (x, y) d’éléments de R, ona
de(x, ) =1x—yl

donc d, est la restriction 2 R} de la distance usuelle de R. Les f;-suites de

Caucty dans R} sont donc les suites de CAucHY usuelles, En particulier on
observera que la suite (x,),>¢ définie par x; = l et x, = 1/n si n > 1 est une
f,-suite de CAucHY dans R} qui ne converge pas vers un élément de RY. Pour
cette suite, si p, g sont deux entiers naturels supérieurs a 1, on a

d_rz('xp: xq} = IP - q |
de(x,, x,) = |Logp — Loggq|.
Or les suites (¥, )n>0, (Z)nzo définies par

vV W

{y0=], Yop=n si g |
1

g5=13 z, = Logn si n

ne sont pas des suites de CAucHY dans R, donc pour tout nombre réel ¢ stricte-
ment positif et tout entier n,, il existe des entiers r, s, p, g tels que r > n,,
SZny,p=Hy g =Hnget

|r—s|>e |Logp—Logg|>e

par conséquent la suite (x,),>o n’est ni une f,-suite de CAUCHY ni une f;-suite
de Caucny.
Considérons 4 présent la suite (1,),>( définie par

sy =1 et u,=n Si nzl.

Cette suite n’est pas une suite de CAuchHY donc elle n’est pas une f-suite de
Caucny. On a

= -

folug) = — 1 frlu,) = —

filup) =0 fi(u,) = Logn

donc la suite ( f2(14,))n>0 est une suite de CAUCHY et la suite (f3(14,))p0 n'est
pas une suite de CAucHY. Il en résulte que (1), ¢ est une f,-suite de CAUCHY et
n’est pas une f;-suite de CAUCHY.
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40 Supposons que f posséde une limite finie / lorsque x tend vers 0 et soit

(%,),> 0 une suite de CAUCHY de R’ . Si € est un nombre réel strictement positif, il
existe un nombre réel # strictement positif tel que la condition | x | < # entraine

|f(x}-f|<:§.

Si la suite (x,),>0 converge vers 0, il existe un entier #, tel que si n 2 n, on
ait | x, | < n;alorssin = nyetm = npona

|f{x,,)—f|-<% et |f(x,,,)—£|<:;

done | £(x,) — [ (%) | < & soit dy(x,, x,) <& et (x),50 est une fsuite de
CAUCHY.

Si la suite (x,), > converge vers un élément x de R, nous savons que la suite
(ld (%, X))pzo converge vers 0 donc pour tout nombre réel & strictement positif,
il existe un entier n, tel que la condition n > n, entraine d,(x,, x) < &/2 ; alors
la condition n = n, et m = ny entraine

£ £
dj(.xm JC) <35> df(xms JC) <5
2 2
donc dy(x,, X,,) < eet (x,),>o est une f-suite de CAUCHY.

La condition (a) entraine donc la condition (b).

Supposons & présent la condition (b) satisfaite ; alors toute suite (x,).>0
de R% qui converge vers 0 est une suite de CAucny donc une f-suite de CAUCHY
Tl en résulte que pour toute suite (x,), o qui tend vers 0, la suite ( f (x,))a>0 €St
une suite de CAUCHY donc converge dans R. Soient (X,),> 0, (Va)az o deux suites

de R% qui convergent vers 0 ; posons

I= lim f(x,), ['= lim f(y,).

n—* -+ oo n= 4+
Supposons [ # I et par exemple [ < I'. Comme [ = lim f{(x,) il existe un
n= 4o
i I+ 7 ; T :
entier N tel quef(xy) < ——‘Z—l— . Comme I’ = lim f(y,), il existe un entier N,
n—++eo
tel que pour tout entier » vérifiant# > N, on ait
I+ 7
T < f(ya) -

-Comme f est strictement croissante, pour tout entier n tel que » > N, on a

alors y, > xy ce qui est impossible car lim y, = 0, donc / = I'. Ainsi nous
R— + oo

voyons gue pour foute suite (3,),»0 de RY qui tend vers 0, la suite (f (¥.))azo0
converge vers / ; donc (cf. C. E., tome 1, Ch. 4, § II, n° 42) la fonction f posséde
la limite finie / lorsque x tend vers O et les conditions () et () sont équivalentes.

5¢ Supposons la condition (c) satisfaite. Soit (x,),>o une suite de R qui est
une f-suite de CAUCHY ; alors la suite (f'(x,)),> 0 est une suite de CAUCHY donc
elle est majorée. Comme lim f(x) = + o0, la suite (x,),>0 est aussi majorée

x—++ oo



PROBLEMES DE SYNTHESE 271

donc bornée. Supposons que la suite (x,),> ¢ ne soit pas une suite de CAUCHY ;
alors il existe deux suites (x,, ),>0, (x,,') >¢ extraites de la suite (x,),>¢ qui
convergent et qui ont des limites [,, /, dlﬂ‘erentes Posons

_ Sy — 1)
= 2 ,

comme f est injective, ¢ est strictement positif. Comme f est continue, pour tout
entier ny, il existe des entiers p, g tels que p = ng, ¢ = ng et

o

| f(x.,) — £ < 2

et
|76 = S| < 5.
Alors on a
| f) = )| < | FUD) — )| + | fxn) = F(x) | + | f(x,) — £ ]
donc
| fGim,) — f(x5) | =
s0it

A (X X5,) = O

Ceci contredit ’hypothése que (x,),» ¢ est une f~suite de CaucnHy donc (x,),s o est
une suite de CAUCHY et la condition (¢) entraine la condition (d).

Supposons la condition (d) satisfaite. Comme [ est croissante, pour montrer
que f tend vers + oo lorsque x tend vers + oo, il suffit de montrer que f ne
posséde pas une limite finie lorsque x tend vers + co. Supposons que f posséde
une limite finie / lorsque x tend vers + co et soit (x,),s¢ une suite de R} qui
tend vers + oo, Soit € un nombre réel strictement positif ; alors il existe un
nombre réel positif 4 tel que la condition x > 4 implique | /(x) — | < &/2.
Par ailleurs il existe un entier m, tel que si n = m,, on ait x, = A. Alorssip, g
sont des entiers supérieurs & m,, on a

If(xp)—-Il{% et |f(xq)—f|<§

donc
|f(xp) _f(xq)l <e
soit
de(xp, x,) <&

donc la suite (x,), > est une f~suite de CAucHY. Comme la suite (x,),, n’est pas
une suite de CAUCHY, ceci contredit 1a condition (d), donc f ne posséde pas une
limite finie lorsque x tend vers + oo, et la condition (c) équivaut a la condition

(d)-



“272

EXERCICES D’ANALYSE

6° Supposons que toute f-suite de CAUCHY de R% converge vers un élément
de RY. On a vu  la question 4° que si f posséde une limite finie lorsque x tend
vers 0, alors toute suite de CAvcHy de R} est une fsuite de CAucHy. En parti-
culier toute suite de CAucHY de R% qui tend vers O est alors une f-suite de
CAuCHY qui ne converge pas vers un €lément de R%, donc nécessairement
lim f(x) = — o0 .
x—+0
De méme, on a vu a la question 5° que si f posséde une limite finie lorsque x

tend vers + oo, alors toute suite (x,),» o de R qui tend vers + oo est une f~suite
de CAUCHY qui ne converge pas vers un élément de R%, donc nécessairement

lim f(x)= + oo.

x-+ 4+ on

Supposons a présent que

Iim f(x) = — o et lim f(x) =

x—+0 x—+ +oo

Alors si (x,),> o est une f~suite de CAuchy de R, elle est une suite de CAUCHY
d’aprés la question 5°. Elle converge donc vers un élément x de R, et cet €lément

n’est pas O car lim f(x) = — oo, donc (x,),> converge vers un eélément de R:‘.-
o nnz0
X

Par suite, pour que toute f~suite de CAuCHY de R converge vers un élément
de RY, il faut et il suffit que

limfx)= —o0 e  lim f(x)=+ .

x—+0 x++m

IL. 1° Sid, est équivalente a d,, il existe deux nombres réels « et f§ strictement
positifs, tels que pour tout couple (x, y) d’éléments de R tels que x # y, on ait

a|lf)—f] < |8 — g0 | <B|fx)—FO)|

sOIL encore

g(x) — g(») < B
f (x) — f(»)
soit aussi
E(xl__—_ gy, x-—vy <B.
x—y  f&)—fO)

Il en résulte que pour tout élément x de R} on a

’Sfx)

) .
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Réciproquement, s’il existe deux nombres réels a, f§ strictement positifs tels
que Pon ait pour tout élément ¢ de R

£
@

Le théoréme généralisé des accroissements finis (¢f. C. E., tome 1, Ch. 5, § 11,

n® 65) montre que si y, z sont deux éléments de R¥, il existe un élément 7 de R®
tel que

o<

sl

f»N-f= '

donc on a
e A s
7o —r@| <7
et ceci montre que les distances d; et d, sont éguivalentes.

Par suite, pour que d; et d, soient équivalentes, il faut et il suffit qu’il existe
deux nombres réels «, f§ strictement positifs tels que I’on ait pour tout élément x

i lg{y} ~ &(2)

de R}
o< gr(x} ,! < .B -
£y
2¢ Les fonctions f, g sont dérivables sur R%. Pour chaque élément x de R*,
on a
f’(x) = _L.,
T
1
E(x) = ——
\/xz + 1

donc les dérivées de f'et g sont strictement positives. De plus on a pour tout élé-
ment x de R

g _ 1+x
f(x) vx? 1
La fonction / définie sur R} par
h(x) = _x_.*:__]:_-
N

est dérivable et on a pour tout élément x de R?

1-—x
B = ——— ..
) (x* + 1)*2
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La fonction A posséde donc un maximum égal a \/5 pour x = 1. Or
lim h(x) = 1 et lim h(x)=1,

x=0 x=++m
x>0

donc pour tout élément x de RS ona

1<

et les distances d; et d, sont équivalentes.
30 Les fonctions f;, f,, f5 définies & la question I, 3¢ sont toutes dérivables

et ont des dérivées strictement positives. Si x est un élément de R}, on a

=1 fo=% ge=>
X X
donc

fi(x) J3() fi(x)  x

Il en résulte que si 1 < i < j < 3, il n’existe aucun couple («;;, f;;) de nombres
réels strictement positifs tel que I'on ait pour tout élément x de RY

Ji(x)
fi)

par suite, si 1 < i< j< 3, les distances d, et d;, ne sont pas équivalentes.

L0 _ o K@ S !

< < Bi;

8.2

On désigne par E ’espace vectoriel sur R des fonctions réelles définies sur RS-
Etant donné un élément ¢ de E, on se propose de chercher dans certains cas des
éléments f de E qui vérifient la condition.

(VxeRY) [f(x+ 1) = f(x) = ¢(x)]. (€)
I. On suppose que ¢ est décroissante, que
lim ¢@(x) =0

x= +
et on se donne un élément a de R.
1° @) Montrer qu’il existe au plus une fonction f appartenant a E croissante,
vérifiant la condition (C) et telle que /(1) = a.
b) Montrer que s'il existe une fonction croissante fappartenant a E qui vérifie
la condition (C), on a pour chaque élément x de R

lim [f(x+ n)—f(x)] =0.

n=+<+wm
nelN*
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dlution

20 Montrer que pour tout élément x de R, la série de terme général
up(x) = 0
t,(x) = pm) — on + x) si n=1
est convergente.
30 On définit un élément f de E en posant pour chaque élément x de RY
JGx)=a~ @(x) + ), u{x)-

nz0

Montrer que f est une fonction croissante telle que f(1) = a, qui vérifie la
condition (C).

4o Montrer que si ¢ est continue, il en est de méme de la fonction f définie &
la question précédente.

II. On suppose que ¢ est continiiment dérivable sur R, que sa dérivée ¢’ est
décroissante et que
lim ¢'(x)=0.
x=+ao
On se donne un élément a de R.

1 Montrer qu’il existe une fonction dérivable fappartenant & E et une seule,
dont la dérivée soit croissante, telle que (1) = a et que la condition (C) soit
satisfaite.

20 En déduire qu'il existe une fonction I' strictement positive, appartenant a
E, dérivable sur R} et une seule, telle que I'(1) = 1, que pour tout élément x

de RY on ait
I'x + 1) = xI'(x)

et que la fonction y définie en posant pour chaque élément x de R:

r
yx) = ]‘({;—;

soit croissante. Pour chaque entier n strictement positif, calculer I'(n).

1. 1° g) Soient f,, /> deux fonctions croissantes de E telles que
LH(D) =f(1) =a,
qui vérifient la condition (C). Alors, pour chaque élément x de Ri,ona

Silx + 1) = fi(x) = @(x) = fo(x + 1) — fo(x)
donc

filx + 1) = folx + 1) = fi(x) — f2(%)
par suite la fonction g = f; — f, de E admet la période 1. Comme

g(l) =fi(1) = fo(1) =0,
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on a g(n) = 0 pour tout entier naturel n strictement positif. Pour démontrer que
fiy = fa, il nous suffira de montrer que pour tout élément x de ]0,1] on a
g(x) = 0. Soit donc x un élément de |0, 1] ; pour chaque entier naturel n stricte-
ment positif, on a
g(x) = glx + n) = glx + n) — gn)
= [fl(x + n) — folx + ")] = [fl(”) —fz(")]
= [Alx + n) — fim)] = [ falx + n) — (] -

Comme f, et f, sont croissantes, pour chaque élément n de N*, ona
0 < filx +n) — fi(m) < filn + 1) — fi(n) = o)
0 < fo(x + n) — f2(n) < fon + 1) — fo(n) = o(n)

donc
— o(n) < g(x) < o)
or
lim ¢(x) =0
x—+4 oo
donc
lim @(n) =0
e

et g(x) = 0 d’ol f; = 1.
b) Soit x un élément de RY et soit k un entier tel que x < k. Comme f est
croissante, on a

O<flx+n—fm<ftk+n—rfn

or

k-1
flk+n —fn)y=3Y f(t+1+n)—f{t+n
=0
k—1
=Y ot +n
(=0
et comme ¢ est décroissante
k-1
nZn ot + n) < keo(n)

par suite on a
0 < f(x + n) — f(n) < ko(n)

or

lim ¢(x) =0
x=& 4 a0
donc
lim ¢(n) =0
n—+ <+ oo

neN*
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et
lim [f(x + n) — f(x)] = 0.

n—++ o
neMN*

20 Soient x un élément de R} et k un entier tel que x < k. Alors pour tout
éiément n de N*, on a

0< on) — on+ x)< @n) — en+ k.

Si N est un élément de N* tel que k < N, on a alors

N

N
Un(x) = ¥ u,(x) < ; (@) — @(n + k))

n=0
or
N k N+k
n;. [o(n) — @n + k)] = ; @(n) — }“ @(n)

et la fonction ¢ est positive, donc

k
Un(x) < z o(n) .

n=1

Il en résulte que la suite de terme général U,(x) est une suite A termes positifs,
majorée donc convergente, c’est-a-dire que la série de terme général u (x) est
convergente,

3¢ Soient x, x" deux éléments de R tels que x < x’. On a

f6) = a = 909 + 3, 1,0

J&x)=a— ox)+ Y u(x)

n=0
donc

JO) = f(x) = o(x) = @(x) + ) (ux") — u,(x))

=0

or ¢ est décroissante donc
x) — (x") =2 0

de plus
Up(x’) — #o(x) = 0
etsin=1
Un(x) — t(x) = p(n + x) — @(n + x’) =2 0
donc

fIxX)—f(x)=>0
et fest croissante. On a

JM) =a— )+ Y ull)

n=0
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et lim ¢(x) = 0donc
2. w(l) = (1)

nz0

par suite f (1) = a, de plus pour tout élément x de R} ona
flx + 1) — f(x) = o(x) — elx + 1) + ;ﬂ (un(x + 1) — u(x))

or ug(x + 1) = ug(x) =O0etsin =1
u(x + 1) — u(x) =on + x) — e + x + 1)

donc pour chaque entier N tel que N=1lona

N

N
Z(ﬂn(x-i-l)—u,,(x}): Y on+ x)— ¢(n+ x+ 1)
n=0 1

—px+1) — o + x + 1)

et comme lim ¢(x) =0,ona

x—++ oo

Y (wfx + 1) — u(x)) = o(x + 1)

nz0

dot f(x + 1) — f(x) = ¢(x)-
40 Pour chaque élément x de R%. et chaque entier strictement positif V, posons

Fx) = fu(x) + Ry(x)

avec

N
fux) = a — olx) + ;0 1,(x)

Ry(x) = 3 ux).
n=N+1
Si x est un élément de R%, NV un entier strictement positif et k un entier tel

que x < k,on a
N+k

0< Ry < Y (o) — o+ k) < 3\;“ @(n) < ke(N) .

=ZN+1

Soit 4 présent x un élément de R* : nous allons montrer que f est continue au
point x. Soient & un élément de R, k un entier tel que x < ket x' un élément
de R* tel que ¥’ < k. Pour chaque entier N strictement positif, on a
170 = () | < /G = A | + | Ry@) = Ryt | <

< | /) = M) | + 2 ko(N) -
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Comme [im ¢(x) = 0, il existe un entier N, tel que pour tout entier N supé-
x=++ec

rieur & N, on ait
£

¢(N)<4k.

La fonction fy, étant continue, il existe un nombre réel 5 strictement positif, tel
que la condition | x — x’ | < » implique

| o) = folx) | < 5.

Posons o = Inf(x, k — x,7); alors si x" est un élément de R} tel que
|x—x"|<a,onax’' <ket|x — x'| <ndonc

|ffx) = f(x')l < Ifwu(x) —fwo(x')l + 2 kp(Ny) < &
par suite f est continue au point x, donc f est continue sur R .

I. 1° Si feest une fonction répondant 4 la question, comme la condition (C)
est satisfaite, pour tout élément x de R}, on a par dérivation

fx+1)—f(x) = ¢'(x).
Comme ¢’ est décroissante, continue et telle que

lim ¢'(x) =0

x—* oo
pour chaque nombre réel b, il existe une fonction croissante g, appartenant a E et
une seule, telle que g,(1) = b et que pour chaque élément x de R}, on ait
g(x + 1) — gy(x) = ¢'(x)
de plus, on a pour tout élément x de Ri
&(x) = b — ¢'(x) + U(x)
ol

Ux) = ) (¢'(n) — ¢'(n + x))

nz=1

et comme ¢’ est continue, g, et U sont continues.

Pour chaque nombre réel b, désignons par f, la primitive de g, telle que
fi(1) = a. La fonction f est nécessairement I'une des fonctions £, (b € R). Cher-
chons donc 2 quelle condition sur b, la fonction f;, répond 2 la question. Pour

tout élément x de RY, on a
79 = @ b = 1) = (o) = o) + | U@ @

et on doit avoir
x+1
PO =Sl + 1) = i) = b~ plx + 1) + 900 + | U
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c’est-a-dire

x+1
b= olx + 1) — j U() dt .
Or la fonction réelle v définie en posant pour chaque élément x de R

Y(x) = o(x + 1) — r U(1) dt

est constante car elle est dérivable et pour chaque élément x de RY on a
V(x)=¢x+D-Ux+ 1)+ Ux)=0.

Désignons par b, 'image de . Il est clair que f;, satisfait aux conditions de la
question II, 19, donc f;, est la seule fonction appartenant & £ qui répond 2 cette
question.

20 Si I' vérifie les conditions de la question II, 29, la fonction composée
Log o I' est dérivable sur R%, sa dérivée est croissante, on a (Logo I') (1) = 0
et pour chaque élément x de R}

(Loge I') (x + 1) — (Logo I') (x) = Log x .

Or la fonction Log est continiment dérivable, sa dérivée est décroissante et

lim (Log) (x) =0

x—=+

par suite, il résulte de la question précédente qu’il existe une fonction dérivable f
appartenant a £ et une seule, telle que /(1) = 0, qui posséde une dérivée crois-

sante et qui vérifie pour chaque élément x de R la condition
Sx+1)—f(x) = Logx.
La fonction I” définie pour chaque élément x de R} par

I'(x) = el

est donc Ia seule fonction qui appartient 4 E et répond 2 la question,
On a I'(1) = 1 et si n est un entier supérieur A 2, ' = (n— 1) I'(n — 1),
donc pour tout élément n de N* on a

rmy=@m-1)"

8.3

Soit (a,),y une suite de nombres réels positifs telle que a, = 0, que la série
de terme général g, converge et que

¥ oo =K

n=1
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On lui associe la suite (b,),»; définie par les relations de récurrence

bl =ﬂl

n—1
b,,=¢1,,—l- z bka“_k SE I‘I?Z-
k=1

I. 1° Démontrer que pour tout entier n supérieur 2 1, on a 0 < b, < 1.

2° On considére les séries entieres A de terme général g, z" et B de terme
général b, z". Si la série A (resp B) converge pour le nombre complexe z, on
désignera par A(z) (resp B(z)) sa somme.

a) Montrer que les rayons de convergence des séries 4 et B sont supérieursa 1.

b) Montrer que pour tout nombre complexe z tel que | z| < 1, on a

_ A

¢) Montrer que le rayon de convergence de la série B est égal A 1.

Application : Soit A un nombre réel tel que 0 < 1 < 1. Comment doit-on
choisir les coefficients a, (n = 1) pour que ['on ait b, = 1 pour chaque entier n
supérieur 4 1 7

II. Dans cette partie, on se restreint au cas ol A est un polynéme de degré p.
Soient 5, = 1, 55, ..., 5, les racines réelles ou complexes de I’équation A(z) = 1.

I° a) Montrer que ces racines ont toutes un module supérieur a 1.

b) Montrer que si @; # 0, I’équation A(z) = 1 n’a pas de racine de module
égal 4 1 autre que 5, = 1 (on pourra raisonner par ’absurde en supposant que
I’équation A(z) = 1 posséde la racine z, de module I, et en observant qu’elle

posséde alors la racine z,).

2° On suppose de plus que ces racines sont simples et pour chaque entier k
tel que I < k < p, on pose g, = A'(s,). En utilisant ’expression de B(z) obtenue
plus haut, montrer que pour tout entier » supérieur 2 1, ona

E 1
r k‘-z" s, L

3° En déduire que si a; # 0 et si les racines de I’équation A(z) = 1 sont
simples, b, tend vers une limite finie L lorsque » tend vers + co. Calculer L en
fonction de y,.

III. On revient au cas général ol A4 est une série entiére et I'on désigne par r,
le reste de rang n de la série de terme général a,.

1° Soit R la série entiére de terme général r, z".
a) Démontrer que le rayon de convergence de la série R est supérieur a 1.

b) Pour chaque nombre complexe z tel que | z | < 1, on désigne par R(z) la
somme de la série R. Exprimer R(z) en fonction de A(z) et z seulement.
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20 Pour chaque nombre complexe z tel que | z| < 1, trouver une relation
entre R(z), B(z) et z. En déduire que pour tout entier n supérieur 4 1, on a

Fo by + Pyby—y + " + ooy by +ra=1.

30 On suppose les coefficients a, choisis de telle sorte que b, tende vers une
limite finie 7. difiérente de O lorsque n tend vers + co. Démontrer que la série
de terme général r, converge et que

1
v, ==
u§0 : L
On pourra procéder de la fagon suivante. Soit p un entier inférieur 4 n ; on pose
‘ Xn,p = rt} bn .S rI bn—l ofiman + rp bn-p
Yo = Thaa by—pey + =+ Fay by +1,.
a) Etudier lim ( lim X,,,P). En déduire que la série de terme général r,
=+ 4+ on =+ o0
converge. ’
b) Etudier lim ( lim Y,,'P). En déduire que
F i =] —+ + oo
Y n=g
nz0 " L ’
Solution I. 1° Comme la suite (a,),.n 2 tous ses termes positifs, il en est de méme de

la suite (b,),» ;. Comme la série de terme général a, admet 1 pour somme, toutes
ses sommes partielles sont inférieures 4 1, donc g, < 1 d’olt b, < 1 et si 'on
suppose que pour tout entier n on a 0 < b, < 1 pour 1 < k < n, alors on a

n nd 1
Busi = Qi + D, By Bimpr S Y a,%1
k=1 p=1

donc pour tout entier n supérieur a 1,ona 0 < b, < 1.

20 g) Par hypothése la série 4 converge pour z = 1. Si z est un nombre
complexe tel que | z| < 1, on a pour chaque entier naturel »

la,z"| < a,| z|" < a,

donc la série 4 converge absolument lorsque | z | < 1, par suite le rayon de
convergence de A est supérieur a 1.
Par ailleurs, pour chaque entier n supérieur 2 1, on a

|b,2"| < b, | zI" < |z

et la série de terme général z" converge pour | z | < I, donc la série Bconverge
pour toute valeur de z telle que | z | < 1, par suite le rayon de convergence de B
est supérieur a 1.
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b) Si z est un nombre complexe tel que |z] < 1 ona

(1 — A(2)) B(z) = B(z) — A(2).B(=)

- 50 (Be0) (50)

nz=1
donc

(1 - A@)B(z) = ¥ (b,, — )E IJkan_k)z”
k=1

n=1

or pour chaque entier n tel que n > I, on a

b"._.. z bli:an—kz n
k=1

donc
(1 — A=) B@z) = Y a,z"= Az).

>1
De plus,si|z] < 1ona
A@) =2z Y a,z"!

n=l
done

A2 | <121 Y a iz <12z Y ay <]zl <1
nxl nz1

parsuite 1 — A(z) # Oetona

¢) Si le rayon de convergence de B était strictement supérieur A 1, B(1) aurait
une valeur finie. Comme A4 converge pour z = 1, on aurait

[(1 — A(D)].B(1) = A(1)
soit
0.B(1) =1

ce qui est impossible. Donc B diverge pour z = 1 et le rayon de convergence
de B est égal a 1.

APPLICATION. Si b, = A pour chaque entier n supérieur a 1, on a pour tout
nombre complexe z tel que [ z] < 1

B Y.
B(z)_zlz_l—-z_luA_(z)

n=1

donc
lz — Az.A(z) = (1 — z) A(2)
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d’ou

j.Z no_n
i=n—de AL H*

= Z 41(1 s )L)"_-1 2"

nz1

A(z) =

par suite pour chaque entier » supérieur 4 1, on a
a, = M1 — )",

II. 1° @) Comme le rayon de convergence de B est égal a 1, I'égalité démon-
trée 4 la question I, 1, b, montre que I'équation A(z) = 1 ne posséde aucune
racine z telle que | z| < 1.

b) Soit z, = €' avec 0 <0 <27 une racine de I'équation A(z) = 1,
de module 1. Comme les coefficients du polyndme A(z) sont réels,
PPéquation A(z) = 1 posséde aussi la racine Z, = e etona

-1
a,zf + a,., 28 '+ a zp=1

—_— _—_l —
ﬂng-l-ﬂp.ng +'“+a120=1

donc
a,(z6 + zg) + a,,._l(zﬁ" + 20 4+ a(zo + Zg) =2
et
a,cos pd + a,_, cos(p — 10+ - +a;cos@ =1
or
ﬂ1+ﬂg+"'+ap:1
donc

a,(1 — cos pb) + a,_;(1 — cos(p — N+ - +a,(1 —cost) =0
et comme on a
1 — cos kO = 2sin® 4
2
pour | Kk < p ona
ﬂpSiﬂng+ a,ysin® (p — 1)g+ -+ ay sinzg =0

donc pour tout entier k tel que 1 < k <
k

en particulier
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or a; # 0, donc

0
) M
sin” 5 0
etcomme0 < # <2n,0onaf =0doncz, = 1.
20 Comme sy, ..., s, sont des racines simples de I'équation A(z) = 1, pour
chaque entier k tel que 1 < k < p, ona A'(sy) # 0. Si z est un nombre complexe
telque |z| < l,ona

___A(z] —A(z)+l—1__ 1
Bie) — A(z) A(z) — 1 == A(zy — 1
or
-.._.._...l_. — 1 = il
Az) -1 afz —$)(z — 83)...(z —5,)
c
ey i T T s L
zZ—8 zZ—3%§; e
avec
cp = hi _Z Sp ‘] = l
£g—+3p A(Z) -1 A (SPJ' Uy
donc
| 1 1
By = = Tl oy oo S SO . . Y
a iz =50 itz = s) iz — 5
soit
B(z) = -1+ 1 1

== + anm +
By 5.1 — z/sy) Iy Sp(l == (zfsp)}
or pour chaque entier & tel que I < k < p et pour chaque nombre complexe z
telquelz| <lonalz/s| <|z| <:let
1 (z)m
I = (Zfsk) m;o Sk

donc

Bo--1+3 (2 -2 )=5 b

k=1 =0 M Sp n=1

et par identification on obtient

et pour chaque entier
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30 Si les hypothéses de cette question sont satisfaites, on a pour chaque
entier » supérieur a 1

P l P 1
bn=z =—l_+

k=1 ﬂ*5ﬂ+] Uy 5 k=2 #k3:+l

_l+§ 1
By K=z s

or, pour chaque entier k tel que 1 <k < p,ona

1
— <1
Sy
donc
l n
im —= lim |[—| =0,
n—++ o0 S;: n—++w | 5
par suite
. 1
hm b, = —.
n—=+wm fy

III. 1° @) Pour chaque entier naturel », on a

n

r,,=1—Zap

p=0
et
H
0< ) a,<1
=0
donc
O<r, <1
par suite

[ntl<nlzl"<|z]

et comme la série de terme général | z [" converge pour | z| < 1, il en estde
méme de la série R donc le rayon de convergence de la série R est supérieur al.

b) Si z est un nombre complexe tel que | z| < |l ona

R(z)= Y r,z"

n=0

donc
(A= 2)RE@) =1+ ¥ (ray — 1) 2"
QO
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par suite

Orona

donc

et

287

R = 1 =40
A(z)

B~ i
1

R [1 + Be)] =

-—Zl

Il en résulte que pour tout nombre complexe z tel que | z] < 1, on a

or

R(z)(1 + B(2)) = R(z) + R(z) B(z) = 1 + },

R(z)[1 + B(z)] = ) ="

nz0

n=1
(r,, + ¥ ¥, bu_,,) 2"
p=0Q

n=1

donc, pour tout entier n supérieur 4 1, on a

r,,-{— r',,_lbt 'l" .l""_z bz + B + l"ﬂb,,,= 1.

3° a) Pour chaque entier p on a

n—++oo

im X, ,=(¢+r + + r,,}( lim bn) =(ro+r + - +r)L.

= o

D’aprés la question précédente, si p < non a

et Xop

Il en résulte que

donc

X,p+Y,,=1

et Y, , sont positifs, donc X, , < 1.

(ro+ -~ + r)L< 1

1
r0+"‘+rp$l;

or ry > 0 pour tout entier &, donc la série de terme général r, converge et sa
somme y est inférieure & 1/L. De plus on a

et ul < 1.

fio [ i x,,tp) = L

F—* oo =+ 4 00
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b) Si p, n sont des entiers tels que p < nona

Yn,p =1- Xu,p
donc

lim Yu,p =1 (rg + - rp] L.

n=++m
Or pour tout entier k supérieur 2 1.ona0 < b, < I donc

Y;:,p < rp+l g b + Fy

donc

lim Y,,<p—(ro+ = +r,).

n—+ o
Par ailleurs 1 — (rg + --- + r,).L tend vers 1 — plL lorsque p tend vers + o
et | — plL = 0donc

0< lim (lim F,,.p)=1—nuLs§p—,u=0
p—++o 1]

par suite u = 1/L.

=+ + oo

8.4

I. 1° Ftudier briévement 'application f définie sur R par
fO=1t—1

et montrer que cette application induit une bijection de R* sur RY.

20 On définit par récurrence une suite (x,),>o en posant x, = — I et pour
chaque entier /1 supérieur 2 1

Sy, = o et %, < 0.
a) Montrer que la suite (x,),>0 €st strictement croissante et a pour limite 0.
b) Montrer que la série de terme général d, = x,4+1 — X, est convergente
et donner la valeur de sa somme.
¢) Montrer que la série de terme général Log (1 + d,) est convergente et que
la suite de terme général

po=(0+d)(1 +dy)...U +d)
a une limite comprise entre 1 et e.

30 Soit /i une fonction réelle A valeurs positives définie et continuesur I'inter-
valle [x,, x;]. On définit par récurrence sur n la fonction f, sur 'intervalle
[xm X+ I] €l posant

Jo(x) = h(x) si xe[xg x:]

0 = for() + [ fumst = DAt s n> 1 et xeDnxd.
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a) Montrer qu’il existe une fonction f définie sur [— I, Of telle que
fx) =flx) si xe€[x,x,.,].

b) Montrer que la fonction fest continue sur [— 1, O] et admet en tout point
de ]x,, O[ une dérivée f'(x) égale a f(x ~ x?). Quelles hypothéses supplémen-
taires doit-on faire sur la fonction & pour pouvoir affirmer que la fonction f est
dérivable en tout point de ]— 1, O[ ?

4° @) Montrer que dans 'intervalle [x,, O[ la fonction f est croissante et que,
dans Pintervalle [— 1, x,,,], elle est majorée par mp, olt m est la borne supé-
rieure de Ia fonction h et p, le terme général de la suite étudiée au 2° ¢).

b) Montrer que la fonction fadmet une limite & gauche /au point 0 et quel est
un nombre strictement positif si la foaction 4 n’est pas identiquement nulfe.
Que devient la limite / si la fonction A est remplacée par Ki ou K est un
nombre réel positif donné ?

II. On définit par récurrence une suite de fonctions (g,),s, sur kintervalle
[0, 1] en posant pour chaque élément x de [0, 1],

go(x) =1

1.

W

g.(x) =1 +j gt —1)dt si n
[4]

I° Montrer que pour chaque entier » la fonction g, est une fonction poly-
ndme et que la fonction qui associe & chaque élément x de [0, 1] le nombre réel

&i(x) + g,(1 — x)
est constante.

2° g) Montrer par récurrence sur # que pour tout élément x de [0, I] on a
x"
0< g,.,(X} — 8Bn- l(x) < ;1__! "
b) En déduire que la suite (g,),>0 converge uniformément sur [0, 1] vers la
fonction g continue et dérivable, et que pour tout élément x de [0, 1] on a

g'(x) = gx — x%).

3o On suppose que ¢ est une fonction réelle définie et continue sur [0, 1]
et que pour tout élément x de [0, 1] on a

o(x) = J o(t — 1) dt.
0
a) Montrer que si
M = sup |tp(r)| et si xe€[0, 3]
re[0,3] .
ona
M
()| < 5 -

CaLvo. — Exercices d'analyse Ter eyele, 2¢ annde et Spéciales MM | [}
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b) En déduire que la fonction ¢ est nulle sur [0, 3] et montrer ensuite que la
fonction ¢ est nulle dans tout I'intervalle [0, 1].

40 Montrer que si ¥ est une fonction réelle définie et continue sur [0, 1],
dérivable sur 10, 1[ et si pour tout élément x de J0, I[ona

P'(x) = Ylx — x7%)
alors la fonction ¥ est proportionnelle & la fonction g définie au 2°.

50 Soit h une fonction réelle définie et continue sur [— 1, x,] & valeurs posi-
tives. Montrer qu'il existe une fonction F 4 valeurs réelles et une seule, définie et
continue sur [— 1, + 1] dérivable sur ]x,, 1[ qui vérifie les deux conditions

F'(x) = F(x — x%) si x€lx, 1]
F(x) = h(x) si xe[— L, x].

I. 19 L’application f est dérivable. Pour tout nombre réel t on a
ff@)=1-—2t.
Le tableau de variation de fest donc

t — 1 + o
1) + 0 -
@ | —o A4 3} N -~

En particulier on a
f(0)=0 et lim f(f) = — o

=+ —on

donc f induit une bijection de R sur R%,
20 g) Pour chaque entier » supérieur a |, on a

. -
Xy — Xy—1 = Xy

donc
Xy — Xg—q1 >0

par suite, (x,),» est strictement croissante ; comme (x,),>o est majorée par 0,
elle converge. Posons
= Hm Xx,.

n— 4 o

AlorsI < Oetonal—1I*=Idoul=0.
b) Pourchaque entier n, on a

"
Z dp = Xp+1 — Xo
=0

donc la série de terme général d, est convergente et sa somme est 1.
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¢) Comme d, tend vers 0, lorsque » tend vers + oo, on a Log (1 + d,) ~ d,
et par suite la série de terme général Log (1 + d,) est convergente. Cette série a
tous ses termes strictement positifs donc

0< ) Log(l +4d,)

n=0
de plus, comme d, est positif pour tout entier », on a

Log (1 + d) < 4,

donc

0< ¥ Log(1+d)< Y d,
n=0 n=0

d’ou
0< Y Log(1+d)<1.
n=0

Pour chaque entier #, on a
Logp, = ) Log(l + dy)
k=0

donc la suite (Log p,),> o @ une limite strictement positive, inférieure 2 1 et par
conséquent la suite (p,),»o a une limite telle que

I < Hm p €¢e:

n—+w

3o a) Il suffit évidemment de montrer que pour tout entier n supérieur 3 1 ona

f;— l(xn) =t f;s(xn}

et ceci résulte immédiatement de la formule de récurrence définissant ;.

b) La fonction f définie & Ia question précédente par recollement de fonctions
continues est évidemment continue.
Soit x un élément de ]x,, O[. Si x appartient 4 un intervalle ouvert ] x,, x, . [

on a
S0 =) = fosG) + | ot~ 1y a
donc
S6) = fi(x) = fu-alx — x%)
or

2 2 2
X — X X = ¥ Ny = Xy

donc (x — x?) appartient a Jx, _,, x,[ et f,_(x — x*) = f(x — x?), par suite
S(x) = f(x — x%)

Si x est 'un des x,, (n > 2) alors f posséde une dérivée  droite au point x, égale
a fo_1(x, — x}) = fi_,(x,—,) et une dérivée 2 gauche au point x, égale a

fn— Z(xu = Iﬁ) = fn—E(x -I)
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or

Jn=1(%,- t) = fn—z(xn—- )= f(xrr - x:)
donc fest dérivable au point x, et on a
f’(in) = f(xn g x:) -

Pour que f soit dérivable sur ]— 1, O[ il faut que 4 soit dérivable sur }— 1, x|
et que la dérivée 4 gauche de / au point x, soit égale a la dérivée a droite de f;
au point x, ; cette condition s’écrit

h;(xl) = folx; — xi) = fo(— 1) = h(—1).

40 g) Comme la fonction 4 est positive, la fonction fq est positive et on voit
facilement par récurrence sur n que chaque fonction f, est positive donc f est
positive. Or on a vu & la question précédente que pour tout élément x de

]x;,0[ on a
/¥ =flx—xH

donc fest croissante sur [x,, O[.
Sim= Sup h(),on a pour tout élément ¢ de [xy, x,], A(t) < m soit
t & [x0,x1]

fO)<mOrpy=1l+dy=14+x, —Xg=2+x,et—1<x < 0 donc
P = 1, par suite pour tout élément ¢ de [x,, x,] on a

f({t) < mpg .
Supposons que pour tout élément ¢ de [— 1, x,,,] on ait

f@) < mp,

alors si x appartient a [x,,, X,»2]Jona
FO = fuer0) = Flowa) + | 1=y
Xy # 1

or £.(%,+,) < mp, et pour chaque élément ¢ de [x,+, x] on a f(t — t) < mp,
donc on a

X
f(x) < mp, + mp, j dt
Xnt+ i
soit
f(x) < mpﬂ“ + X - xn+1) < mp,,(l 2 dﬂ-l-l)

et comme p, 4, = Pa(1 + d,+4) on a bien

f(x) < MPyyq -
Comme la suite p, est croissante, pour tout élément x de (— 1, X,4,], ona aussi

S (x) < mp,4q
donc pour tout élément x de [— 1, x,4,] on a

Fx) < mpyys
et la propriété est démontrée par récurrence.
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b) Comme la suite (p,),» o converge, elle est majorée donc il en est de méme de
la fonction fsur [— 1, O[ ; or la fonction fest croissante, par‘suite elle posséde
une limite finie / 4 gauche au point 0 qui est égale & sup f(x). Si & n’est pas

xe[0, 1]
identiquement nulle sur [x,, x,], la fonction £ donc la fonction f prend une valeur
strictement positive en au moins un point de [x,, x,] donc / est strictement
positive. Si la fonction / est multipliée par un nombre réel positif K, on voit
facilement par récurrence sur # que chaque fonction f, se trouve multipliée par K
donc fest multipliée par K et [ aussi.

IL. 1° La fonction g, est une fonction polyndme sur [0, 1]. Si pour unentier
naturel », la fonction g, est une fonction polyndme, il en est de méme de lafonc-
tion qui associe 4 chaque élément ¢ de [0, 1] I’élément

gn(r = rz}

et de I'intégrale de cette fonction entre O et x. Il en résulte que g, , ; est une fonc-
tion polyndme sur [0, 1], donc pour tout entier naturel #, la fonction g, est une
fonction polyndme sur [0, 1]. Soit x un élément de [0, 1], on a

go(x) + go(1 — x) =2

etsin=>1
X

1-x
a0 gl -0=2+| g @-Pa+ | g 0-Ha.

En faisant le changement de variable t = 1 — u dans la deuxiéme intégrale on
trouve

sl gl —ai=3 3 IO g il — 1) bt = j g

donc
|

gx) +g(1 —x)=2+ L g,-1(t — 1) di

et Ia fonction qui associe & chaque élément x de [0, 1] le nombre réel

gn{x} + gu(l - JC)
est bien constante.
20 a) Pour chaque élément x de [0, 1] on a

Sn(x)=1 €1 glfx)=l+I de=1+
0
donc

%
0 < g:(x) — 8o(®) < 77-
Supposons que pour un entier z supérieur a 1 on ait pour tout élément x de [0,1]

xl‘l
0 < 8/(x) = gn-a¥) < -
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Alors, pour tout élément x de [0, 1] on a

g,+1(x) — g.(x) = _L (g,,(t = :2] — gt — 12)) dt

donc
"(1 —
0£§u+l(xj_gn(x)“{h J ( j =——1df
o N

et comme

il et

A CES T
ona

ntl

X
0<g1(x) —gux) € m+ D!

d’oit par récurrence sur s, la majoration demandée.
b) Désignons par (e la suite numérique de terme général
nnz0

S 1 1 | . 1
e, +—""+§"i+—'+ +E—!.

3
Si p, q sont deux entiers naturels tels que p > g on a pour tout élément xde [0, 1]

0<g,(x)—gix)<e —¢.
Or (e,),= o €st une suite de CAUCHY qui COnverge vers e, donc pour tout nombre

réel strictement positif ¢, il existe un entier N tel que la condition p=zq=N
entraine e, — €, < &, donc pour tout élément x de [0, 1]

0<g,(x)—gx)<e.

Il en résulte que pour tout élément x de [0, 1], la suite (g4(x)),=0 converge, donc
la suite (g,),»o converge. Posons g = lim g, alors on a pour tout élément x

n-++ oo

de [0, 1] et pour tout entier n
gx) — () = Y () — g-1()

p=ntl
donc
0<g(x)—gdx) se—e,.

Or (e — e,) tend vers 0 lorsque # tend vers + co, donc la suite (g,),>, converge
uniformément vers g. La fonction g est donc continue. Par ailleurs, pour tout

élément x de [0, 1] et tout entier naturel n, on a
g2:(x) = g(x — x7)

donc la suite (gp),»0 converge uniformément. Il en résulte que la fonction g est
dérivable et que

g = lim g

n=* -k oo
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donc pour tout élément x de [0, 1], on a
g'(x) = glx — x%).

30 a) Sixel[0, Hetsize [0, xl,ona(t — *) € [0, }]donc | @(r — 1) | < M.
11 en résulte que
M

| e(x)| < JF:|¢9(rh )| dt £ Mx <5 -

b) Comme @ est continue sur I'intervalle compact [0, 1], il existe un élément x,
de cet intervalle tel que | ¢(x,) | = M. Or on a vu que pour tout élément x
de [0, 4], on a | @(x) | < M/2 donc M < M2 et ceci implique M = 0 donc ¢
est nulle sur [0, 1]. S1 x € [4, 1], alors pour tout élément ¢ de [0, x] on a

(t — t)e[0, 1]

donc

qo{x)=J. ot — t*)dt = 0
1]

par suite ¢ est nulle dans tout I'intervalle [0, 1].
40 Posons y/(0) = « et considérons la fonction ¢ définie sur [0, 1] par

¢ =y —xg.

Pour chaque entier s, on a g,(0) = 1 donc g(0) = 1, par suite ¢(0) = 0. Pour
chaque élément x de J0, 1[ on a

V(%) = Yix — x?)
g() = g(x — x°)

donc
¢'(x) = @(x — x?)

par conséquent pour chaque élément x de [0, 1] on a
o(x) = J. ot — t?) dt.
0

Il résulte de la question précédente que ¢ est nulle sur [0, 1] donc ¥ = ag.
5¢ Soit F une fonction veérifiant les conditions de I'énoncé. Pour chaque
élément xde [—- 1, x;]ona

F(x) = h(x) = fo(x) = f(x)

ol f'est la fonction définie a la question I, 39, a). Nous allons montrer par récur-
rence sur n que pour chaque entier n supérieur a 1, la fonction F coincide avec f
sur [— I, x,]. Soit donc n un entier supérieur a | tel que pour tout élément x
de [— 1, x,], on ait F(x) = f(x) ; alors si x est un élément de [x,, x,,,] on a

F'(x) = F(x — x%



296

EXERCICES D'ANALYSE

or
(x —xHel[—1,x,]
donc
Flx — x?) = f(x — x*) = fo_1(x — x%)
et
F(x) = fi-1(x = x%)
par suite

FO) = fomr06) + | Sumalt = #d0 = 1,60 = 169

Il en résulte que F coincide avec f sur [— 1, 0[. Comme F est continue, on a

FO) = lim f(x).

x—+0_

Par ailleurs la restriction G de F i [0, 1] est continue, dérivable sur 0, 1] et
pour tout élément x de 0, I[ on a

G'(x) = G(x — x?)

donc il résulte de la question IT, 4° que G est proportionnelle a Ia fonction g
définie 4 la question 11, 2°, @). On a précisément

G=1.g ou I= lim f(x).

x—=0-

Nous venons ainsi de montrer que s’il existe une fonction F satisfaisant aux
conditions de I’énoncé, alors nécessairement

(i) la restriction de Fa [— 1, 0] est ]
(i) F(0) = lim f(1) =1,

1—+0-
(iii) la restriction de F 4 [0, 1] est /.g.
Réciproquement, on vérifie sans difficulté, que la fonction F définie sur [0, 1]
par les conditions (i), (ii), (iii) satisfait aux conditions de I’énoncé, donc cette
fonction est la seule solution du probléme pos€.

8.5

L 1° Pour chaque nombre réel positif k, on définit la fonction réelle f; sur R,
en posant pour tout élément ¢ de R,

Al = e

et on désigne par C, son graphe.

a) Etudier f; au voisinage de 0.

b) Etudier les variations de f; et dessiner sur un méme graphique les différents
modéles des courbes C,.
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[ gl
2° Montrer, sans la calculer, que pour tout nombre réel positif k, I'inté-
grale généralisée

+ e
I.I‘. = tk cmf df
0
est définie.

3o g) Trouver une relation de récurrence entre I, et I, , ,.
b) Calculer I en fonction de k lorsque k est entier.

Il. On désigne par E, Pespace vectoriel réel des fonctions polyndmes de
degré inférieur a 2.

1° Pour chaque élément p de E,, on définit la fonction réelle &(p) en posant
pour chaque nombre réel x

+ oo

o) = [ @ ~ax—25e pyar.
0
a) Montrer que & est un endomorphisme de E,.
b) Former la matrice 4 de ¢ par rapport & la base de E, formée des fonctions
Pos P1, P définies pour chaque nombre réel x par

Po(x) =1 pi(x) = x pax) = x2.

2° Trouver les valeurs propres de A.

3¢ Soit s un nombre réel non nul. Quels sont les éléments p de E, tels que
&(p) = sp 7 On précisera la fagon dont cette question se rattache a la précé-
dente et ’on discutera suivant les valeurs de s.

III. On se donne un nombre réel s non nul et une fonction réelle g définie et
continue sur R, . On suppose que les intégrales généralisées

+ o + + o
J e fg(r)dt j te " q(f)de I tPetg(f)di
0 0 0

sont définies.

On se propose de chercher s’il existe une fonction réelle f possédant les pro-
priétés suivantes.

(i) f est définie et continue sur R,

(i1) les intégrales généralisées

t+a

I:meﬂf“}‘“ rmfe“f(t)dr j 2 e f(1) dr

0 1]

sont définies,
(iti) pour tout élément x de R, on a

1 = -
F(%) = = j. (P —4xt —2xHe " f(t)dt + q(x). (1)
0
S’il existe une fonction f possédant les propriétés (i), (ii), (iii), on dira quf¢ fest
une solution de I'équation (1).
1° On suppose que g est la fonction constante de valeur 0. Etudier si dans ce
cas I’équation (1) admet une solution ; s’il en existe, trouver toutes les solutions.

Carvo. — Exercices d'analyse 1°F cycle, 2¢ année et Spéciales MM* 11
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20 On revient au cas général. On cherchera & résoudre I’équation (1) en

posant
F=q4+%g

ou g est une fonction & déterminer. On montrera que si fest solution del'équa-
tion (1), g appartient & E, et les coefficients de g sont les solutions d’un systéme
linéaire dont les seconds membres sont exprimés & ['aide d’intégrales définies.

30 Soit ¢ un nombre réel strictement positif. On prend pour g la fonction
définie pour chaque nombre réel positif x par

q0x) = 47,

Calculer les seconds membres du systéme linéaire précédent. Discuter suivant
les valeurs de s et a, I'existence de solutions pour I’équation (1). Expliciter les
solutions lorsqu’il y en a.

Solution

1. 12 @) Sik = 0, on a f,(0) = 1 et le développement limitéa"ordre 2 de f,

au voisinage de 0 est
tz
fo@=1—-1t+ 7t o(1?) .

La tangente & C, au point (0, 1) est paralléle & la seconde bissectrice des axes et
C, se trouve au-dessus de la tangente.
Sik >0, o0naf(0) =0;au voisinage de 0, on a

O =t =t + o) =1~ " 5+ o(*).

La tangente & C, au point (0, 0) est doncPaxe Oysi0 < k < 1,P’axe Orsik > |1
et la premiére bissectrice des axes si k = 1. Dans ce dernier cas, la courbe se
trouve au-dessous de la tangente.

b) On a pour tout nombre réel positif k
lim fi(f) =0

=+ oc

et pour tout nombre réel positif #
iy ="e (k-1
O =0"2e" (1> — 2kt + k* — k).

Si k = 0, pour tout nombre réel positif ¢, on a fo(f) < 0 et fo(2) # 0 donc C,
ne posséde aucun point d’inflexion, et le tableau de variation de f; est

t 0 + oo
Jo(®) -
Jo(t) P ™ Y
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Si k > 0, la dérivée de f; s’annule une fois pour t = k, elle est négative pour
t > k et positive pour ¢ < k, donc la fonction f; posséde un maximum pour
t =k

Le tableau de variation de f, est

{ 0 k + o
fi(®) + 0 -
A%
Ao | o 4 (E « 0

Si 0 < k <1 la courbe C; posséde un poini d'inflexion pour ¢t = k + Jk ;
si k > 1 la courbe C; posséde deux points d’inflexion pour

t=k+Jk e 1=k—k.

On a donc les graphes représentés a la page suivante.
20 Pour tout nombre réel positif pona lim t?e™* = 0. En particulier si k

t== 4 a0

est un nombre réel positif, lim **2e~* = 0 donc il existe un nombre réel
t—++ a0

positif 4, tel que si ¢ > A4, on ait t*e™* < 1/t Il en résulte que 'intégrale géné-

ralisée
+ w0
j e tdr
Ag

est définie, donc il en est de méme de £.
3¢ a) Une intégration par parties donne

+m + a0
Ly = j e *dt= m [— & 'e™] + (kK + l)j e ' dt
0 0

To+w
donc
Liyy=(k+ 1) 1.
b) Comme
Ty= jJﬂre"dt = lim [—e"]] =1
0
on a
L =k!

pour tout entier naturel k.

II. 1° @) Pour chaque élément p de E, et chaque nombre réel x, on a

+ oo + oo

d(p) (x) = j tfe " p(Hdt — 4 x j te " p(t)dt — 2 x? J.:m e™" p(r) dt

0 o
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s A"
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donc @(p) appartient 4 E,. De plus, si p, g sont deux éléments de E, et a, f deux
nombres réels on a pour chaque nombre réel x

D(ap + fig) (x) = J:m (r’ — 4 xt —2x%) (ap(t) I ﬁq(t}) e " dt

+ o0

= j (% —4xt —2xH)plH)e " dr +
0

+ o0
+ ﬁj (> —4xt —2xHg)e* dt
0

= a®(p) (x) + B&(q) (x) = (ad(p) + fP(q)) (%)
donc

P(ap + Pg) = a®(p) + pP(g)

et @ est linéaire, donc @ est bien un endomorphisme de E,.
b) On a pour chaque nombre réel x

+ o0
(‘b(po){x):'[ @ —dxt—2xNetdt=1,—4xI, —2x%1I,
0

=2—4x—2x2
donc
D(po) = 2po —4py — 2p,

de méme, on a
+ oo

D(p,) (x) = J. (t*?=4xt —2x)te'dt =1, — 4xl, — 2x%1I,

1]
=6—-8x—2x*
d’ol
P(py) =6po — 8p, — 2p,

et
+ oo
D(py) (x) = f (F—dxt-2x)Pe ' di=1I, —4xl, — 251,

0
=24 —24x — 4 x*
d’oul
P(pz) = 24po — 24p, — 4p, .
Il en résulte que la matrice de ¢ par rapport a la base (pg, p;. p») de E, est

2 6 24
A=|—4 — 8 - 241.
= -2 =
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20 Le polyndéme caractéristique de A est
P()=det(4 —A)=—-(A+2)(4 + 4)* .

La matrice 4 posséde donc la valeur propre simple 4, = — 2etla valeur propre
double 4, = — 4.

30 Sis £ — 2et s # — 4, le seul élément p de E, tel que ¢(p) = s.p est la
fonction polynéme nulle. Si s = — 2, les éléments p de E, tels que &(p) = — 2p
sont les vecteurs propres de & relatifs a la valeur propre — 2. Leurs coordon-
nées (aq, 4,, @) par rapport 4 la base canonique vérifient donc

4ay+6a, +24a, =0
—4ay—6a, —24a, =0
—2a0—2a;,— 2a,=0

d’ou I’on tire

oM a=3a
a, = g Yo 2 = g9
par suite les fonctions polynémes p appartenant a E, telles que &(p) = — 2p

sont de la forme
plx) =49 — 10x + x?)

ol1 A est un nombre réel.

Si s = — 4, les éléments p de E, tels que &(p) = - 4 p sont les vecteurs
propres de & relatifs & la valeur propre — 4. Leurs coordonnées (a,, a,, a,) par
rapport 4 la base (pg, py, p,) vérifient donc

6a, +6a, +24a,=0
"""4“0—"4-“1 —24ﬂz=0

LBy 2 ﬂg - 2 ﬂl = 0
d’ou 'on tire
e = — aﬂ. 'az = 0
par suite les fonctions polyndmes p appartenant 2 E, telles que &(p) = — 4 p
sont de la forme
p(x) = p(x — 1)

ol u est un nombre réel.
IIL. 1° Si fest une solution de I"équation (1) dans ce cas et si I’on pose

o= rmrze"f(r} dt B= I:m re ' f(e)dt y = Ihbe_’f(t) dt

o o

alors pour chaque nombre réel x on a

f(x) = %(ns — 4 fx + 2 yx?)
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donc f appartient 4 E, et on a ¢(f) = sf. Chaque élément f de E, vérifie les
conditions (i) et (ii), donc les solutions de I’équation (1) dans ce cas sont les
fonctions polyndmes trouvées a la question I, 3°.

2° Posons f = g + g et supposons que f soit solution de I’équation (1).
Comme les intégrales

+ oo

te "g(HHdt K, = j * e g(f)dt
0

+w

K= jme'* g()dt K, = j

o 1]

sont définies, il en est de méme des intégrales
+ oo + oo + w0
j e " g(t) dt j te " g(t) dt j t2 e g(f) dt
0 0 0

et ona

+a
g(x)=§ j (* —4xt—2x¥)e " gr)dr +%[Kz — A K% — DK"Y
0

donc g appartient 4 E, et pour tout nombre réel x on a
sg(x) = ¥(g) (x) + [K; — 4 Ky x — 2 K; x7]
d’oli en désignant par (ay, 2,, @,) les coefficients de g par rapport 4 la base (po,

Pth)
Sal-_-" -4(10—8{11 —24(12—4K1
Sﬂz=—2a0—2ﬂ1—4ﬂ2—2K0
soit

_4‘!9 _'(B‘l‘S)al — 24ﬂ2=4K|

[ (2—s)a, + 6a, +24a, = — K,

Le déterminant des coefficients de ce systéme est P(s) ou P estle polynéme carac-
téristique de A. Par suite ce systéme posséde une solution et une seule lorsque
5 # — 2ets # — 4 ; dans ce cas il existe un seul élément g de E, vérifiant pour
tout nombre réel x la condition

sg(x) = &(g) (x) + (K, — 4K, x — 2Kq x%)

et la fonction f = ¢ + g est bien solution de E, car elle vérifie bien les trois
conditions énoncées au début de la question III.

3o La fonction réelle g définie sur R, par
g(x) = '™

avec a € RY. est définie et continue sur R, de plus les intégrales

J+mc"q(f) dt I+wte_' q(f) dt I+m t2e " g(r) de

] o 0
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sont définies pour @ > Oeton a

r+ oo l + oo 1
Ko - B_“df':[— —-e- ] = —
~ 0 a o a
[t +w
- iz 1 !
K, = te “dt=[—e“(—t+—2)] = —
Yo a a o a
[ o 2 +on
K2= tZE-de=|:_ e-nl(L +z;+£3):| =33-
.9 a a a 0 a
Le systéme qui définit les coefficients a, a,, a; de g sur la base (pg, py,p2) est alors
2
{z_s)ao‘l-ﬁﬂl -!-24{12 Bl
a

M { —4a,— @ +s)a, —24a, =L.‘4_2
a

_2ﬂ0_2ﬂ| —(4-!-5).!?2—%.

Sis# — 2ets # — 4 ce systéme est de CRAMER et il admet "unique solution

- 6 24
4la* — (8 +9) —.24
 2a -2 —(4+9)]|

g =

—(s+2)(s + 4°

2_{ _—__21(2:1 +a-1)s—32(3a —3a+1)
as +2)(s + 4

2—5 — 2/a® 24
— 4 4/a* — 24
-2 2ja —(4+59)|

— 5+ +H

—4as®* + 86a’ —a— 1)s—_32(3a=-5a—2)
a(s + 2 (s + 4?

2—35 6 —2/a®
—d — 8+ 9 4/a*
-2 -2 2/a |

—(s+2)(s + 4

—2a*s* —43d° —2a+l}s-16(a —2a+1}
as + ) (s + 4°
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Dans ce cas on a pour tout ¢élément x de R
g(x) = ay + a, x + a, x*

ol @y, a,, a, ont les valeurs trouvées ci-dessus, et I'unique solution de I'équa-
tion (1) est la fonction f définie sur R, par

(%) = do + @ X + ay x% + ell™»

Sis = — 2, le systéeme (I) devient

[ 2
i 4a0+6a1+24a2=—‘§

4

(II) —4(10_6&'—24{32:—2

a

2

e e Plgess 1B

do ag az p

Pour que les deux premiéres équations soient compatibles, il faut que

Sia # 1, le systéme (IT) n’admet pas de solution et I’équation (1) n’en posséde
pas non plus. Si a = 1, le systéme II est indéterminé et on a

l2a0+3al+12¢12=—8
ag + a; + ﬂz=—2
d’oir

a =—10a, — 4 a, =9a; + 2

par suite g(x) est de la forme
gx) = Ax* = 10x +9) —4x + 2

ol A est un nombre réel et les solutions de I’équation (1) sont les fonctions f

de la forme
O =€ 4+ 2x* - 10x+9) —4x + 2.
Sis = — 4, le systéme (I) devient
2
600“' 601 4 24{12 = —--_5
[4]
4
(I11) j —4aq,—4a, — 24a, =—
il

P

| —2ay - 2a,
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Ces équations sont compatibles si
2 4

IR L

+2-0.
a a

Or a > 0, donc cette condition est satisfaite si et seulement sia= — | + \/5.
Sia# —1+ \/5, le systéme III ne posséde pas de solution et I’équation (1)
n’en posséde pas non plus. Sia = — 1 + \/i, le systéme 111 donne

24 .2

6
ﬂo+a1 - '_(1'.";‘\/5)
par suite g(x) est de la forme

5] =
g9 = = 2422 (1 UDyx 4t = %)

a;

ol g est un nombre réel et les solutions de I'équation (1) sont les fonctions f'dela
forme _
—4/7 2
f(x) = ez=vVax _ _"'._'6_\_-{_% x2— (1 + ﬁ] x + p(l — x)

ol u est un nombre réel.

8.6

I. On désigne par @ ’ensemble des fonctions complexes de variable complexe
définies dans tout le plan complexe et représentables par une série enticre de
rayon de convergence infini.

1° Prouver que relativement aux opérations d’addition et de multiplication
habituelles, ¢ est un anneau commutatif.

20 Pour chaque élément fde @ tel que

f@) =} a2

n=0

et pour chaque élément r de R, on pose

M= Yy el

r=0

Montrer que la fonction M, est définie, croissante et indéfiniment dérivable
sur R*. Quand est-elle strictement croissante ?

30 Soient f; g deux éléments de @. Montrer que pour chaque élément r de R,
on a

My, (1) < MAr) + M)
M (r) < M(r) M(r) .
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40 Montrer que si M, est une fonction bornée, la fonction f est constante.

5¢ Déterminer les fonctions M, (1 < i < 3) associées aux fonctions f;
(1 < i < 3) définies par

fi@)=¢e7* filz)=sinz fi(z) =chz.

II. On appelle G I’ensemble des fonctions f appartenant & @ telles que, pour
chacune d’elles, il existe un nombre réel « vérifiant pour tout élément r de R,

M, (r) < €. 1)
Si f est un élément non nul de G, on pose

Log M /(r
o(f) = sup iri(_l
r=0
12 Soit f un €lément non nul de G.

a) Démontrer que I’ensemble £ des éléments o de R vérifiant (1) posséde un

plus petit élément égal a v(f).

b) Montrer que | f (0 I < 1, que v(f) = 0 et que la condition |f(0}| = |
entraine o(f) = | £'(0) |.

¢) Caractériser les fonctions non nulles f'de G telles que v /) = 0.

20 a) Calculer v(g,) (1 < i < 4) pour chacune des fonctions g; (1 < i < 4)
définies par g,(2) = €77 g,(2) = ch z, g,(z) = 1 + z et gu(z) = a, z" ol p est
un entier naturel et ot a, # 0.

b) Soit ¢, la fonction définie par
z n
0o(2) =1+ Y (;!-) .

n=1

Montrer que v(py) = 1.
3o Soient f, g deux éléments non nuls de G. Démontrer que leur produit
appartient & G et que

v(fg) < (/) + vg).

. Soit fun élément non nul de G. Pour chaque nombre complexe z, on pose
f@=Y az.
n=0

1° @) En remarquant que pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel
positif r, on a
la, | r" < M(r)

démontrer que pour tout entier n supérieur 2 1 on a

n 1
2la, 1" < wf).
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b) On pose alors

1
w(f) = < sgpn]a,,l”"
n=1

démontrer que

w(f) < o(f) < ew(f).

2° g) Montrer que pour tout couple (a, b) de nombres réels positifs et tout
entier » supérieur & 1 on a

:/ﬂ-!-b-.ﬁaf;a-[-vg.

b) En déduire que si f, g sont deux éléments non nuls de G, pour que f + g
appartienne 4 G, il faut et il suffit que

|70 + gO)] < 1.

De plus si f + g n’est pas la fonction nulle, montrer que

o(f + £) < e[u(f) + v(g)] .

Solution

. 1° Onsait (¢f. C. E., Ch. 6, § I, nv 112) que la différence et le produit de
deux séries enti¢res de rayon de convergence infini sont des séries entiéres de
rayon de convergence infini, donc & est un sous-anneau de I'anneau des fonc-
tions complexes de variable complexe définies dans tout le plan complexe. Par
suite ¢ est un anneau commutatif.

20 Comme f converge absolument dans tout le plan complexe, la série de
terme général | g, | r* converge uniformément pour r dans R,. Sa somme
M /(r) est donc définie et la fonction M, est indéfiniment dérivable dans R,.. Sir,
r' sont deux éléments de R, tels que r < r’ alors, pour tout entier naturel #, on a

la,[r" < la,|r™

donc
Mj‘(r) < M_r(f'r)

et M, est croissante. La dérivée de M, est donnée (¢f. C. E., Ch. 6, § 1I, n° 113)
par
Mir)= > njla,|r".

n=1

Pour qu’elle soit strictement positive pour r > 0, il faut et il suffit qu’il existe un
entier k supérieur & 1 tel que g, # 0. Par suite pour que M, soit strictement
croissante, il faut et il suffit qu’il existe un entier & supérieur 2 1 tel que a, #* 0.

3° Pour chaque nombre complexe z posons

J@ =% a2 gz)= ; b, 2"

n=0
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alorson a

f+2@=3 (@ +b)" (fo)x)= ;ﬂc., z"

n=z0

avec pour chaque entier n
.= Y ayb,

ptg=n

donc pour chaque nombre réel positif r, on a
Mpg® =Y la. + b |r" M)+ M(r)= ) (la,| +1b,1)r"
nz0 n=z0

M (r) = n;ﬂ e, | r" M (r) M(r) = "go d, r"

avec pour chaque entier n
dp= Y la,llb,l

ptg=n
or, pour tout entier 7 on a

la, + b,| <la,1 + byl
el € X lallbg | =d,

ptq=n
donc pour chaque nombre réel r, on a
My, (1) € M (r) + Myr)
M (r) < M (r) M(r).
40 Posons pour chaque nombre complexe z

f{Z) — Z a, z"
n=0
et supposons que M, posséde un majorant 4. Alors on a pour tout nombre
réel positil
¥ jas <A

nz0D

donc
lag| < 4

et pour tout entier 7 supérieur 2 1 et tout nombre réel positif »

A

l'a:rl < ;u

par suite | @, | = Osin = 1 donca, = Osin = 1 et fest la fonction constante de
valeur ay,.

59 Pour chaque nombre complexe z, on a

filz) = % 1y

"
z
w0 n!
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donc pour chaque nombre réel positif r, on a

P r
M, (r) —=n§ﬂ ) =e'.
Pour chaque nombre complexe z, on a
_ §— 1) 2n+1
hO =2 Gaini”

donc pour chaque nombre réel positif r, on a

Mfz(’") - ,,;O (2; _i*_—'l-j"—' =shr.

Pour chaque nombre complexe z, on a

z

f3(z) = Z (_2_'5_!

n=0

donc pour chaque nombre réel positif , on a

ri‘n

Yol = LB =T

II. 1° g) Soit o un élément de E. Alors pour tout nombre réel r strictement
positif on a

r
r::»O}

est majoré, par suite il posséde une borne supérieure ; v f) est bien défini

et o(f) < a.

A présent observons que pour tout nombre réel r strictement positif on a

s f‘i@ < o(f)

donc I'ensemble

{ Log M j(ﬂ
} r

donc
Log M(r) < ro(f)
et
M(r) € ™.

Or les fonctions M et exponentielle sont continues donc pour tout nombre
réel positif on a
Mf(l') < e’ﬂf )
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si bien que v( /) vérifie 1a condition (1). Par suite ¢( /) appartient & E donc o( f)
est le plus petit élément de E.

b) On a
0< MJ{O) < eﬂv(f}
donc
M) €1
soit
lfO|<1.

Supposons que »{ /') < 0. Alors pour tout nombre réel positif r, on a
0< M_r("') < evr

et
lim e =
r—+
donc
lim M/(r) =0

r=+ 4 a0

or M/ est une fonction croissante, donc M| est la fonction nulle. 11 en résulte
que f est aussi la fonction nulle, ce qui n’est pas, donc o /) = 0.
Si|f(0)| = 1. on a pour chaque nombre réel positif r.

MAr)=1+|a,|lr+ ) la,lr"

n=2
donc
1L+ la |r< MJr)
par suite
Log M(r) = Log (1 + | a, | r)
etsir>0

Log My(r) _ Log(l + |a,|r)
r 3 r

donc pour tout élément r de R’

Log(1 + [a,|r)

of) > -
On en déduit que
oAy > it Log (1 + |a,|r)
r—=+0 r
r>0

ef comme

Log(l + |a,|r
lim g rl 'l )=l ay |,

r—=0
r>0



312 EXERCICES D’ANALYSE

on a

o(f) = |/O)].

) Si fest un élément de G tel que v(f) = 0, on a pour tout nombre réel r
strictement positif
Log M
og Aﬂéﬂ
r

donc
Log M{(r) <0

et
Mir) <1

par suite /" est une fonction constante d’aprés la question I, 4°.
Réciproquement, si f est une fonction constante de valeur a, avec a, # 0, on
a pour tout nombre réel r

My(r) =l ap| <

donc v( f) = 0.
20 a) On sait que pour tout nombre réel positit r
M,(r) =¢
doncsir > 0,ona
Log Me(1) _ 4
r

par suite, v(g,) = IL.
On a vu plus haut que pour tout nombre réel positif r, ona

M, (r) = chr
donc
Logchr
blgs) = sup o' .
r=0

La fonction g définie sur RrR? par
g(r)

_ Logchr
o r

est dérivable et on a
g rthr — Logchr
g'r) = rzg .

La fonction s définie sur R, par
h(r) = rthr — Logchr
est dérivable et on a
; r
W) = ——

sh” r
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donc £ est croissante. Or #(0) = 0, donc f(r) = 0sir > 0, il en résulte que gest

croissante sur RY donc
. Logchr
gz) = lim il .
r—++owm E
Sir>00na
Logchr Log(e" + ¢™") — Log2 _ - Log(1 +e™*) Log2
r r ¥ F ™

donc
v(gz) = I .

Pour chaque nombre réel positif r, on a
M) =1+r
donc

est dérivable et on a
— Log(r + 1)

2

s'(r) = L EY

La fonction r définie sur R, par

est dérivable et on a
1 ] - F

A+ 14r (1452
donc ¢ est décroissante. Or #(0) = O donc #(r) < Osir > 0; 1l en résulte que s est
décroissante sur R} donc

rr) =

(g;) = lim Logd+n_,
r—=0 r
r=0

Pour chaque nombre réel positif r, on a

My (r)=la,|r’
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donc
Log| a,| r*
{gs) = sup — . .
r=0 F
La fonction o définie sur R} par
Log|a,|r’
ofr) = ‘———r—p

est dérivable et on a
, p— Log|a,l r?
wl)="— = B

1l en résulte que @ posséde un maximum au pointr = ¢ | a, |~ 1P ; ce maximum
est

og) = £l a,l'"".

b) La série entiére de terme général z"in" pour n = 1 a un rayon de conver-
gence infini donc @, appartient 4 @. Si r est un nombre réel positif, on a

M

M, (n=1+7Y =.

nzt N

Or pour chaque entier n supérieur 4 1, on a

w=n!
donc
< S
MW(r) n=0 n l
soit
M, () <¢

par suite @, appartient & G et on a v(po) < 1. Comme | 9o@)| = 1, on a
o(@o) = | po(0) | donc v(p,) > 1 d’aprés la question II, [0, d’ol
pg) = 1.

30 Si f, g sont deux éléments non nuls de G, on sait que fg appartienta @ et
que pour tout nombre réel positif r

M, (1) < Mr) M(r)

or
M,(r) € " M) < e’

donc
Mfg(l") < e('-‘(ﬂ*"'(ﬂ))"
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par suite fg appartient 4 G et
v(fg) < o(f) + u(g).

III. 1° @) Soit n un entier supérieur 4 1 et soit g la fonction complexe définie
sur C par

g(z) = a,z"

alors nous savons d’aprés la question II, 2° que
H
U(g} = E I anll."ﬂ'

Pour chaque nombre réel positif r, ona
Mr) =|a,|r

donc
M (r) € M(r)

par suite pour chaque nombre réel strictement positif r, on a

Log M ,(r) " Log M (r)
r = r

d’ou
u(g) < v(f)
soit
n i/n
El a, ' < U{_f) .

b) Pour chaque entier » supérieur a 1, on a

n

= la,'"™ < u(f)

€

donc

w(f) < o(f)
par ailleurs
em{“"z E E_.(_w(;f_)_)_r_=]+ z m

n=0 n! n>1 nl
Pour chaque entier » supérieur 4 1, on a
1 1
cnla, ' < wif)

donc

ei,,n"la..ls(m(f))’
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et

L
sy y Plalr
nxl n!

Comme pour chaque entier # supérieur a 1, on a

on en déduit que pour chaque nombre réel positif
eV s a4 ¥ ja, ) E Y [40f

n=l n=0

car |a, | € 1, donc
Mf(i") < een’[_f)f

d’ou

o(f) <ew(f).

20 g) Comme a, b sont positifs, pour chaque entier # supérieur a 1, 'inéga-
lité
Ya+b<Ua+Ub
équivaut a
a+b<(@/a+Yb)y

et cette inégalité est satisfaite, comme on le voit en developpant son second
membre au moyen de la formule du binome.

b) Sif + g appartient & G, on a d’aprés la question 11, 1° b)
| fO+g@)| <.

Réciproquement, supposons que | f(0) + g(0) | < 1. Pour chaque entier n
supérieur 4 1, on a

la, + b, '™ < | a, "™+ | b, '™
donc

n o R n n
Elﬂn+bn|” €g|0n|"{"+g|bn|” < w(f) + w(g)

par suite I'ensemble

l-:-la,,-i—b,,l”"]n;sl}

posséde une borne supérieure w( f + g) et on a pour tout nombre réel positif r,

eSrr b3 e"(w(f + g) n'i' 14 Y e"(w(f + g))"r"

nz0 n! n=1 n!
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Comme on a pour chaque entier » supérieur & |

(w(f +g)" > i:,-,aa.,+b.,:

et

=

=1

|

- —

n
on a pour tout nombre réel positif r
e 14+ Y e, b "

1

n=
or
lag + by | €1
donc
et s Y la, + b, | 1"
nz0
soit

eV +ar = Mf+g(f'}

par suite f + g appartient 4 Geton a
o(f + 8) < ew(/ + g) < e(w(f) + w(g))

et comme

w(f)<o(f) wg <ug)

on a

o/ + g) < e(v(f) + vg).

8.7

On dit qu’une fonction # de R? dans R est harmonique dans un domaine D
de R?, si elle admet des dérivées partielles du deuxiéme ordre continues et si
pour tout éiément (x, y) de D, on a

2 2

du d“u
A (x, VV=—0P+ —(x1)=0,
(Au) (x, ) é‘xz( » az( y)
I. 1° Soit (a, b) un élément de R%. Montrer que la fonction g définie pour
tout élément (x, v) de R* - { (a, b)} par
g(x, y) = 3 Log [(x — a)” + (x — b)"]

est harmonique dans tout domaine de R? ne contenant pas le point (a, b).
20 Pour tout nombre réel r strictement positif, soit (I',) le cercle de rayon r et



318

EXERCICES D’ANALYSE

de centre 4 = (a, b), et soit u une fonction continue définie sur un domaine dont
I’intérieur contient A. Montrer que

_L g g _% )
u(a, b) = 3 lim jr: u(x, y) (Bx (x, y)dy 3y (x, y)dx].

n r=+0 3

30 g) Soient 1 et v deux fonctions admettant des dérivées partielles du deu-
xidme ordre continues dans un domaine E dont la frontiére Fest formée d’une
ou plusieurs courbes (le domaine E est un domaine « usuel » au sens de C. E.,
Ch. 8, § I1I, no 147). Montrer, en utilisant la formule de GREEN-RIEMANN, que

-‘;. [H(x, y) Av(x, y) — v(x, y) Au(x, y}] dxdy =
5 o
= L [ﬂ(x, y}(a—z (x y)dy = 55 (%, ) dx) -

:
(L ey - L) ©

ol F est muni d’une orientation que Ion précisera.
b) Montrer que si & est harmonique dans E, on a

a d
L (52 (x, y)dy — -ﬁ,—:(x, ) dX) =0. (2)

40 Soit D un domaine simplement connexe (¢f. C. E., Ch. 8, § II, n° 144)
de R? de frontiére C et soit 4 = (a, b) un point de D.

a) Soient u une fonction harmonique dans D et r un nombre réel positif tel
que le cercle I', de rayon r et de centre 4 soit contenu dans D. En appliquant
la formule (1) montrer que

— g(x, y) (g_:;: (x, Y dy — %{x, ») dx)] -
= j.r: [u(x, ») (‘;—SJE (x, y)dy — g—i(x’ ) dx) N

0 b
— &%) (5:‘,‘; (x, 3)dy = 5% 9) )] @
b) En déduire que

u(a, b) = 51; L* [u(x, ») (%f; (x, y)dy — % (x, ») dx) -

0
— g(x, y)(guf (x. y)ydy — %(x, y) dx)]. (4)
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50 On se restreint maintenant au cas ol D est le disque de centre O, de
rayon R, et Ponposea = pcosweth = psinwoul<p<Ret0 < w<2n
Montrer que la fonction / définie pour tout élément (x, y) de D par

o= raf [~ ) - %)

est harmonique dans D et vérifie h(x, y) = g(x, ¥) en tout point (x, y) de C.
On pose G = g — h. Montrer, en utilisant (1) et (4) que

wiap) =5 [ [unn(E s nay-FLwmna)|
puis que

R? — p?
R? + p®> — 2 pRcos (0 — w)

u(a, b) = 3 E! [u(R cos 0, R sin 0) dﬁ] « (8

27

I1. Soient D un domaine usuel de R?, C sa frontiére et ¢ une fonction continue
de C dans R2. On se propose de résoudre dans certains cas le probleme de
DIRICHLET qui consiste &4 trouver une fonction # harmonique dans D et coinci-
dant avec ¢ sur C.

1o Montrer que si # est une fonction harmonique dans D, on a

uCe, (2, y) dy — 2 (x, yy dx) | =
Joo LG 7y 0|

= L [(g—: (x, }’))2 + (—g—; (x, v))z]dx dy .

En déduire que le probléme de DIRICHLET admet au plus une solution.
Résoudre ce probléme dans les cas suivants :

@(x, y) = 1 Qi(x, y) =¥

0%, )) =X  @ux,p) = xy.

20 Calculer la solution dans le cas ou D est le disque de centre Oetderayon R
et ¢ est définie pour tout élément (x, y) de C par ¢(x, y) = ¥,
Montrer que
2 R¥R? — p?)
4

j:m X(1)dt

u(p cos w, p sin ) =

avec

X() = “_( — 1?cos’w + 4t?sin* o
@+ D[R - p) + R +p) "]
Montrer qu’il existe des constantes K, L, M telles que

K L M
X() = - -+ :
® (% + 1)? +(:=+ 1) R=-pP+R+p1*PF
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En déduire qu’on a
RZ

u(p cos w, p sin w) = ——
R? +.

5 [(R* — p?)sin® @ + 2 p* M].

Déterminer M et en déduire ’expression de la solution u(x, y).

Solution 1. 10 En tout point (x, y) # (a, b) on a

E“”=a?§53-w

L e Syt
§f e
PN [((x-_ F oo
e, ) =

Par suite la fonction g est harmonique dans tout domaine ne contenant pas(a, b).

20 [l existe un nombre réel strictement positif r tel que I', soit contenudansle
domaine de définition de u. Le cercle I', admet la représentation paramétrique.

XxX=a-+ rcosb
< ;
y=>b+rsinf Vs et
on a alors

dg cos

a{ 3 }“‘_‘r__

dg sin @

6}'( M) =

dx = — rsin 0d0

dy = rcos 0d0.

On obtient donc

j ufx, y)( (x, y)dy — i(xsy)dx)=
in
=J w(a + rcos 8. b + rsin 6)d6.



PROBLEMES DE SYNTHESE 3

Soit & un nombre réel strictement positif. La fonction u étant continue au point
(@, b), il existe un nombre réel strictement positif # tel que pour tout élément

(x, ¥) de R2 qui vérifie \/(x — a)? + (y — b)? < y, on ait
| u(x, y) — u(a, b)| < «.
Soit ¥ un nombre réel tel que 0 < r < 1. On a
Vi@ + rcos@ —a)? + (b +rsin@ — b)? <y
et par suite | u(a + rcos 6, b + rsin 0) — u(a, b) | < &. On obtient donc

[zj_n j,; s J’)@f;(x, ydy — g—i(x, ) dx)] — u(a, b)‘ -
1 | 2=
- gl ),

[u(@a + rcos B, b + rsin 6) — u(a, b)] d6

<

| u(a + rcos 0, b + rsin0) — u(a, b) | d6

<
< edd = ¢.

1 2n
<%z j '
l J-Z#
27 0

12

Vs
On a donc

lim L f u(x, y) (g—i (x, y)dy — %(x, ¥) dx) = u(a, b).

l""ﬂq. zn Jr:

3¢ a) On sait (¢f. C. E., Ch. 8, § III, n° 147) qu’il existe une orientation notée
E™*, telle quen tout point ot il est défini, le vecteur normal soit dirigé vers
I'extérieur de E. D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN on a

| (e nGeeen - utm 3 n)ax +
+ (u(x, ») % (x, y) — v(x, ) g; (% y)) dy =
[ |2 (e Z s~ st n L) -
= 2 (o D S5 = uts ) 25 ) ax ]

2v *u
= IE (u(x‘l y) 3_ 2 (JC, y) = v{x, -V)a?{x’ y) i

X

2p

ot P i s A y))dxdy
;] ayz : : ] ayz 2

= | () Aot 3) = o605, 9) Butx, ) dx

d’ou la formule (1).
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b) Soient u une fonction harmonique dans D, et v la fonction constante de
valeur — 1. On a alors

et la formule (1) devient
du ou
[ (Eenay-Lena)=o.

40 Soit E le complémentaire dans D du disque de rayon r et de centre 4.
Les fonctions ¢ et u sont harmoniques dans E ; on a alors

L: (u(x, y) Ag(x, ) — g(x, ¥) Au(x, y))dxdy = 0.

La frontiére F de E est la réunion de C et de I', ; en orientant F comme 4 la
question 3¢ ) et en appliquant la formule (1), on trouve

0= L+ [H(x, ») (g% (x, y)dy — g—f,(x, y) dx) =
- g(x,») (g; (x, y)dy — g%(x, y) dx)]
-, [u(x, 2 (2 x50y - 2 (. 7) ax) -

— g(x, Y7 (x, ) dy — g; (x, ¥) dx)] -

2|2

. _L+ [u(x, J_,)(gx_g. (x, y)dy — %(x, J’)dx) -

d
— g(x, y) (g; (x, y)dy — ﬁ (x, y) dx)]

d’ou la formule (3).
b) Pour tout nombre réel positif r tel que I', soit contenu dans D, on a d’apres
la formule (2)

du du
Ir: (E (x, y)dy — dy (x, ») dx) =0.

’

La fonction g est constante sur I", donc

jr+ g(X, }’) l'g% (xr y) dy . %(I, JJ') dx] =0.
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La formule (3) devient

J.r: [u(x. ¥) (% (x, y)dy — %(x; » dx)] =
= J-m [u(x y)( (x, ) dy — _(xs y) dx)

— g(x, J’)( G, }dy—u—(x y}dx)]

On obtient alors

u(a, b) = HM 5 J- [u(x, y)( (x, y)dy — g (x, ) dx)]
= —I;r Lﬂ [u(x y)( (x, y)dy — (x, ) dx) =

- s ) (F 0 ay - P xyax) |

2

.m!ﬁ:2 bR*\ , " . e
50 Le point = —-| n’appartenant pas a D, la fonction / est définie,
continue et différentiable dans D. Pour tout élément (x, y)de D, on a

pZ aRZ
S
ax ( aRz)z ( sz)z
p p
PL bR?\ 2 aR?\ 2
ah LIV 2 T2
'Ez(x’y) = T r7 aRZ 2 bR.’! 2 2
-2 6]
p p
p2 ( sz)
TV )
dy b aRT ( bR*)2
X — 3 -+ =t
p p

4[]
62h 2 p2 pl

— (% y)—R
a3 VXS T pdt 3 2\ 27 2
ey
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et par suite
Ah(x,y) = 0.

Si (x, ) est un point de C, il existe un nombre réel 6 tel que x = R cos 0
et y = Rsin 6. On a alors

g(x, ¥) = h(x, ) = } Log (R* + p* — 2pRcos (0 — »))

donc g et h coincident sur C.
D’aprés la formule (4) on a

u(a, b) = 5 j u(, y)( * ) .v——-(x ndx) -

- G(x, y)( (x, y)dy — -u (x, ) dx)
F 2‘; L+ u(x, y)( (x, y)dy —-ﬁ(x, y)dx) -

— h(x, y)( (x ) dy — ;(x, ») dx).

Comme u et & sont harmoniques, on a d’aprés la formule (1)

L+ u(x, y)( (x, ) dy — = (x ) dx)
- h(x, }’)( (x, ¥) dy — *(x, » dx)

= | () 8hx, ) = G, ) dutx, ) dxdy = 0.
En tenant compte du fait que G est nulle sur C, on obtient

u(a, b) = i j.c [ (x, y)(a_ (x, y)dv — --g(x, V) dx)] :

En utilisant la représentation paramétrique de C

x= Rcos@
€0 <
y = Rsinf VEb=2a

on obtient

l Zn RZ - p2 .
u(a, b) = — j u(R cos 6, R sin 0) — 5 ——db .
2w Jo R* + p* — 2pRcos (U — w)
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II. 1° En appliquant la formule de GREEN-RIEMANN, on obtient

| e (Gena - Fena) |-

= J'D [;J-r (u g;)(x, y) + é% (u %) (x, y)] dx dy

= J‘D [u(x, ¥) (g:’: (x, y) + g% (x, y)) +
+(E ) + (o) |oxay

[ e o

Soient u et v deux solutions du probléme de DiricHLET. La fonction u — v étant
nulle sur C, on a

jn[(a(uax (x’y}) +(a( 2o y))]dxdy=o

d’olr
ﬂu_ﬂu
ox  oOx
ou _ o
dy oy’

On a alors du = do et par suite u = v + K oi K appartient a R,

La fonction u, définie pour tout élément (x, y) de D par u,(x, y) = 1, est une
fonction harmonique qui coincide avec ¢, sur C. Elle est donc la seule solution
du probléme. De méme, les fonctions u,, uy, u, définies pour tout élément (x, y)
de D par

(6 =x  w) =y uyxy) = xp

sont harmoniques et coincident respectivement avec ¢,, ¢, ¢, sur C. Elles sont
donc les seules solutions du probléme de DIRICHLET correspondant.

2° D’apres la question I, 59, s’il existe une solution &, on a nécessairement
pour tout élément (x, y) = (pcos w, psinw) tel que0 < p < R
R? — p?

- dé .
+ p° ZpRcos{G-w)

Zn
u(x, y) = ﬁ jo @(R cos 0, R sin ) 72

Soit donc u la fonction définie par cette formule pour les éléments

(x, ¥) = (p cos w, p sin )

tel que p < R et par u(R cos w, R sin w) = ¢(R cos m, R sin w). Nous allons
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expliciter cette fonction et vérifier qu’elle satisfait aux conditions imposées. En
effectuant le changement de variable

f=w+ o

on trouve

u(p cos w, p sin @) =

ro+mr 2rp2
. R p)COs 0 a0

27 Jo-= R2+,ﬁ‘ —2PRCOS(B—0))
L[ R ) cor @4 0

= do
2n J-x R*+p 2 pR cos o

—_

_ R¥R* ~ p*) [*" cos’ wcos” & + sin® wsin® o

2n -x  R®+ p® ~ 2pRcosa

—x R* + p* —2pRcoso

_ R*R* — pY)cososinw I*" cos o sin o de

n

Remarquons que

j'” cos ¢ sin o do = — J’” cos & d(cos &)
-x R* + p* — 2 pRcos o —ng—i-pz—ZpRcosa'

. i ; u
Si F est une primitive de la fonction — ,ona

R® + p? — 2pRu

; —— = Flcosn Flcos(— m)) =0.
—x R* 4+ p*— 2 pRcos a )~ )

J'” cos a d(cos @)

Par suite

R% + p? —EpRcoqa:

: RZ(R2 7y cos  cos’ o + sin’ o sin® «
u(p cos w, p sin w) = :

En effectuant le changement de variable t = tg («/2) on trouve

u(p cos w, p sin @) =

coqzw(- —tz)z + sin” o - L
_ R¥R* - p%) j‘*“’ o+ ) 2de
- - . o I & ¢
2,1: R%* + p* — 2 pR 1—2 +
12

_ 2R¥R? - p?) j’"" ¢ =1 cos’w + 42 sin* @

n o P+ D[R -p*+ R+ pPF]
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D’aprés la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en éléments
simples, il existe des nombres réels K, L, M, N tels que
K L M + Nt

X(1) = o
W (2 + 1? + 2 3-1) ¥ (R—p)P + R+ p)t

La fonction X étant paire, on a N = 0. On a alors

+op + oo ~+ oo
X(:)dr:j Kd' +J _{‘-g‘_
0 o (2 + 1) g %1
J"“’“’ M dt
o (R—p)+ R+ p)ir
+ oo
[i =l + - Arctgt] + [LArctgt]y ™ +
t*
+ o0
+[2L2Arcth+pr]
R —p —p lo
4 2 2AR*-pY
et par suite
: K M
u(p cos w, p sin w) = R}(R? — 2(—+L+ )
p P ) ( p) > o
On a
. 2
X(1) = B 45‘2."1 W i =f£+£+ 2M i
qR-pP+R+p*] 4 2 R-p*+(R+p)
d’oli
. =_2
E+L=:2_$_m 2M’ 2}=smzw—zM_
2 20> + R 2p* + R (p” + RY)
On a donc
- 2 s 5
u(p cos @, p sin ) = RA(R* — *)[S‘“f’ M b 2]
(" +R) R —p

= |
[ 5]

R? .
T, [(R?* — p?)sin* 0 + 2 p* M].
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Pour déterminer M multiplions X(¢) par (R — p)*> + (R + p)? t* et donnons & ¢

.R—p
la val
avaeur|R+p

. On trouve

4{R2 + p’)? cos® @ — 4{_R'__
16 R? p?

On a alors

u(p cos w, p sin @) =

2 2 _ (p2 _
. 2Jw? : [(Rz - pz)Siﬂzm + (R +p ) cos® w__z(_R p) sin m]
R +p 2R
- %[(R2 — pY)sin®w + (R? + p?)cos? w]
- %[Rz + p*(cos’ @ — sin® w)] .
On obtient finalement pour tout élément (x, y) intérieur a D
R% + x% —
u(x, y) = —— —E——'L
Si (x, y) appartient & C on pose
u(x, y) = x*.

La fonction ainsi obtenue est continue car si x> + v? = R*, ona
HR? + x? —yY) =?

et on vérifie aisément qu’elle est harmonique dans D. Par suite, elle est I'unique
solution du probléme de DIRICHLET dans ce cas.
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