

Des exercices
Exercice 1

On pose n = 99.a, a étant un entier naturel non nul.

1) Si a est strictement inférieur à 10, le nombre n peut il être un carré ?

2) Quelle est la plus petite valeur de a pour que n soit un carré ?

3) Citer quatre autres valeurs possibles de a pour que n soit un carré et donner la valeur de n.

Exercice 2

Soit n un entier naturel.

On considère l’entier N = n2 + n + 41.

1) Vérifier que N est premier, pour n de 0 à 39.

2) N est il premier pour n = 40 ? Pour n = 41 ?

Exercice 3

1) Montrer que pour tout entier naturel n,  22n + 6 n – 1 est divisible par 9.

2) Montrer que pour tout entier naturel n,  44n+2 – 3n+3  est divisible par 11.

Exercice 4

Déterminer le reste de la division euclidienne (2008)2009 par 11.

Exercice 5
Soit n un entier naturel non nul.

On considère les entiers  a = 7 n2 + 4 et b = n2 + 1.

1) Montrer que tout diviseur commun de a et b est un diviseur de 3.

2) Déterminer alors le pgcd (a , b).

Exercice 6
a) Comment faut il choisir l’entier naturel n pour que 2n – 1 soit divisible par 9 ?

b) A quelle condition relative aux entiers naturels x et y, la division par 9 de 2x . 11y  donne-t-elle 1 pour reste ?

Exercice 7
n un entier naturel. On pose  [image: image2.png]n+r
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a) Déterminer n tel que a soit un entier.

b) Déterminer n tel que a soit une fraction irréductible.

Exercice 8 
Montrer que si les nombres p et 8p – 1 sont premiers alors 8p + 1 est composé.

Exercice 9 
Soit p un nombre premier différent de 2.
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 sont des entiers.

b) Déterminer tous les couples (x ; y) d’entiers naturels tels que x2 – y2  = p2.

Exercice 10 
Pour n entier naturel non nul, on note f(n) le nombre de diviseurs entiers naturels de n, 1 et n compris.
1) Que peut-on dire de n si f(n)= 2?
2) Déterminez f(6) et f(10).
3) Décomposez 20 en produit de facteurs premiers. Montrez alors que f(20)=9.
4) Montrez que si n et m sont deux entiers naturels premiers entre eux alors f(n.m) = f(n).f(m)
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 la décomposition de n en produit de facteurs premiers.

         Montrez que f(n) = (a1 + 1). (a2 + 1)...( ak + 1) 
6) Que peut-on dire de n si f(n) = 3?

Exercice 11 
Pour n entier naturel, on pose F(n) le nombre d'entiers naturels inférieurs à n qui sont premiers avec n, 1 compris. 
1) Que peut-on dire de n si F(n) = n-1?
2) Déterminez F(n) pour n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.
3) Montrez que si p est un entier naturel premier, alors F(p2) = p2 – p.
Exercice 12 
    a) Déterminer le reste de la division de n = 20031999  par 25

    b) Déterminer le reste de la division de n = 20031999  par 9

    c) En déduire le reste de la division de n = 20031999  par 225

Exercice 13 
    Soient a et b deux entiers non nuls. Montrer que:    (2a – 1) ( (2b – 1) = 2a(b – 1.

Exercice 14 
    Déterminer le chiffre des unités de l'entier 72005.

Exercice 15 
    Déterminer tous les nombres premiers p tels que 2p divise 2p +4.

Exercice 16 
    Montrer que l'entier  n5 – 5n3 + 4n est divisible par  120.

Exercice 17 
    Déterminer la décomposition en nombres premiers de l'entier 6059, sachant qu'il est produit de deux nombres premiers distincts et que ((6059) = 5904.

Exercice 18 
    Décomposer en facteurs premiers l'entier 66 + 1.

Exercice 19 
    Déterminer tous les entiers naturels  x vérifiant la congruence: 
2x (1 (mod15). 

Exercice 20
    Soit n ≥ 2. On suppose qu'il existe a( Z  tel que:

    an-1 ( 1 (mod n) et ak [image: image9.png]


 1 (mod n), pour 1 ≤ k ≤ n-2.

    Montrer que l'entier n est premier.

Exercice 21 
    Soient a et b deux entiers non nuls. Montrer que: a(b = (a+b) ((a (b).

Exercice 22 
    On considère les nombres dont l’écriture décimale n’utilise que le chiffre 1.

    Pour tout entier naturel p ≥ 2, on pose Ap = 11…1 où 1 apparaît p fois.

    1)a) On suppose que p est pair. Montrer que  Ap est divisible par A2.

       b) On suppose que k est un diviseur de p. Montrer que Ap est divisible par Ak.

       c) Donner une condition nécessaire pour que Ap soit premier.

           Cette condition est-elle suffisante ?

    2) Soit n et m deux entiers naturels premiers entre eux.

        On se propose de déterminer le PGCD de An et Am.

        On considère l’équation (1) n x – m y = 1, (x, y) ( Z2.

      a) Justifier l’existence des solutions de l’équation (1).

      b) Vérifier que pour tout couple (x, y) d’entiers naturels solutions de l’équation (1),

           (10nx – 1) – 10 (10my – 1) = 9.

      c) Montrer qu’il existe deux entiers X et Y tels que An X – Am Y = 1.

      d) Déduire des questions précédentes le PGCD de An et Am.

Exercice 23
Le ppcm de deux entiers naturels est 216. L’un des deux nombres est 72. Trouver toutes les valeurs possibles de l’autre.

Exercice 24
Soient a et b deux entiers relatifs. Démontrer l’équivalence des deux affirmations suivantes :

(i) a et b sont premiers entre eux

(ii)  a + b et ab sont premiers entre eux.

Exercice 25 
Trouver les nombres à la fois congrus à 1 modulo 3 et congrus à 2 modulo 7.

Exercice 26
 a) (ln 3) / (ln2) est-il un rationnel ? Justifier.

 b)  Si p et q sont deux nombres premiers distincts, démontrer que (ln p) / (lnq) n’est pas un nombre  rationnel.

 c) a et b sont deux entiers.

     Démontrer que (ln a) / (ln b) est égal à la fraction irréductible m / n (m et n entiers naturels) si et seulement si, il existe un entier naturel c tel que : a = cm et b = cn.
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