LYCEE IBN KHALDOUN DEVOIR DE SYNTHESE N°3 Classe: 3 M
RADES Durée : 3h
Mr ABIDI Farid MATHEMATIQUES Jeudi 30 /5/2013

Le sujet comporte 3 pages.
Exercice 1 — (3 points).

MM
/ VALY,

Ci-dessus est tracée la courbe représentative d’une fonction f définie et continue sur R dans un repére

orthonormé du plan. On donne f (%) =—letf (—%) =1.

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponse est exacte. Indiquer sur vétre copie le
numeéro et la lettre correspondant a la réponse choisie. Justifier votre réponse.
1. fest périodique de période :

a) 1. ; b)2 ; €) 3.

2. f(%} estégal a:
a) -1 ; b)0 ;)1

3. Le nombre de solution de I’équation f(x) :% admet dans I’intervalle [3, 5] est :
a) 4 , b)3 ;02

Exercice 2 — (4 points)

Soit la suite (U, ) définie sur N par

U.,= 1— neN
1+2U,
1. Montrer par récurrence que , pour tout entier naturel n,ona: 0<U, <1.
_ 2U,(1-U,)
2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, U, , - U, =10
+ n

b) Déduire que la suite (U, ) est croissante.
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1-uU
2U

n

n

3. Soit (V,) la suite définie sur N par: V, =

a) Montrer que (V,) est une suite géométrique de raison 3

b) Exprimer V. puis U en fonction de n.
c) Calculer lim U, .

N—>+%0

Exercice 3- (4 points)

f(x)= x+x*+4x ,si x>0
f(X)= —x+Vx*—4x, si x<0

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé(O;

1. Montrer que la droite des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe (C).
2. a) Montrer que fn’est pas dérivable a droite en 0. Interpréter géométriquement le résultat obtenu.

b) Calculer lim f(x) et montrer que la droite (D) d’équation y = 2Xx + 2 est une asymptote

Soit f la fonction définie sur R par
- -
iy

).

a la courbe (C) au voisinage de + .

3. Calculer f'(x) pour tout x > 0 et dresser le tableau de variations de f sur [0, + oo [ .

4. Tracer (D) et (C).

Exercice 4 - (4 points)
Une urne U contient quatre boules numérotées 1, trois boules numérotées 2 et une boule numérotée 5.
Une autre urne V contient trois boules numérotées 1 et cing boules numérotées 2.

Partie A- On tire simultanément et au hasard deux boules de l'urne U.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
E : « les deux boules tirées portent le méme numéro »
F : «le produit des deux numéros portés par les deux boules tirées est 10 ».

Partie B- On tire au hasard une boule de I'urne U et une boule de I'urne V. On compte la somme S des

numéros portes par les boules tirées.
1. Donner les cing valeurs possibles de S.

2. Verifier que la probabilité d'avoir (S = 3) est égale ag .

3. Déterminer la probabilité de chacune des quatre autres valeurs de S.
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Exercice 5 - (5 points)

L'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;
A(-2,0,1),B(1, 2,-1) et C(-2, 2, 2).

N
I, ], K),onconsidére les points

1. a) Calculer le produit vectoriel ABAAC ;
b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x—y+2z+2=0.

2. Calculer I’aire du triangle ABC et le volume du tétracdre OABC.

3. Soit Py et P2 les plans d’équations respectives X +y—3z+3=0 et x—2y+6z=0.
Montrer que P1 et P2 sont sécants selon une droite (D) dont une représentation paramétrique est

X=-2
y=-1+3t ,tekR.
z=t

4. Soit (Ft) I’ensemble des points M dont les coordonnées (X, y, z) vérifient
X2 +y®+2° +4x+2(1-3t)y—2tz+10t* -6t -4 =0.
a) Montrer que pour tout t réel, (I',) est une sphere de rayon 3 et de centre I, situé sur la droite

(D).
b) Montrer qu’il existe deux sphéres (Ftl) et (th) tangentes au plan (ABC).

c) Donner les coordonnées des points J, et J, d’intersection du plan (ABC) et des spheres
respectivement (I, ) et (T, ).
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Corrigé
Exercice 1
1.b
En effet :

d’apres le graphique, on remarque que la courbe de f sur les intervalles [-3,-1] , [-1,—1] et
[1,3] est laméme donc f est périodique de période de période 2.

2. a
En effet :
f(mnsj:f[zxum6+1j:f@DO6+1J:f(Ej:_1
2 2 2 2
3.¢C
En effet :

. : 1 : - :
La droite d’équation y = > coupe la courbe représentative de la restriction sur I’intervalle [1, 3] en
. . 1 . .
deux points donc I’é¢quation f(x)= 5 admet dans I’intervalle [1, 3] deux solutions . Comme est

périodique de période 2 alors le nombre de solutions de I’équation f (x) =% admet dans I’intervalle

[1, 3] est 2.

Exercice 2

Soit la suite (U, ) définie sur N par

1. Ona: U0=% donc 0< U, <1.

On suppose que, 0< U, <1 pour un certain entier naturel n, et on montre que 0< U, , <1.
e U ,>0donc3U,>0et1+2U,>0d'ou U, ,>0;
e U, , 1= 3U, -1= Y
1+2U, 1+2U,
Ainsi, 0<U,_, <1.
Par suite , pour tout entier naturel n, 0< U, <1.

n+l

L ot comme 0<U, <1alors U, <1

n+l *

Remarque :
3X

On pose , pour tout entier naturel n, U, , =f (U, ) avec f(x)= Too
+2X

,o0u O<x<1.

f est dérivable sur 10,1 et pour tout x de ]0,1], f'(x)= 3 -0 donc f est strictement croissante

(1+2x)°
sur [0,1]. llensuit: 0<U, <1=f(0)<f(U,)<f(1)=0<U, , <1.

n+l
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2. a) Pour tout entier naturel n,
U —U - 3u, U :3Un—Un(1+2Un): Un(2—2Un):2Un(1—Un).
T 142u, T 1+2U, 1+2U, 1+2U,
b) On sait que pour tout entier natureln, U, >0 ,1-U_ >0 et 1+2U_ >0 donc U, ,-U, >0 donc

la suite (U, ) est croissante.

3. Soit (V,) lasuite définie sur N par: V, :12_UU“ :
1-U,
a) Pour tout entier naturel n, Vn+1=1_Un+1 _1+2y, 1-U, 1 71-U, =1V donc (V,) est
20, 6U  6U 3 |2u, ) 3
1+2U,

. g . 1
une suite géométrique de raison 3

b) Pour tout entier naturel n, V, =V, X(%) Lo V= lz_UUO

0
naturel n, V, :[1] :
3

D’autre part , pour tout entier naturel n,
1 1

nzl_U” <2UV,=1-U o U (2V,+])=1=U, = SU =—7—.
2U, 2V, +1 2(1) !
~ |+

c) Comme —1<%<1 alors lim (lj =0 donc lim 2(%) +1=1 donc limU, A =1.

n—+oo| 3 n—+0o n—+0

=1, il en résulte que pour tout entier

Exercice 3

f(X)= x+vx*+4x ,si x>0
f(x)= —x+Vx*-4x, si x<0-

Soit f la fonction définie sur R par

%
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé(O' i,

).
1. Pourtoutx>0,-x<0 et f( «/ =X +X’ +4x:f(x
Pour toutx<0,-x>0 et f(—x)= —x+,/ +4 —x+\/x —4x =f(x

Donc f est paire d’ou la dr01te des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe (C).

%
j
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_ f(x)-f(0) . x+Jx*+4x VX +4x . X2 +4x
2. a) lim = lim =liml+ —=liml+ —
x->0" X x->0" X x->0° X 20" xyx% +4x
X+4
= 400

=liml+ ——
0 X? 4+ 4x
Donc fn’est pas dérivable a droite en 0 et la courbe (C) admet une demi tangente verticale dirigée

vers le haut a droit au point d’abscisse 0.

b) lim f(x) = lim X ++/x% +4x =+
- =0 donc la droite (D)

et lim f(xX)—(2x+2)= lim ¥x?+4x —x—2= lim
( ) x40 X2 +4X + X+ 2

X—>+00 X—>+00

d’équation y = 2x + 2 est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de + .

2X+4 X+2
3. Pourtoutx >0, f'(x)=1+ =1+ >0.
) 20X 44X VX% +4x
0 + o0
+

N
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Exercice 4 -
Une urne U contient quatre boules numérotées 1, trois boules numérotées 2 et une boule numérotée 5.
Une autre urne V contient trois boules numérotées 1 et cing boules numérotées 2.

Partie A- On tire simultanément et au hasard deux boules de lI'urne U.
E : « les deux boules tirées portent le méme numéro »

C2+C2 643 9 CixCl 3

R D PR = ==

E — -
PE) C2 28 28 cz 28

Partie B- On tire au hasard une boule de I'urne U et une boule de I'urne V. On compte la somme S des
numéros portés par les boules tirées.
1. Les cing valeurs possibles de Ssont : 2, 3,4, 6 et 7. VVoir tableau ci-dessous :

+ |1 1 1 2 2 2 2 2
1 2 2 2 3 3 3 3 3
1 2 2 2 3 3 3 3 3
1 2 2 2 3 3 3 3 3
1 2 2 2 3 3 3 3 3
2 3 3 3 4 4 4 4 4
2 3 3 3 4 4 4 4 4
2 3 3 3 4 4 4 4 4
5 |6 6 6 7 7 7 7 7
29
2. p(S=3)= —
P 64
12 3 15 3 5
3. S=2)= —=— :p(S5=4)= — : p(S=6) =— p(S=7)= —
p(S=2) 116 p(S=4) a1 p(S=6) ) p(S=7) 51
Exercice 5 -
77
L'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; 1, j , K), on considére les points

A(-2,0,1), B(1, 2, -1) et C(-2, 2, 2).

3 0 6
1. a) Calculer le produit vectoriel AB| 2 |et AC|2|donc ABAAC|-3|;
-2 1 6
b) ABAAC est un vecteur normal au plan (ABC) donc (ABC) : 6x — 3y + 6z +d =0, o1 d est un

réel.
OrA(-2,0, 1) € (ABC) < -12+0+6+d=0<d=6.
Donc une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x —y+2z+2=0.
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2. L’aire du triangle ABC est A = %HEAEH = %\/36+9+3 = %\/8_ =§ et le volume du tétraédre

OABC est 1‘(EAATC’).,TO‘ :1|12+0+6| _
6 6

3. SOitP1: x+y—-3z+3=0 etP,: x—-2y+6z=0.

X=-2
X+y—-3z2+3=0 3y-9z+3=0 X=-2
= = &qy=-1+3t, teR
X—2y+6z2=0 3X+6=0 y=-1+3z
Donc les plans P1 et P2 sont sécants selon une droite (D) dont une représentation paramétrique est
X=-2
y=-1+3t ,teR.
z=t

4. Soit (T, ) I’ensemble des points M dont les coordonnées (X, y, z) vérifient
X2 +y?+2° +4x+2(1-3t)y -2tz +10t* -6t -4 =0.

a) Montrer que pour tout t réel,
X +y?+2° +4x+2(1-3t)y -2tz +10t* -6t -4 =0
& (x+2) —4+[y+(1-3t)] ~(1-3t) +(z—t)" ~t* +10t* ~6t -4 =0
o (x+2) +[y+(1-3t)] +(z—t)" ~4-1+6t-9t> —t>+10t* ~6t—4=0
o (x+2) +[y+(1-3t)] +(z—-t)" =9
Donc (T',) est une sphere de rayon 3 et de centre 1 (-2,-1+3t,t) situé sur la droite (D).
b) (I',) esttangente au plan (ABC)

g TATLSR2002 o VY -9 18 ou t—-10
Ja+i+4 3 - - -
Donc les sphéres (I';) et (I'_,,) sont tangentes au plan (ABC).

2

< d(1,,(ABC))=

c) Soit {J,} =T;"(ABC) et A, la perpendiculaire au plan (ABC) passant par |_;(-2,23,8),
ona: A, N(ABC)={J}.

2 2
u| —1| est un vecteur normal & (ABC) donc u| —1| est un vecteur directeur de A,
2 2
X=-2+2a

Donc A, :{ y=23-0a ,aeR dou J,(-2+20,23-0a,8+2a).
Z=8+2a
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Jl(—2+2a,23—a,8+2a)e (ABC) & 2(—2+2a)—(23—a)+2(8+2a)+3:0
c>90c—8=0<:>0c:g

Par suite : Jl(—g@S—G)
9 9 9
Soit {J,} =T"_,, "(ABC) et A, la perpendiculaire au plan (ABC) passant par
l,o(-2,-31,-10),0na: A, "(ABC)={J,}.

2 2
u| —1| est un vecteur normal a (ABC) donc u| —1| estun vecteur directeur de A,
2 2
X=-2+2f
Donc A,:4 y=-31-B ,BeR dou J,(-2+2p,-31-B,-10+2B).
z=-10+2f

J,(—2+2B,-31-B,~10+2B) e (ABC) < 2(~2+2B) - (-31-B)+2(~10+28)+3=0

@9B+10=0@B:—%
Par suite : Jz(—ﬁ,—@,—@j.
9 9 9
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