Produit scalaire dans le plan Série 3 M Math

Définition : Soit O un point du plan etu etv deux vecteurs. On désigne par A et B les points tels que
u=04 etv=0B.
On appelle produit scalaire de u etv etonnote u.v , le réel ainsi défini :

* 4.v =0OAOB.cosAOB ,siu etv sontnon nuls.
* u.v =0 ,siu ouv estnul.

Conséquence : pour tout vecteur u , u .u =Hu et on Lappelle carré scalaire de u .
Propriétés : pour tous vecteursu,v etw ona:

- = - - - =2 -2 -2 - =
*uy =vu *Hu—v =HuH +HVH —2uy

*aqu v=a uy

% — -2 -2 112 - -
Hu +v =HuH +HVH +2uy

u. ay =a.uy

(i) (7)) =ap(av)

- - - —

—

*I/l(V +W)=M.V +uw

— —_—

Vecteurs orthogonaux :
Définition : deux vecteursu etv sont dit orthogonaux si leurs produit scalaire est nulet on noteu 1v .

Conséquence : deux droites sont perpendiculaires, si et seulement si le produit scalaire de leurs vecteurs
directeurs est nul.

Produit scalaire et projection orthogonale :
Propriété : Soit u etv deux vecteurs non nulset O, A et B des points telsqueu =OA etv =OB ; Si H est
le projeté orthogonal de B sur (OA) ,alors

S — OAOH si OA et OH sont colinéaires et de meme sens.
uy =0OAOH = .

—0OA OH si OA et OH sont colinéaires et de sens contraire.
Vecteurs colinéaires :
Propriété : pour tout vecteurs u etv ona:
* ‘I; v ‘ < HL: M\j H (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
* ‘I; v ‘ = HII M\j , si et seulement siu etv sont colinéaires.
Expression analytiques du produit scalaire dans un repére orthonormé :
> Base orthonormée : Soient i et j deux vecteurs non nuls du plan ; On dit que (zT ) ;) est une base

orthonormée du plan si et seulement si H ;H = H IH =letiLlj.

> Théoréme : Soientu etv deux vecteurs du plan . Dans une base orthonormée , si

- ~(x' -
u[ J etv( ,J alors uy =xx'+y.y’
Y Y

, o —~(x ~(x'
» Conséquence : Dans une base orthonormée , u( j et v [ J alorson a:

y y
HZIHZ»\/)C2+)/2 culy o xx'+y.y'=0.
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Distance d’un point a une droite :
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,?,?) J(A):ax +by +¢ =0 ; (a,b)#(0,0) . La distance du point

A(x,,y,) dladroite (A) est

Aire d’un triangle :
Soit ABC un triangle , on pose BC =a ; AC=b ; AB=c. S désigne [aire du triangle ABC , ona:

Loi du sinus :
» Soit ABC un triangle , , on pose BC =a ; AC=b ; AB=c, ona:

» S désigne [aire du triangle ABC et R désigne le rayon de son cercle circonscrit, on :

KA KKK

Exercice N° 01 :
Dire si les qﬁirmations suivantes est vraie ou fausse et justifier votre réponse.

1- i u etv sont colinéaires alors uy —H H H H

2- Siuy =0 alorsu=0 ouv =0
3- Siuy =uw alorsv =w
Exercice N° 02 ;
3 -1

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0,17,7), soit A (-2,1); B (E ?J C (3,2)

Calculer de deux fagons AB.AC et en déduire une valeur approchée en degrés de Cangle B AC |
Exercice N° 03 :

1- Déterminer les réels o pour que les vecteursu etv soient orthogonaux :

oA el
9 ) )

e et

2- Soient u etv deux vecteurs du plan tel que HJH =2 =4 et ($)=%+2k7r keZ
Déterminer le réel S tel que :
@i -24v) -
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b) (J+ﬂ\7)(\7+,&7)=0

Exercice N° 04 ;

Soit 4 et B deux points du plan tel que AB =4

1- Placer sur la droite (AB) le point H tel que AB.BH =3

2- En déduire (ensemble des points M du plan tels que AB.BM =3

3- Déterminer lensemble des points M du plan dans chacun des cas suivants :
a) MA* —~MB* =5

b) MA> + MB*> =2

c)2MA*> —MB* =—1

Exercice N° 05 :

Soit | le miliew d’un segment [AC |, J celui d’un segment [BD].

1- Montrerque AB*+AD’*+CD*+CB*=AC*+BD*+4lJ*

2- Enoncer le tésultat géométrique qu’on en déduit en examinons le cas I =J .
Exercice N° 06 ;

Soit ABC un triangle équilatéral de coté a

1- Déterminer Lensemble A, des points M du plan tel que AB .AM =

2- Déterminer Lensemble A, des points M du plan tel que AC .AM =

SIEH STRE

3- Soit G =A,NA, ; Qu'est ce qu'il représente le point G pour le triangle ABC ?
Exercice N° 07 :
1- Démontrer en utilisant une (ou des ) formule(s) trigonométrique(s) adaptée(s) que :
(57 1
— |==(V2++6
Sm( 12] {2 +6)
2- On considere un triangle ABC tel que BC =4 ; B =

83 82

Montrer que AB = et AC =

VTN A

NG

etC =2,
3

Exercice N° 08:

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O,f,f) d’unité 1em , dans ce repére on donne les points
~(-2 ~(1
A(2,2);B(-3,-1) et C(6,4), ainsi que les vecteurs u ( ; ] et v [J On appelle (A) la droite passant par

A et de vecteur directeur u , et (A') la droite passant par B et de vecteur normal v .
1- a) Déterminer les coordonnées des vecteurs CA et CB .
b) Montrer que le point C appartient d [a droite (A).
c) Montrer que le point C appartient d la droite (A').
2-Onnote a=ACB |
a) Calculer cos()
b) En déduire une valeur approchée de o a 107" prés (en degrés).
3- On note H le projeté orthogonal de A sur (BC).
a) Calculer CH puis AH .
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b) En déduire Laire du triangle ABC .
Exercice N° 09:

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0,17,7)

1- Démontrer que les coordonnées de u dans la base (17,7) sont u.i etu.j.

2- Soit Elzﬂf+§f : 22:—§7+ﬂ7 etu =-2i +3j
5 5 5 5

a) Vénfier que (ed1 e, ) est une base orthonormée du plan .
6) Calculer les coordonnées de u dans la base (eﬁ1 e, )

c) Soit A(-1,2)et (2,3) dans le repere (O,f,j’) . Trouver les coordonnées de A dans le repére (Q,el ,ez) .
C

Exercice N° 10: £
Dans la figure ci-contre , ABCD est un caré de coté | ;M =A*D
et N =A *B .En utilisant un repére orthonormé convenablement
choisi , démontrer que (BM ) L(CN )

Exercice N° 11:

On considere un quadrilatére convexe ABCD et on appelle O le point 7 N B
d’intersection de ses diagonales .

démontrer que son aire est égale d : %XA C xBD xsinAOB

Exercice N° 12:

a+b +c

2
le demi-périmétre. Le but de cet exercice est dexprimer [aire S du triangle ABC en fonction de a ,b etc .

On considere un triangle quelconque ABC et on pose BC =a; AC =b et AB =c ; onnote p =

~ br+ct-d?
1- Prouverque cosAd =———

2bc
2- En déduire que sin’A = (a+b+c)(—a+b +Cz)(az—b +c)(a+b—c)
4bh° ¢
3- Montrer que S =\ p(p-a)(p-b)(p—c)

Exercice N° 13:
D'un point Q intérieur d un cercle (¢) de rayon R , on méne deux droites perpendiculaires qui rencontrent
lecercle (£)en A et A’ d'une parteten B et B' d'autre part. On note 1 le milieu du segment [A'B']
I s'agit de montrer que la médiane issue de Q dans le triangle Q A'B’ est hauteur du triangle Q4B
1- Faire une figure.
2-a) Démontrer QA4 .QA'=QB .QB’
b) Conclure
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