Coniques Clas¥adatis

|l. Parabole

I. D€finition

Soit D une droite et Fun point n'appartenantpasa i .
cette droite.

On appelle parabole de foyer F et de directrice D
l'ensemble des points M du plan tels que MF = MH ou |
H est le projeté orthogonal de M sur D. —

% La distance FK est appelée parametre de la parabole.

%

*

La droite (FK) est appelée axe de la parabole.

*,

% (FK) est l'axe de symétrie de la parabole.

X/
L X4

Le milieu S du segment [FK] est appelé sommet de la parabole.

Construction d'un point d'une parabole

Soit P une parabole de Foyer F et de directrice D.

% On Choisit un point H de la directrice D.

% On construit la perpendiculaire a D passant par H.

% On construit la médiatrice du segment [FH].

Ces deux droites se coupent en un point M de la parabole P.

Remarque

La parabole P de foyer F et de directrice D est l'ensemble des centres des cercles

tangents a D et passant par F.

2. Equation réduite d'une parabole

P est une parabole de sommet S et de foyer F. (S? ;) est un repere orthonormé et p un

réel strictement positif.

Equation réduite:
y? = 2px Equation réduite:
Directrice D: y' =—2px
x = — p Directrice: x = P N
2 2
Foyer F[B R 0] Foyer F[ g B 0] .
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Equation réduite: k}

B . g K D

x? = 2py Equation réduite:
Directrice D : x’ = —2py S -
i

-_2 Directrice D : y = p
2 2 F
Foyer F [0, g] K D Foyer F [0, — g]

Exercice |
On donne la parabole P d'équation réduite y = 2x° dans un repere orthonormé (O,Z })

Déterminer le parametre p, le foyer F et la directrice D de cette parabole.
Solutions

1 1 1
=2 o xX ==—y=2py = 2p == donc ==
y 23’ py p 2 p 4

L'axe des ordonnées est l'axe focal de P donc son foyer F admet pour coordonnées [Oé et

sa directrice admet pour équation y = —é.

3. Tangente a une parabole
Soit (O,f, ;) un repere orthonormé du plan et p un réel strictement positif. On a les

résultats résumeés dans le tableau suivant:

Equation réduite de la Equation de la tangente a
parabole P P au point M (x,,y,)
y? = 2px wo = p(x+ x,)
y’ = —2px Wo = —p(x + x,)
x° = 2py xx, = p(y+,)
x° = —2py xx, = —p(y+ )

Exercice 2

Soit P la parabole d'équation réduite y* = 8x, dans un repére orthonormé (O,?, })

1) a) Verifier que le point A(I, 2x/§) est un point de la parabole P

b) Donner une équation de la tangente T & la parabole P en A.

2) Deéterminer les tangentes eventuelles a P menées du point B (0, 2).

Solutions
1) a) (2\/5)2 =8x1 donc A est un point de la parabole P.

b) ¥ =8x=2px=2p=8=>p=4
T admet pour équation yy, = p(x +x,) olt x, =1 et y, = 2J2

Ce qui donne 22y = 4(x + 1) ou encore y =2 (x + 1)
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2) Soit M (a,b) un point de la parabole P ou la tangente T en ce point passe

par le point B.
On sait que T admet pour équation yb= p(x+a)=4(x+a)

B(0,2)€T<:>2b:4a<:>b:2a

En plus M(a,b) € P < b® = 8a d'ol le systeme suivant {bz s
= 8a

qui admet pour solutions

(0,0) et (2,4)
La tangente au point M(a,b) admet pour équation yb = 4(x+ a)

* Tangente au point O admet pour équation x =0 (C'est la tangente au sommet)

» Tangente au point M(2,4) admet pour équation y = x + 2

Il. Hyperbole

Soit D une droite, F un point n'appartenant pas a cette droite et un réel e>1.
On appelle hyperbole de foyer F, de directrice D et d'excentricité e, l'ensemble des

points M du plan tels que % = ¢ out H est le projeté orthogonal de M sur D.

Soit (H) une hyperbole de foyer F, de directrice D et d'excentricité e et K le projeté
orthogonal de F sur D
% La droite (FK) est appelée axe focal de l'hyperbole
% (H) rencontre l'axe focal en deux points S et S' appelés sommets de cette hyperbole.
S barycentre des points ponderés (F,1) et (K,-e) \]
S’ barycentre des points ponderés (F,1) et (K,e)
s Le milieu O du segment [SS'] est un centre
de symétrie de I'hyperbole (H).
s L'hyperbole (H) admet deux axes de symétrie
qui sont l'axe focal (FK) et la perpendiculaire

a (FK) en O (axe non focal).

F s’ 0 Q
s Le symétrique du foyer F par rapport a O
est un deuxieme foyer pour l'hyperbole (H).
% La droite D' symétrique de la directrice D
par rapport & O est une deuxieme directrice :

de l'hyperbole (H), c'est la directrice D ;’D

associée au foyer F', alors que D

c'est la directrice associée au foyer F.
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Construction d'un point d'une hyperbole de foyer F, de directrice D

et d'excentricité e
* On construit le point S barycentre
des points pondeérées (F,1) et (K,e)
ot K le projeté orthogonal de F sur D.

* On trace le cercle (C) de centre S passant par F.

* On choisit un point B sur le cercle (C) autre que F.

* On trace la droite (FB) qui coupe la directrice D en un point I.

* On construit la parallele a (BS) passant par F. Cette droite coupe (IS)

en un point M de l'hyperbole.

Soient (OFT) un repere orthonormé du plan et (H) une hyperbole de foyer F, de

directrice D, d'excentricité e, de centre O et de sommets S et S'.

2 2

Equation: — — Y =7 avec a >0 et b >0

a®? b’

~

N

+

.I.I

[
\

S(0,b);S8'(0,-b)

Tangente au point M(x,,y,)

X% L W —

a’ 62

—2 —-=0 =7
a’ b’
2 2
Equation: = —; +y—2 =1 avec a >0 et b>0
a b
F(O,C) ; F’(O, —c) quec ¢ =Na® + b’
T T >

\/
]

\
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y-_t, |Les asymptotes| ,_5,
¢ |d'une hyperbole @
e _1!- e
FS Kk F
D’ D

Exercice

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O,f, })

Soit (H) l'ensemble des points M(x,y) tels que: x* —3y” — 36 =0
1) Montrer que (H) est une hyperbole.

2) Déterminer les coordonnées de ses sommets et de ses foyers

3) Donner les équations de ses asymptotes.

Solutions

Donc (H) est une hyperbole.
2) Les sommets de (H) sont les points S (6, 0) et S’(—6, 0).

Les foyers de (H) sont les points F(3\/g, 0) et F'(—S\/E, 0)

Car V62 + 3% =45 = 35

: . 1
3) Les asymptotes sont les droites d'équations y = —x et y = 3 X.

Toute hyperbole rapportée a ses asymptotes admet une équation de la forme xy = k ou k est un

réel non nul.

oY
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Exemple
Considérons l'hyperbole (H) de l'exercice précédent qui admet pour équation
x” —4y® - 36 = 0 dans un repere orthonormé R= (O,Z, })

Ses asymptotes A, :x -2y =0 et A,:x+2y =0

2
1 jest un vecteur directeur de A,

2 —
u, (IJ est un vecteur directeur de A\, et u, [

Considérons le nouveau repere R'= (OZLZ)

Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans le repere R et (X,Y) dans le repere R'.
OM =xi +yj
= Xu, + Yu, = X (2 + j) + Y (-2i + j) = (2X - 2¥)i + (X +Y) ]
Donc x=2X-2Y et y=X+Y
MO(H) = 2 -4y’ =36 - (2X -2Y) -4(X +Y)" =36

@,4%(2(—8XY+,4/Y5—,M(2(—8XY—,4/Y{:36«:XY:—§

lll. Ellipse

I. Définition et conséquences

Soit D une droite, F un point n'appartenant pas a cette droite et un réel e tel que
o<e<1.

On appelle ellipse de foyer F, de directrice D et d'excentricité e, l'ensemble des
points M du plan tels que % = ¢ ou H est le projeté orthogonal de M sur D.

Soit (E) une ellipse de foyer F, de directrice D et d'excentricite e

et K le projeté orthogonal de F sur D

¢ La droite (FK) est appelée axe focal de l'ellipse.

% (E) rencontre l'axe focal en deux points S et S' appelés sommets principaux de cette
ellipse.
S barycentre des points pondeéres (F,1) et (K,e)
S’ barycentre des points ponderés (F,1) et (K,-e)

% Le milieu O du segment [SS'] est un centre de symétrie de l'ellipse (E).

s l'ellipse (E) admet deux axes de symétrie qui sont l'axe focal (FK) et la perpendiculaire

a (FK) en O (axe non focal).
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s Le symétrique du foyer F par rapport a O est un deuxiéme foyer pour l'ellipse (E).

s La droite D' symétrique de la directrice D par rapport a O est une deuxieme directrice
de l'ellipse (E), c'est la directrice associée au foyer F', alors que D c'est la directrice
associée au foyer F.

s l'ellipse (E) coupe l'axe non focal en deux points appelés sommets secondaires de cette

ellipse.

Construction d'un point d'une ellipse de foyer F, de directrice D et d'excentricité e
Méme construction que dans le cas d'une hyperbole.

2. Equations et coordonnées
Soient (O,T,T) un repere orthonormé du plan et (H) une hyperbole de foyer F, de

directrice D, d'excentricité e, de centre O et de sommets S et S'.

2 2

Y

Equation: ? + ? =
avec a > b >0
F (c, 0) ;B (—c, 0)

avec C = \/a2 _b2

2
a c
D:x=—;e=—
c a

S ,0 ,'S/ - :0
(a,0) ( a ) Tangente au point M(x,,y,)

ax, W _
a’ b?
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2 2

y
b2
avec b >a >0

F(0,¢) ; F'(0,~c)

Avec ¢ = \]b2 -a’

D: = 2. —C
Ty = . e = b
S(0,b):8'(0,-b)

XXo L Yo _
a? b

Equation: — + =~ = 1
a

Tangente au point M(x,,y,)

lll. Equation non réduite d’'une conique

Dans le plan muni d'un repére orthonorme (0,?, }), on désigne par G l'ensemble des

points M(x, y) du plan tels que : Ax* + By’ +Cx+Dy+E =0, oit A, B, C, D et E sont des

reels.

&G est une parabole ou la réunion de deux droites paralleles ou une droite ou le vide si

AB =0

& est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes si AB < 0

& est une ellipse ou un cercle ou un singleton ou le vide si AB >0
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