Rappels

CH 2 — Analyse : Continuité et fimites

gime mﬁs Octobre 2009
A. LAATAOUI
Continuité et limite en réel
Activités pages 6 et 7
Opérations sur les limites :
Limite d’'une somme
Si f apour limite Vi 01 0 | o0 | —0 400
Si g a pour limite 0" | 40 | —0 | 40 | —0 —0
Alors f+gapourlimite| /4 /' | 400 | —0 | 400 | —0 | FOrme indéterminée
Limite d’'un produit
Si fapour limite Vi 1#0 400 QU —o0 0
Si g a pour limite YA +00 OU —00 +00 OU —00 +00 OU —00
400 OU —00 400 OU —00

Alors f'x ga pourlimite | px '

Suivant les signes | Suivant les signes

Forme indéterminée

Limite d’un inverse

0 0
Si g a pour limite £'#0 400 OU —00
Par valeurs supérieures | Par valeurs inférieures
1 . 1
Alors — a pour limite| — 400 —o 0
g a
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Limite d’'un quotient

Si fa
+00 OU
pour )4 Y4 £#0 0 +00 OU —o0 +00 OU —o0
—00
limite
0 par valeurs 0 par valeurs
' supérieures supérieures
Siga +00
pour £'#0| ou ou 0 ou 0'#0 +00 OU —o0
limite —0
0 par valeurs 0 par valeurs
inférieures inférieures
f +00 OU
Alors —a 400 OU —00 400 OU —00
g 1 0 Forme - Forme
I Suivant les indé g Suivant les ] indé iné
pour 14 ' indéterminée ' Suivant indéterminée
o signes signes .
limite les signes

Régles opératoires

La limite en +o0 ou en —oo d’une fonction polynéme est égale a la limite de son terme de plus haut

degré.

La limite en +o0 ou en —oo d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient de ses termes de

plus haut degré.

Activités 7 page 8.

Exercice :

Calculer les limites éventuelles suivantes :

. 2x° +x-6 . 3—4/x+8 V2xT —x+1
lim ; lim ; _—
X

2 3x% —5x4+2 " xol

; lim V4x" —x+1-2x.

[x]—>+o0

lim

x—1 X—>+0
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Branches infinies

Asymptote horizontale :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [ a; + oo [ ol a est un réel et L un réel donné .

Si lim f(x) =L alors la droite d’équation y = L est asymptote horizontale

X+

ala courbe Cf en+ 0.

Asymptote verticale :

Soit f une fonction .
= Si« f(x)est aussi grand que I'on veut dés que x est assez proche de a » ,

alors on dit que f a pour limite + oena.
On note :

Xliglaf(x)=+oo
On définit de la méme fagon x"@a f(x)=—o

= Ondit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale
a la courbe Cf.

Asymptote obligue :

Soita(a#0)etb deuxréels et C la courbe représentant une fonction f dans un
repeére.

Dire que la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a Cen +
( respectivement en — oo ) revient a dire que :

« Jim _(f(x)=(ax+b))=0

(respectivement  lim  (f(x)-(ax+b))=0)

x> +2x—2

Ex_: Montrer que la courbe représentative de la fonction f: x — x

Etudier les positions de Ct et A.

admet en * oo une asymptote A..
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Branches paraboliques :

Si . gn}w f(x)=xwet . gnkoo f(—;) ==+ oo alors #radmet une branche parabolique de direction (Oy).

(type x°).
Si_ i fix)y=xwet_ i @=0al rs # radmet une branche paraboli de direction (O
x x A, ors # radmet une che p olique de direction (Ox).

(type \/x).
Si_ li fix)y=xwet_ i ) _ a a:# 0 alors deux cas peuvent se présenter selon _ i f(x) — ax
X $n§:oo X $n%oo X ’ p p X $n%oo ’

* Si X gnkoo f(x) — ax = b alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a C en + .

*Si_ i f(x) — ax = + oo alors ~ radmet une branche parabolique de direction la droite d’équation
x %00 P q q

y = ax en oo,

Activité 3 page 10 : Exercices 7, 10, 11 et 12 pages 24 et 25.

Continuité et imite d une fonction composée

Définition

Soit f* une fonction définie sur un ensemble | et g une fonction définie sur ensemble J tel que f (1)< J.
La fonction notée go 1, définie sur |l par go f(x)= g[f(x)] , est appelée fonction composée de f et g.
Exemple :

f(x)=3x+7 et g(y)=)".

Théoréme :

Soit f/ une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant un réel a et g une fonction définie sur

un intervalle ouvert J contenant le réel f(a).

Si f estcontinue en a et g est continue en f(a), alors go f est continue en a.
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Conséquence :

f est continue sur [

Si < gest continue surJ alors go f est continue surl.

fhHcd

Activité page 12.

Théoreme :
Soit f et g deux fonctions. Soit a,b et ¢ finis ou infinis.
Si lim f(x)=b et lin[}g(x) =c alors limgo f(x)=c.

Activités 1 page 12, 2 et 3 page 13.

Exercice n°1 :
La fonction f a pour tableau de variation :

X —00 -1 0 +00

f(x) 0 +00
o N _OO ~a

—00

Donner en utilisant ce tableau les limites suivantes :

. . 1 . 1 . 1 . -1 .
)}ggof(«/;) ; }Lﬂf(_”;j ; }Lnlf(_“;j ; )}g?f(;j ; }ilﬂf(fﬂj ; Xll(l}?y

. x+1 . . 1
lim ; lim ; lim .
st \ 2x—1) o+ f(x)+3 =0 f(x)+3

Exercice n°2 :

1. Soit f(x):E[3xz_3J

2x° +1

Déterminer lim £, lim f et lim f .
+0 1 0

3tan’ x —2tan x +5

2. Soit g(x)= -
l1+tan” x

Déterminer lim g.

5

; lim

1
f(x)  xoee

2—x
S QJ;
2+x
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Limites et ordre

Théoréme :
Soit /', g et h trois fonctions définies sur un intervalle | sauf peut étre en un réel a del.

Soit deux réels ¢ et ¢'.

Si f(x) < g(x) pour tout er:‘ et si lignfzﬁ et liingzﬁ' ,alors /<",
Si h(x) < f(x) < g(x) pour tout er:‘ et si lignhzligngzﬁ, alors lignfzﬁ.
Si f(x) > g(x) pour tout er:‘ et si ligng=+oo, alors 1i5nf=+oo.

Si f(x) < g(x) pour tout er:‘ et si ligngz—oo, alors liinfz—oo.

Ces résultats restent aussi valables lorsqu’on remplace a par fo ou par ¢” ou a .

Activités 3 et 4 page 15.

Image 4’un intervalle par une fonction continue

Activité 1 page 15.

Théoréme :
L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires :

i
£15)
Soit f une fonction définie et continue £(6)
sur un intervalle I.
K P
Soient ael et bel.
Fla) Fla)
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), . :
a C b a c b
il existe au moins un réel c compris entre aetb f n'est pas f est
stricterment stricternant
tel que f(c)=k rrohotone tnonotone

On peut aussi I'exprimer sous la forme :

L’équation f(x) =k aau moins une solution c comprise entre a et b.

En particulier, si f(a)x f(b) < 0alors I'’équation f(x)=0admet au moins une solution dans ]a,b[ .
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Side plus 1 est strictement monotone sur |, alors ¢ est unique.

Activité 4 page 16.

Conséquence :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Si /' ne s’annule en aucun point de | alors elle garde un signe constant sur .
Exercice :

Etudier le signe de f(x) =+/x> —4x +3x sur son domaine de définition.

Image d’un intervalle fermé borné par une fonction continue :

Activité 1 page 18.

Théoreme :
Si f est continue sur [a,b] alors f([a,b])=[m,M]
Ou m est le minimum de f sur [a,b] et M est le maximum de f sur [a,b].

Cas des fonctions monotones :

Théoreme :

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,5[ ( b fini ou infini ).
Si f est croissante et majorée alors f possede une limite finie en b.
Si f est croissante et non majorée alors f tend vers +o enb.

* Soit f* une fonction définie sur un intervalle de type [a,5[ ( b fini ou infini ) .
Si f est décroissante et minorée alors f possede une limite finieenb.

Si f est décroissante et non minorée alors f tend vers —o enb.

Théoréme :

L'image d’un intervalle | par une fonction continue et monotone sur | est un intervalle de méme nature.

7 | Continuité et limites. 4¢me Maths 09 - 10.

=

. ABevoir.tn
Toutes bes mati 0% el mivEaux...



http://www.espacemaths.com
http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

Exemples :

Intervalle | | / est strictement croissante sur | | / est strictement décroissante sur |
1 =[a,b] f()=[1(a), f(b)] f)=[1®). f(a)]
1=[a.] (=] reatim £| (= im s, (@]
1=[a e £y =| feaytim 7| fy=Jim . f@ ]|
I =]a,b[ F() = Jli{n f,lim f[ f()= Jlim f.lim f[
Exercice :

Déterminer I'image de l'intervalle | par la fonction f dans chacun des cas ci-dessous :

1. f:x-x" -2x, I=]—oo,0].

2. f:xr—)%, I =1+ .
X

3. fixt>sinx, Iz}

Activité 2 page 20.

o,f[.
2
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