Mathématiques Devoir de synthése n°1 Durée : 3heures
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Mhamdi Abderrazek

EXERCICE N°1: 3pts

Pour chacune des questions suivantes une et une seule proposition
est exacte. Indiquer la lettre correspondante on ne demande aucune

Justification
1) Si 29,24, .........Z,_1 SONt les racines niéme de 1 alors :zyxzy X..X
Zp-1—

a) 1 b) (-1)" c) (-t

2) Si f est une fonction continue sur[0,2], dérivable sur ]0,2[ telle
que: f(0) = f(2)

a)f est constante sur[0,2] b) f s’annule sur [0,2] of'
s”annule sur]0,2[

et
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3) soit fune fonction dérivable sur IR telle que : f'(x) = ]
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soit g la fonction dérivable sur IR/{0} définie par : g(x)ZfG)
alors g'(x) =

1

)1, D) Za ©)

1+x2

-1
1+x2

4) La transformation complexe R du plan dans lui-méme qui a tout
point M d’affixe zon associe le point M’ d’affixe z' = —-iz+5+1i
alors R est une rotation de centre | et d’angle a avec :

a)as—g[Zn] etZ, =2 —3i b)as—g[Zn] etZ,=3-2i c)a=
§[2n] etZ,=2+3i

EXERCICE N°2: 3pts

Soit (U,) une suite positive, décroissante de limite nulle définie
sur IN.

Et soit (E,) la suite définie sur IN par :

E, =Y} (-DkU,=Uy,—U; +Uyp—.... +(-1)". U,
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1) Montrer que la suite (E,,) est décroissante et que (E;,,;) est
croissante

2) Montrer que Eypiq —E;pn <0

3) Déduire que (E,) est une suite convergente

2

Taes ¢ eI

4) Soit U la suite définie par U,

a) Montrer que U est décroissante et calculer sa limite

P _ 1 1
b) Vérifier que pour tout n€lIN ona: U, =3
. =" _
c) Montrer que lim,_,,——=0
_1_ =t " Al 1E .
d) Montrer que E, =st+t— o5 et déduire lim,_,,, E,

EXERCICE N°3: 3pts

Soit aun réel de I’intervalle [0,m] et E, 1’équation dans C :
E,. 22 —2e%z+e** +1=0.
1) Résoudre dans C I’équationkE,.
2) Le plan P est rapporté a un repere orthonormé direct (0,u,v ).
On considére les points [M,M'etM" d’affixes respectives
e, ie!*, e —i et e'* +i.
a) Montrer que I est le milieu du segment [M'M"] et que IM" =v.
b) Placer dans le plan P, les points I et M pour ae]o,g[ et
construire
les points M'etM".

3) a) Montrer que O est un point du cercle (C) de diametre [M'M"]
et que (OM) est la tangente a (C) en O.

b) Déterminer a €[0,m] pour que le triangle OM'M"” Soit isocele
en O.

EXERCICE N°4: 5pts

Dans le graphique ci-dessous on a tracé les courbes H et G
représentatives
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respectivement des fonctions h et g définies sur IR par :

1

h(x):mii et g(x):\/m

qui se coupent en un point A d’abscisse a = 0,78615

1) Donner le tableau de signe de : g(x) — h(x)

- - s = = - — 2 _ X
11) Soit fla fonction définie sur IR par : f(x)=Vv2+x Nvess

1) Calculer lim,, f et lim_, f

2) Montrer que la droite A:y=x—1 est une asymptote oblique a f
au v(+o0)

4) Montrer que :lim,,_. f(x) +2x=—c et interpréter le résultat
5) Montrer que fest dérivable sur IR et que : f'(x) = g(x)— h(x)

6) Dresser le tableau des variations de f
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7) On admet que la droite d’équation y = —2x coupe I'y la courbe def
au point d’abscisse g =-1,4 .Tracer Iy

V():l

our
n+l — g(Vn) p

111) Soit la suite (V,)définie sur IN par : {V
n e€liIN

On a tracé la courbe (W) représentative de la fonction g’ dérivée de

g et la droite (D) d’équation y:%

1) Montrer que pour tout n€eINona: 0<V, <1
2) Montrer que (V,) est une suite décroissante

3) Montrer que (V,) est une suite convergente et calculer sa limite

4) a) Montrer que pour tout melIN on a : V, 4 < % V.,

n
b) Déduire que pour tout n€lIN on a : V, < (i)

c) Retrouver la limite de (V,)
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EXERCICE N°5: 6pts

Dans l”annexe ci-joint, on considere le triangle ABC rectangle en
C tel que (CA,CB) EE[ZT[] et les deux triangles ACD et ABE isocéles
et rectangles enA.

On désigne parl,Jet K les milieux respectifs de[CD], [AC] et [AD].
Soit fune isométrie qui envoie AsurDet Csur A

1. On suppose que f fixe un point
a) Montrer que f est une rotation
b) Donner les éléments caractéristiques de f
c) Construire le point F = f(B)
d) Montrer que les points A4, Cet F sont alignés
2. Soit R la rotation de centre Aet d’angle g etg=TFToR
a) Déterminer g(E) puis caractériser g
b) En déduire que AEFD est un parallélogramme
3. On suppose que T est sans point fixe
a) Montrer que f est une symétrie glissante
b) Déterminer les éléments caractéristiques de f

Symétrie glissante De vecteur JK et d’axe (JK) et h= @°¢1!
a) Quelle est la nature de h

b) Déterminer h(D) eth(A) ; caractériser alors h
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CORRECTION DU DEVOIR DE SYNTHESE N°1:

EXERCICE N°1 :

.2km

Dz"=1 oz, =e"n avec ke{0l1;.............n—1}

. L2T 4T 2(n-1)m 2m(142+-..+n-1)
Alors zoxz; %X ..xz,_;=e%xen xen x.........xe" n =g n

(n—1)n
27T

-1 ; 2 .

or 1+2+-..+n—1=" gjors 7y xz, % .. xz,_, =€ = =D =

(ein)n_l — (_1)n—1
La réponse est C

2) f est une fonction continue sur[0,2], dérivable sur ]0,2[ et
f(0) = f(2) .D”aprés le théoréme de Rolle il existe au moins
un réel c tel que f'(c)=0
La réponse est C

Dg@=0)r0)=-21=4

x x 22 14+L  1+x2
")

La réponse est C
4)z =—iz+5+i ona : |-i|=1 et arg(—i)E—%[Zn] alors R est
une rotation d’angle as—g[Zn] et de centre 1 tel que :
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=3-2i

La réponse est b
EXERCICE N°2:

2n+2 2n

DEyuiny = Ban = ) (“DFUp = Y (DK U = (~1)M2 Upyy + (—17 Uy
k=0 k=0

=Uyp42 — Usnsr <0 car U est une suite décroissante
Alors (E,,) est décroissante

Ez(n+1)+1 - E2n+1
2n+3 2n+1

= ) DRV = ) (DR U = (1P Uy + (122 Uy
k=0 k=0

=Uyp42 — Usnez >0 car U est une suite décroissante
Alors (E,,,,) est décroissante

2) Egnsr — Ezn = SEEU=1)K. Uy — 2200 (1)K Uy = (=1)" 1 Uy gy = ~Uppyy < O
Car la suite U est positive

3) On a ; * (E,,) est décroissante et (E,,.;) est décroissante
* E2n+1 < EZn

*limy 0 Expyr — Exp = lim — Uzn+1 =0
n—-+oo
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Donc les suites (E,,) et (E,,+;) sont adjacentes et convergent
vers la méme limite et par suite (E,) est une suite convergente

4) a)SOIt f(x)_m on a : Un_m_f(n) la suite et
la fonction ont les mémes variations f est une fonction rationnelle
L ' _ —2(2x+4)
dérivable sur [0,+o[ f'(x)= —(x2+4x+3)2 <0 pour tout x € [0,+oo[
alors U est décroissante et lim U, lim ;—O
n—-+oo x—)+oox 2+4x+3
- L_L: n+3-n-1 — 2 —
b) ona - n+l1 n+3 (+1)M+3)  (n+1)(n+3) Un
_1\2n A
o) soit £, =5 im g, = lim £ = im L =0
n—-+oo n-+o 2n n-+oo 2n
(_1)2n+1 _ ) -1 _
et Ilm t2n+1 - I—I>+oo 2n+1 - nl—l>r-Poo 2n+1 =0

Donc lim £ =0

n—-+oo n

d) On a : E, =X (-Dk U, =(-1)° U, =U, zg et d’autre part

S S G DL G DL NN N N S ] FAtA i
On a : >t o2 " o3 —3213 3—1 353 la propriété est vraie pour
n=0
_1_ (D" ()" 1., pmt
Supposons que E, = 2+ — —3 et montrons que E, .4 = Z+ —3
(_1)n+1
n+4
On a: E,4q =
n+1 k k +1 n+1 _
TREA(=1)F Uy = Zioo(— DK Up + (—1)" Wy = By + (1) (o= )
S SO ok Vi G Vi nmrt ettt 1 G DL Gk Vi (pm*1  (-pn+?
2 n+2 n+3 n+2 n+4 2 n+2 n+2 n+3 n+4
_1\yn+1 _1q\n+1
1, ™ D CQFD
2 n+3 n+4

D’aprées le principe de récurrence on pour tout entier naturel n on :

—1)n —1)n n+2 _q\n+3
1,0 Dt CO™2 L D™ one lim E, %

E,=:> etona: E,= +
n+2 n+ n-+oo

EXERCICE N°3:

1) A= (—2ei‘")2 —4(e?™ +1)=—-4=(2{)> alors 2i est une racine carrée
deA

2 n+2 n+3

2e'%—2i i@ s 2e'%+2i id o s C(ia s . o
= = — ' = = =+ = — +
Zy 5 e [ y Zy 5 e i Sc=A{e i;e i}
VA 7z ia+-+ ix_; o
2)a) WAMn =L T =gl =z alors | est le milieu du segment
[MIMII]
Et on a : aff(IM”) =Zyn— z;=1= Zy alorsIM"' =v.
b)
2 M

Devoir de sy

N




€ iIR alors OM’M?” est un

aff(oMr el el®ii)(e 14 icosa
3)a) a;ff((m)) T ea Eei“—iige_i“H% ~ 1sina
triangle rectangle en 0 donc O appartient au cercle de diamétre
[M*M”7].
I le milieu de [M°M””] donc | est le centre du cercle alors [Ol]
est

aff(OM)_iel®, _ . _ .
WD) e i €ilR donc (OM) est

Un rayon du cercle et on a :
tangente au cercle

b) OM”M”” est isocele en 0 équivaut a (Ol) est la médiatrice de
[M’M’ ’]
aff(MiM17)

Signifie que )

€ilR & %eim@ei“em@ae{o,n}

; EXERCICE N°4:
1 D g(x)—h(x) <0 pourtout x € ]—o,a]
i g(x) — h(x) = 0 pour tout x € [a,+ oo

. . . 1
IDDIIM, o f = limy, 0 V2 + x2 — \/% =limy, 0oV2 + x2 — = +0 et
+x 1+1
x2
liM_g f = liMy,_oo V2 + x2 — \/% =limy, V2 + 22 + === + 0
—+1
x2

2) IImf(x) (x—1)= lim V2 +x2— limv2+x%2—x—

X—+00 X—+00

1
1
,;;?4-1
2

= lim —
X2+ o xZ4x ’

1
x2+

+1

+1=0 alors la droite A:y=x—1 est une

Asymptote oblique a f au v(+»)

3) lim,,_o f(x) +2x = IIm V2 +x2 — = lim Vv2+x2+2x+

X—m—% /x2+1
. 2 1
= lim —x —+1+2x+ = lim x ’—2+1+2 + = —o0
X——00 +1 X——00 X i+1
1’ 2 1’xz

4) x v~ 2+ x? est une fonction polynéme dérivable strictement

positive Sur IR donc x - +V2+x? est dérivable sur IR
x> 1+x? Et x~» x sont deux fonctions polynémes dérivables

2 X ; =
Sur IR et 1+x“>0 Alors x”m est dérivable sur IR
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Conclusion : fest dérivable sur IR

2
£ (x) = (2+x (x) N1+x2—(x). (\/1+x2) x 1+x2—m X 1+x2—x2

2V2+x2 T+x2 2+x2 2 Ver?
g(x) — h(x)
5)
X |—o0 a +00
f(x) - L +

I11)1) On a 0<Vy=1 <1 la proposition est vraie
Supposons que 0< I, <1 et montrons que 0< V,,; <1
Ona : 0< V¥, <1 et g est une fonction croissante sur IR d’aprés la

courbe représentative donc g(0) <g(V,) <g(1) alors 0< V,,; < \F <1
D’apres le principe de récurrence on a : pour tout ne€lIN :
o<V, <1
Val1—y/2+4vy,2 2
D) Vyey =V, = ( v ) — Va(1+vn?) <0

J24vZ _J2+vn2.(1+J2+vn2)
donc (V,,) est une suite décroissante

3) on a : (V,) est une suite décroissante minorée par 0 alors (V,)

converge

Ona: Vyyy=g9W) ; (4) converge vers L ; Le[01]
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et g est continue sur [01] alors g(L)=L ©L=LV1+12 oL(1-
1+72=0

©L=0ouyl1l+12=1 ©L=0
Donc (V,) converge vers zéro

est dérivable sur [0,1
4) a) On a : .Y 7 104]
lgr(x)| = 75 bourx €[0,1] donnée par la courbe de g/

v, € [0,1] et0 € [0,1]

D”apres les inégalités des accroissements finis on a :

|g(Vn)_g(O)| < \/—%lvn_ol < |Vn+1| S\/—%lvnl c>Vn+1 S_Vn

car V, >0 et V,,, >0
b) Principe de récurrence

n n
c)Ona:0< I < (%) et lim,_ o (%) =0 car %e]—l,l[

Alors (V,,) converge vers zéro

EXERCICE N°5:

Da)f fixe un point alors f est soit I’identité du plan soit une
rotation soit une symétrie orthogonale. On a f(A)=D # A donc f
n’est pas I’identité
du plan. Supposons que f est une symétrie orthogonale d’axe A

Sx(A) =D alors A L (AD) et S,(C) = A alors AL (AC) donc (AD) et (AC)
sont paralléles ceci est faux donc f n’est pas une symétrie
orthogonale alors
f est une rotation
b) f est une rotation .soit a son angle on a :

a = (AC,DA)[2n]

= (A—C),ﬁ) + [2m]
= -7[2]

Le centre de f est I’intersection des médiatrices des segments
[AD] et [AC]
Qui sont (KI)et(I]) donc 1 est le centre de f
c)construction du point F
d) f(B)=F et f(C) =A alors (AF) et (BC) sont perpendiculaires

et comme (AC) et (BC) sont perpendiculaires alors (AC) et (AF) sont
paralleles
donc A, F et C sont alignés

2)a)g(E) = f°R(E) = f(B) = E.
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Il

i

|

I G est la composée de deux déplacements donc g est un déplacement
| d’angle

H Dont une mesure B = —§+§[2n] = 0[2n] donc g est une translation et
1; comme

I g(E)=E Alors g =tz

I b) On a :g(4) = f°R(4) = f(A) = D donc tzz(4) =D alors EF = AD et par
H suite

- EFDA est un parallélogramme

H 3)a)T est sans point fixe lors f est soit une translation soit une
I symétrie glissante .Supposons que f est une translation de vecteur u
I alors t;(4) =D et t;(C) = A alors i =AD = CA ceci est impossible
! alors

H T est une symétrie glissante

}; b)f = t;°S, = S\°t; et # est un vecteur directeur de A

1; ona: fof =ty et f°f(C)=f(4) =D alors 2@ =CD alors @ =_CI

| de plus f(C)=A alors KeA et f(A)=D alors ]J€A doncA= (JK)

H Conclusion : f =t5°S(x)

- 4a) @ est un déplacement et | est un antidéplacement alors P~ est
i aussi un

I Antidéplacement donc h est un antidéplacement

I b)h(D) = @y~ (D) =@(A) =D et on a : h(4) =@ Y7 (4) =) =A
I h est un antidéplacement qui fixe deux points distincts alors h
H est une symétrie orthogonale = h= Sy,

|1

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

BON TRAVAIL

Devoir de synthése n°1 2013-2014 4éme maths Page 12

o5
(B o o2 3 o o o o o o o o o o o o o o o o o o 33 33 33 33 33 33 33 33 33 3 o a o
R e e e e e e e e e e e e & st e
- 4 y 'y 3




