CHAPITRE : SUITE REELLE

A. Demonstration par recurrence.
Méthode

Soit P une propriété dépendant d’un entier naturel n, et ny un entier naturel fixé.
Pour démontrer que P est vraie pour tout entier n = n, on procede en trois étapes.

1. Initialisation de la propriété : On vérifie que la propriété P est vraie pour
I’entier ny.

2. Caractere héréditaire de la propriété On démontre que si la propriété P est
vraie pour un entier n = n, (hypotheése de récurrence) alors elle est vraie

pour ’entier n + 1.
3. Conclusion On peut conclure, d’apres 1’axiome de récurrence, que la
propriété P est vraie pour tout entier n = n,.

B. Quelques rappels sur les suites
1. Définition d’une suite Une suite est une fonction définie sur I’ensemble N

des entiers naturels ou a partir du rang n, , ng € N.
2. Deux facons de définir une suite
> Par la donnée explicite de Un en fonction de n

Exemples

|
o U, = % définie a partir du rang 4.

o U, = f(n)avec f(n) =+vx + 3 définie sur N.On dit alors que U,est une
suite fonctionnelle.
» Par la donnée du premier terme et d’une relation de récurrence
Uy=1
Un+1 = 2Up =3
Remarque : cette suite récurrente est telle que pourtoutnde N, U,,; = f(U,) avec
f(x)=2x-3

Exemple : la suite (Uy,)nen avec f(n) = vx + 3 définie par {

(. Sens de variation d’une suite
1) Définition

Soit (Up)ney ufié suite définie sur N. On dit que (U,,)est
- croissante si pour tout n € N, U,,,4 = U,

- décroissante si pour tout n € N, U,,,; < Uy,

- monotone si elle est soit croissante soit décroissante

- constante si pour tout n € N,U,,,; = U,,.

Remarques

e on adaptera les définitions si la suite est définie a partir du rang n,
e lasuite (U,) définie sur par U,, = (—1)™ n’est pas monotone : elle prend
alternativement les valeurs +1 et - 1.
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Méthodes d’étude de lu monotonie d’une suite

e Pour déterminer le sens de variation d’une suite (U,,) définie a partir du rang n,
on peut utiliser I’une des méthodes suivantes en choisissant la mieux adaptée

e Montrer que , pour tout n = ny, la différence U,,,; — U,, garde le méme signe,
¢ventuellement a I’aide d’une démonstration par récurrence (en particulier pour les
suites du type U,,,1 = f(U,) dans le cas ou f est croissante sur un intervalle
contenant tous les termes U,

e Si lasuite est a termes strictement positifs, étudier la place du quotient % par
n

rapport a 1.

. . . U
e Lasuite (U,) est alors croissante si pour toutn = ng, ;H

n

> 1 ; décroissante si

0<dmt <

n

e pour les suites (fonctionnelles) du typeU,, = f(n), si f est monotone sur [ny; +oo[
alors la suite (U,,) est monotone et varie dans le méme sens que f (Attention :
condition suffisante mais pas nécessaire !)

D. Suite majorée, minorée, hornee.
1) Définitions

Une suite (U,,) définie a partir du rang n, est :

- majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n = ny,U, < M ;
- minorée s’il existe un réel m tel que pour tout n = ny,U, = m
- bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

e Une suite croissante est minorée par son premier terme.
e Une suite décroissante est majorée par son premier terme
2) Théoréme Pour les suites du type U, = f(n) si f est bornée sur [ngy; +oo[ alors
la suite (U,,) D’est aussi.
E. Convergence des suites monotones.

Théoréme

Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.

F. Suites adjacentes.

1) Définition Deux suites (U,,) et (V},) sont dites adjacentes si 1’une d’elles

est croissante, I’autre décroissante, et silim,,_, (U, — 1},) = 0.

2)

Thé Si deux suites (U,,) et (V;,) définies sur N sont adjacentes, (U,,) étant
éor

la suite croissante et (1},) la suite décroissante, alors :

eme - Pourtoutnde N, U, <V,

- Les suites (Uy) et (V},) convergent vers la méme limite L
- Pourtoutnde N ,U, <LV,

‘.
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Exemple classique : ces deux suites sont adjacentes et convergent verse

_ 1 1 1 _ on 1
Un—1+§+z+ ol Ai=17
_ 1 _ wn 1,1
V”_Un+n!_ i=1i!+n!

2,7182818

3) Théorémes d’existence de limite

Si une suite (Un) est croissante et majorée, alors elle converge. On ne

sait rien de sa limite. Si une suite (Un) est décroissante et minorée,

alors elle converge

4) Théorémes sur les limites

Compesée :

Soit f définie sur I. (V;,)est une suite dont tous les termes appartiennent a
I lim,oV,=b et si lim,,,f(x)=c alors,
limy e f(V) = ¢
5)  Suite Arithmétique et suite géométrique :
Type de fa suite | | Forme générale || Somme || Limites
Un+1=Un+r - TlX(TL+1) Sir=0
U, = Uy +nr Ui=(n+1)XUo+TXT limU, =r
. n-—-oo
it;t; N Upy=Us+@—qr i=0 Sir>0
ithmetique p=q lim U, = +oo
n—-oo
Sir<o0
lim U, = —0
n—-oo
Vi1 = qV Sig=1 Silgl <1
V, = q"V, n limg" =0
. _ _ n—-ow
Slrnte’t. V, =q""Y, Vi=n+1)xV, Silql =1
géométrique n> i=0 P
P Siq#1 lim q" = e
- 1— gt Sig<-1
vV, = —a XV La limite n’existe pas
4 - q
=0

Dans ce tableau:

» Lesréels r et q sont les raisons respectifs de (Uy,)nen €t (V) nen

» Lesréels U, etV, sont les premiers termes respectifs de (Uy)nen €t (V) nen
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6) Récurrence d’ordre 1

Soit (U,) une suite définie de manicre récurrente par:

Uo 1 . )
{Un+1 — £(U,) pourtoutn € N Il faut étudier le sens de variations de f. Si f

est croissante sur I, si f(I) c I, alors, la suite (U,)est monotone. Si de plus
I’équation f(x) = xadmet une solution dans I, alors c’est la limite

de la suit (Uy,)

F 3
X
¢
)
2 F-e--
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1
1
1
1
] : -
1
UEI U_‘L

7) Et pour finir :

Dans I’exemple ci dessus, on a tracé la courbe de f et la droite
d’équation = x . Ces deux courbes se coupent en un point d’abscisse inféricure
a 4. Si on prend u, sur (Ox), le point d’abscisse u, de G,a comme
ordonnée. U; = f(U,) On projette alors ce point sur la droite d’équation y = x
puis sur (Ox). On a donc maintenant u, sur (Ox). On réitere le processus et on
visualise ainsi U,; U; et U, On peut avoir I’intuition que la suite converge vers
le réel solution de I’équation x = f(x). Attention, on voit I’importance du
premier terme. Si u, est supérieur a 4, il est clair que la suite tend vers 1’infini.

Un deuxieme exemple est fourni avec une fonction décroissante f(x) = 1 +

i; on définit U, = f(U,) etU, =1
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