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I. RAPPEL

NOMBRES COMPLEXES

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v)

a et b deux nombres complexes
(a+ib)(c+id)=ac—bd+i(ad+bc)
(a+ib)?=a>—b>+2iab,
(a—ib)?=a?—b2-2iab,
(a+ib)(a—ib)=a?+b>

"

. Soit z un nombre com;alexe\
M(z) < M(Re(z),Im(z)).
2. 25=2,-2,

Z, 1tz
2

/Smt z un nombre complexe\

non nul et M(z) un point
o arg(z)= (;, O—M)[Zn]/
. arg(Z) =—arg(z)[2n]

o arg(—z)=n+arg(z)[2n]
Si @est un argument de z
alors :

6056=Re—(z) et sin = Im(z)
TTH )

31 A*Bo z, =

c’RODUITS REMARQUABLES \

o (1+0)2=2i, (1-i)2==2i ‘

ﬁa et b des réels,

\o AB=|z, -z,|

KI. aet b des réels,
a+ib=a—ib et la+ib|=Na?+b?

2. Soit z un nombre complexe.
o 2+z=2Re(z) o z-z=2ilm(2)

ezcResz=2 ezei R z=—2

C. z=a+ib, (a,b)eR? 2.2 =a%+b?

J

N

b =~a?+b?

2. z et 2" des nombres complexes.

° |zz'|:|z||z'| e z2£0,|—|=

_Fl

e

2

o 2£0,|— °

_ n
Bl )=l

° z

/

2 —
Z| =2z

Z| -
3. VOeIR etVneZ, (cose+1'sin6)n =cos 0 +isinnd

4. Le plan complexe P est muni d’un repere orthonormé O i, v

o OM=|z|, M d'affixe z

/(Z/,AB) arg(z, -z, )[27]

o Wg(%j = arg(z')—arg(z)[Zn]
o arg(z")=n.arg(z)[2n], nel.
e zelR, < arg(z)=0[2n]
ezelR < arg(z)=n/[2n]

e zeiR, ©arg(z)=

%W

Karg(zz') Earg(z)+arg(z')[2n] ,\

ez2elR<z2=00u arg(z)=kn, keZ

Q’EI'RQZ:OOU arg(z)=§+kn'/

. (@,OB) arg( j[ZE]
A
. (A—B,ZTC) = arg[ZC = j[,Zn]
Zp=Z,
o Soit w et w' deux vecteurs non nuls.

+ (7)o 2]

- = Z5 .
* et w'sont orthogonaux ssi =~ € iR
Z—
w

4

!W et w' sont colinéaires ssi —~e R
pa
w

%

«o»x><«o»xx<o»x><«o»xx<o»x><«o»x><<o»xx«»><><<o»xx«»x><<o»xx«o»x><<o»xx«o»x><<o»x><«o»x><<o»xx«o»><><«»><><«o»><><«o»><><«»x><«»
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Forme algébrique

z=a+ib, (a,b)eIR? ~

II. FORME EXPONENTIELLE

X )
DEFINITION

Pour tout réel a, on pose ¢* = cos a + i sin a
et on lit exponentielle i o

( PROPRIETES

’e|—4 et arg(e®)=0 [2n]

.

<

. . : L 1(6+7)
=ete/_eze=et(e+n)/ Zeteze 2

VO elR, VkEZ ei(9+21en)_ i0
v0,0'€ IR, VneZ, ona:e®.e®

// 619 0-0' A\ .
e _e _zet( ) ; (616) :emﬁ

£/(0+0)

/

(RELATIONS ENTRE FORME ALGEBRIQUE ET FORME TRIGONOMETRIQUE

a ) b
r=Na?+b?; cos@==ctsin@=—

\ a=rcos@ etb=rsin@ ‘

~

r Forme trigonométrigue

z=r(cosB+isin0), r>0

DEFINITION :

Soit z un nombre complexe de module r (r >0) et
d’argument 6. On écrit z = r.¢'¢,

Cette écriture s’appelle forme exponentielle de z.

AN

FORMULES D’EULER
fa.

cosa =

—fal fa.

et sin o =

YaelR :

°

\ e,e eie'

4 B

= Zcos[g}z > et
2

1. VOelIR, 1 + ¢&*

VI. EQUATION z"=a,n> 1, aeC*

0-n
- (2%
1 -e° :Zsin[g}z 2
2

a+B ) ] _
2. Ya,Be IR, ¢ +e’ﬁ—2cos[ BJ et e -e‘ﬁ:Zisin(OLTBJe 2

———

GHEOREME ET DEFINITION
o Pour tout entier naturel non nul n, I"équation :

2" = 1 admet dans C n solutions distinctes
2kn

définies par z,=¢ " , ke{0,1,2,..n1—1}

o Les solutions de I"équation : 2" = 1 sont
appelées racines niemes de I'unité

~

—

GHEOREME DEFINITION
Soit a un nombre complexe non nul d’argument et
n un entier naturel non nul, l'équation : 2" = a

admet dans C n solutions distinctes définies par
{6+2k1{

2 ="‘a|ef # ] ,kef{0,1,2,. . n—1}

Les solutions de I'équation : 2" = a sont appelées
les racines niémes de a.

\

~

GONSEQUENCE
Le plan est muni d’un repere orthonormé

direct (O,ft,;)
Lorsque n 23, les points images des

racines niémes de I'unité sont les sommets
d’un polygone régulier inscrit dans le cercle

. trigonométrique. ‘
f CONSEQUENCE \

Le plan est muni d’un repere orthonormé
direct (O,ﬂ,tq:). Soit aeC .

Lorsque n >3, les points images des
racines niemes de a sont les sommets d'un
polygone régulier inscrit dans le cercle de

centre O et de rayon y|a|
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RACINE CARREE
o Tout nombre complexe non nul admet deux
racines carrées opposées
o Soit Aun nombre complexe non nul.
1) z =x + iy o1l x et des réels est une racine
x2—y2=2Re(A)

carré de Asi et seulement si {x?+y2=|A|
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2xy =Im(A)
{arg(a)]
\ 2) Les racines carrées de Asont +[|Ale" ‘
(THEOREl\lE ET DEFINITION \

Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a=0.
L'équation az? + bz + ¢ = 0, admet dans C, deux

, e -b-38 —b+3
solutions définies par : z, = et z, =
24 2a

ot dest une racine carrée de A = b? - 4ac

(CON SEQUENCE \

\ ATTENTION 5/ A gIR+ éviter d’écrire 8= }K ‘

o Soit Aun nombre complexe non nul et
une racine carrée de A
o Si A=-2 Alors 5==iJ2

o SiA=b,belR— Alors §==i |b‘
o Si A=2i Alors 8=+(1+1)
o Si A=-2i Alors 8=%(1-1)

e SiA=5i =%(21') Alors 8=i\/§(1+i)

Sizy et zz sont les solutions de I"équation
az? + bz + ¢=0, a=0.
Alors az*+bz+c=a(z-z,)(z-z,)

+z,=—— et z,z,=

VII. EXEMPLES D’EQUATIONS DE DEGRE SUPERIEUR OU EGAL A 3

THEOREME

Soit ay, a ... ,a,des nombres complexes tels que a, = 0 et n>2.

Soit P(z) = a.z" + a2 + ... + az + aa

Si zp est un zéro de P(z) alors P(z) = (z—z0)g(z), oil g(z) est un polyndéme de degré n — 1.

VIII. NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS

SYMETRIE ORTHOGONALE D’AXE (O,Zz) S VMBI TS CINTIRATE DS CIEVTIRE O
L'application du plan dans lui qui a tout point
Y . . . [N . . . . .
L'application du plan dans lui qui a tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe - z est
M d'affixe z associe le point M’ d’affixe z est la la symétrie centrale de centre O.
symétrie orthogonale d’axe (O,Zz) . \_

(" -

TRANSLATION DE VECTEUR w
w est un vecteur d’affixe b.
Lécriture complexe de la translation t. de vecteur w

qui transforme M(z) en M'(z)) est 2=z + b.

J
< (ROTATION \

Soit 2 un point d'affixe z, et Qun réel. L'écriture

complexe de la rotation de centre 2 et d’angle de
mesure € qui transforme N (z) en M'(z') est :

z'=e%(z-2,)+z,

rapport k, qui transforme N (z) en
Mi(z) est:z'= k(z —zo)+z‘J

2. Sila|=1 et a=1 alors f est la rotation de centre Q(Lj

) (t d'angle arg(a). )

\ AN _/
CIOMOTHETIE \ GHEOREBIE \
Soit £ un point d'affixe z, etk Soit f l'application : M(z)— M'(z'=az+b) o a et b sont des
un réel. L'écriture complexe de nombres complexes.
I'homothétie de centre €2 et de 1. Si a =1 alors fest la translation de vecteur w d’affixe b.

1-a
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VI. EQUATION az®?+bz+c=0,acC*
\ CONSEQUENCES
o
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ISOMETRIES- DEPLACEMENTS - ANTIDEPLACEMENTS

A. ISOMETRIES
I. DEFINITIONS ET PROPRIETES

DEFINITION ISOMETRIE ET PRODUIT SCALAIRE
Une isométrie du plan est une fest une isométrie du plan ssi ABAC=A'B'A'C'

application du plan dans lui-méme qui pour tous points A, B et C d’images respectives A’, B’
conserve les distances. et C' par f

/ PROPRIETES \
o Les images de deux points distincts par une isométrie sont deux points distincts.

o Les images de 3 points non alignés par une isométrie sont 3 points non alignés.
o Une isométrie conserve les mesures des angles géométriques.
o Soit f une isométrie
(A, /TB,E) est un repére orthonormé
Si AM = xAB+yAC
f(A)=A)f(B)=B,f(C)=Cletf(M)= '

(A',A‘B',A'C') est un repere orthonormé

alors
A'M =xA'B'+yA'C'

o Soit f une isométrie

S EF =a.AB+B.CD
f(A)=A', [(B)=B'f(C)=C"f(E)=E'etf(F)=F

}ﬂlors E'F'=aA'B'+BC'D'

o Une isométrie conserve :
k Les barycentres en particulier les milieux, le parallélisme, 'orthogonalité et le contact /

( _ .
THEOREME THEOREME
Toute isométrie est une application bijective et Soit u un vecteur non nul et D une droite.

_ Saredproque est tne isometric. Si u est vecteur directeur de D alors 1.0S, =S ot

DEFINITION
La composée d’une translation de vecteur non nul u et d’une symétrie orthogonale d’axe Atel que u est
directeur de Aest appelée symétrie glissante

11 COMPOSITION_D’'ISOMETRIES

THEOREME
o La composée de deux isométries est une isométtie.

o Soit fet g deux isométries. (fog) =g 'of '
o Soit fet g deux isométries. Syofor. =g signifie f= Syogot -

1. COMPOSEE DE DEUX TRANSLATIONS : t—Ol— = I—OI- = t;+;
2. COMPOSEE DE DEUX SYMETRIES ORTHOG ()N AL EB :

Soit Aet A" deux droites de vecteurs directeurs respectifs u et u'
o SiA// Aalors Sy0S, =t o Lest un point de Aet | son pro;ete orthogonal sur A’

o SiAet A sont sécantes en ]alors S,0S, = R(‘ 2(‘ —))
5 u,u

o SiA= Aalors S,0S, = ldp

o SiAet A'sont perpendiculaires en I alors S,,0S, = S,0S,, =S,

NN TN N N N N AN N N AN N AN N AN N N AN AN AN N AN X
(
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3. COMPOSEE DE DEUX ROTATIONS

La composée de deux rotations est soit une translation si la somme des angles est nulle soit une rotation si
la somme des angles n’est pas nulle.
4. COMPOSEE DE DEUX SYMETRIES CENTRALES

La composée de deux symétries centrales est une translation. S;0S, =t

5. COMPOSEE DE DEUX SYMETRIES GLISSANTES

o Soit fune symétrie glissante de vecteur u. fof = t_-
2u

o Soient f et g deux symétries glissantes d’axes respectifs A et A'.
> SiA//A" alors fog est une translation
> SiAet A sont sécants alors fog est une rotation.
6. COMPOSEE D’UNE TRANSLATION ET D’UNE ROTATION
La composée d’une translation et d’une rotation d’angle 6#2k mest une rotation d'angle 6

La composée d'une translation et d’une symétrie centrale est une symétrie centrale.
COMPOSEE D'UNE TRANSLATION ET D'UNE SYMETRIE ORTHOGONALE

~1 @ [ ]

Soit D une droite et u un vecteur non nul.
e Siu estnormal a D alors : S,ot. =S, avecD' = t_E(D) et t.oS, =S, avecD" =t (D)

u —u
2 2

o Siu estdirecteur de D alors : S ot =t oS, symétrie glissante

o Siu n'est ni directeur ni normal a D alors : u = v + wou vdirecteur et w normal a D et
Spot. =S,ot., D' = t_iW(D) : symétrie glissante d'axe D'et de vecteurv.

2

8. COMPOSEE D’UNE ROTATION ET D’UNE SYMETRIE ORTHOGONALE (i %ﬂ/&%flﬂ&)

Soit I un point et D une droite. On désigne par R la rotation de centre I et d’angle 0 # 0 et par Sp la
symétrie orthogonale d’axe D.

o SileD alors RoSp et SpoR sont des symétries orthogonales. (RoSp # SpoR).

o SilgD alors RoSp et SpoR sont des symétries glissantes. (RoSp # SpoR).

THEOREME
o Toute translation est la composée de deux symétries axiales d’axes paralléles.
o Toute rotation est la composée de deux symétries axiales d’axes sécants.
o Toute isométrie est la composée d’au plus trois symétries axiales.

111°) ISOMETRIES ET POINTS FIXES
1. THEOREME

o Soit f une isométrie distincte de 'identité. Soit A un point d’image A’ par f tel que A=A".
Si M est invariant par f alors M est un point de la médiatrice de [AA’].

o Une isométrie qui fixe 3 points non alignés est égale a l'identité.

o Deux isométries qui coincident en trois points non alignés sont égales.

o Une isométrie distincte de l'identité qui fixe deux points distincts A et B est S ap).

o Une isométrie qui fixe un seul point I est une rotation de centre I.

Une isométrie qui fixe un point est soit I'ldp, soit une rotation soit une symétrie orthogonale.
2. THEOREME

Soit O un point du plan. Toute isométrie du plan se décompose d’une maniére unique en la composée d'une
translation et d’une isométrie g qui fixe O.

3. CONSEQUENCE
Une isomeétrie est soit I'identité soit une translation soit une rotation soit une symétrie orthogonale soit une

symétrie glissante.
4. THEOREME
Une isométrie sans point fixe est soit une translation de vecteur non nul, soit une symétrie glissante.

B e s O e O e T N O N e N e e e e = e N e N = Ve e = 4
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B. DEPLACEMENTS - ANTIDEPLACEMENTS

I. DEFINITIONS ET PROPRIETES
THEOREME

Toute symétrie orthogonale transforme les mesures des angles orientés en leurs opposées.

On dit qu’une symétrie orthogonale change I'orientation.
CONSEQUENCES

» La composée d'un nombre pair de symétries orthogonales conserve les mesures des angles orientés.
> La composée d'un nombre impair de symétries orthogonales transforme les mesures des angles orientés

en leurs opposées.
DEFINITION
On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angles orientés.

On appelle antidéplacement toute isométrie qui transforme les mesures des angles orientés en leurs opposées.
CONSEQUENCES

Soit f une isométrie du plan
o festundéplacement si et seulement si f est la composée d’'un nombre pair de symétries orthogonales.
o festun antidéplacement si et seulement si f est la composée d'un nombre impair de symétries
orthogonales
o Toute isométrie du plan est soit un déplacement, soit un antidéplacement.
o Les déplacements sont : I'idp, les rotations et les translations

o Les antidéplacements sont : les symétries axiales et les symétries glissantes.
THEOREME

o La composée de 2 déplacements est un déplacement.

o La composée de 2 antidéplacements est un déplacement.

o La composée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.

o La réciproque d'un déplacement est un déplacement et la réciproque d'un antidéplacement est un

antidéplacement.
II. LES DEPLACEMENTS
THEOREME

o Undéplacement qui fixe deux points distincts est égal a l'identité.

o Deux déplacements qui coincident sur deux points distincts sont égausx.
THEOREME

Soit A, B, Cet D 4 points tels que AB = CD et AB# 0 alors il existe un unique déplacement f tel que
f(A) = Cetf(B) =D

ATTENTION
Soit A, B, Cet D 4 points tels que AB = CD et AB # 0 alors il existe deux déplacements qui envoient le
segment [AB] au segment [CD].

ANGLE D’UN DEPLACEMENT
DEFINITION
Soit fun déplacement. A, B, C et D 4 points tels que AB # 0et CD # 0. Si A’, B’, C" et D" sont les
images respectives de A, B, C et D par f alors (E,A’B’) = (@,C’D')[Zﬁ].

En désignant par @ une mesure de (E,M), On dit que f est un déplacement d’angle 6
THEOREME

o Undéplacement d’angle nul est une translation

o Undéplacement d’angle non nul est une rotation.

o Sifestundéplacement d'angle Oet g un déplacement d’angle & alors

a) f'estun déplacement d’angle - 0 b) fog est un déplacement d’angle 6 + 6.
DEPLACEMENTS ET NOMBRE COMPLEXES
THEOREME

L'écriture complexe d’'un déplacement fest : 2 = az + b, ot a et b sont deux nombres complexes tels que
jaf =1

o Sia =1 alors fest une translation de vecteur u d’affixe b.

B e s O e O e T N O N e N e e e e = e N e N = Ve e = 4

o Sia # 1alors fest une rotation de centre I d’affixe ) b et d'angle arg(a).
-a

N
by
N
Y
)\
!
3
Y
)\
!
)
Y
)\
!
3
Y
)\
!
N
Y
)\
Y
S
b
N
Y
S
by
b
Y
)\
b
b
Y
)\
J
)\
Y
)\
!
)\
Y
)\
!
3
Y

N A N A AN N A AN S NSNS




—

N N N N N AN N N N AN AN N N AN N N N AN N N AN N

AN AN EENE AT,

THEOREME
Soit f une rotation de centre I d’affixe zo et d’angle 6. L'écriture complexe de f est :
z'=e"(z-2y)+2,.
III. LES ANTIDEPLACEMENTS
THEOREME
Soit f une isométrie.
o festun antidéplacement ssi f est la composée d'un nombre impair de symétries orthogonales.
o festun antidéplacement ssi f est une symétrie orthogonale ou la composée de trois symétries
orthogonales
CONSEQUENCES
o Une isométrie est un antidéplacement ssi c’est la composée d'une symétrie orthogonale et d’une
translation.

o Un antidéplacement est soit une symétrie orthogonale soit une symétrie glissante.
THEOREME
o Deux antidéplacements qui coincident sur deux points distincts sont égaux.
o SoitA B, Cet D 4 points tels que AB = CD et AB# 0 alors il existe un unique
antidéplacement f tel que f(A) = Cet f (B) = D.
ATTENTION
Soit A, B, Cet D 4 points tels que AB = CD et AB # 0 alors il existe deux antidéplacements qui
envoient le segment [AB] au segment [CD].
THEOREME
Un antidéplacement qui fixe un point est une symétrie orthogonale
SYMETRIE GLISSANTE
THEOREME ET DEFINITION
Soit fune symétrie glissante. Il existe un unique vecteur non nul w et une droite D unique tels que

f =t.0S, = S,ot. oil U est un vecteur directeur de D.

Cette décomposition est appelée forme réduite de f. u et D sont les éléments caractéristiques de f.
PROPRIETES

Soit f une symétrie glissante de vecteur u et d'axe D. Soit M un point d'image M’ par f.
a) M*M’ eD. b) Si M eD alors M’ €D et MM' = u. c) fof =t .

DETERMINATION DES ELEMENTS CARACTERISTIQUES D’UNE SYMETRIE GLISSANTE

Soit f une symétrie glissante de vecteur u et d'axe A

1) Soient A, B et C trois points. Si f(A) = Bet {(B) = C alors u= i@ et A= (I]),
I=A"Bet] =B*C.

2) Soient A, B et C trois points. [ = A * B.

Sif(A) = Betf(I) = Calors u=1C et A= (IC).
3) Soit ABCD un parallélogramme de centre 1.

Sif(A) = Cet f(B) = D alors Aest la perpendiculaire & (AB) issue de I et w = AH oit H est le projeté

orthogonal de A sur (CD) (" a démontrer ).

e e e e e Ve Ve VeV e
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SIMILITUDES

1.

N

HOMOTHETIES ET TRANSLATIONS

(] YEFINITION

Soit I un point et k un réel non nul.
On appelle homothétie de centre I et de rapport k

) (THEOREME
Soit k un réel non nul et différent de I. Une
application f est une homothétie de rapport

Vapplication du plan dans lui-méme qui a tout point k, siet seulement si, pour tous points M et

\

.

KM associe I'unique point M’ tel que M =KIM
p

THEOREME
Toute homothétie conserve les mesures des angles

THEOREME
La composée d’une translation et d’une homothétie

\de rapport k #1 est une homothétie de rapport k.

) \N d'images M’ et N parf, M'N'=KkKMN
S
THEOREME
La composée de deux homothéties de rapports
< respectifs ky et ks est une homothétie de rapport

bk, si ki, #1, une translation si ke,=1.

v
N\

\_

II. SIMILITUDES

(THEOREIVIE

Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2.
L'application f est une homothétie de rapport k #1, si et seulement si, il existe un nombre complexe b

tel que z'=kz+b. De plus, I'affixe za du centre A de I'homothétie f vérifie 7, = ——

1-k

(DEFINITION \

plan dans lui-méme telle que pour tous
points A et B d'images respectives A’ et B/,

A'B'=EAB.
\C _/

Soit k un réel strictement positif. On appelle

THEOREME
La composée de deux similitudes de rapports
respectifs k et k’ est une similitude de rapport kk’.

J

similitude de rapport k, toute application du

THEOREME
Une application du plan dans lui-méme est une
similitude, si et seulement si, elle est la composée
d’une homothétie et d’une isométrie.

N N NN NN N AN N N N N N

THEOREME
Pour tous points A,B,C et D, d'images respectives A", B, C" et D" par une similitude de rapport k,

A'B'C'D'=k*AB.CD

A

AQOPRIETES

o Une similitude de rapport k est une bijection et sa réciproque est une similitude de rapport T

Une similitude conserve 'orthogonalité

Une similitude conserve le parallélisme

stmilitude

Soit A, B, C, D, E, F des points du plan A’, B’, C’, D', E’, " leurs images respectives par une

Une similitude conserve les angles géométriques

Une similitude conserve I'alignement et le barycentre

Une similitude transforme un segment en un segment

Une similitude transforme une drotte en une droite

Une similitude transforme un cercle en un cercle et conserve le contact

\ Si AB=aCD+bEE  alors A'B'=aC'D'+bE'F'

_/

SN P S S Ve Ve N
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p S
é THEOREME . PROPRIKTES

% Deux similitudes qui coincident sur trois Soit f, g et h trois similitudes
W1 points non alignés sont égales . (fog)_l —glof

o =g sietseulementsi hof=hog

II. SIMILITUDES DIRECTES - SIMILITUDES INDIRECTES

(" IR ) (CONSEQUENCE

On dit qu’une similitude est directe si elle est la
composée d’une homothétie et d'un déplacement.

On dit qu’une similitude est indirecte si elle est la
composée d'une homothétie et d'un antidéplacement.

des angles orientés.
Toute similitude indirecte change les
mesures des angles orientés en leurs

~

Toute similitude directe conserve les mesures

opposées.

THEOREME
Soit A, B, Cet D des points du plan tels que A#B et C#D.

Il existe une unique similitude directe qui envoie A sur C et B sur D
1] existe une unique similitude indirecte qui envoie A sur C et B sur D.

III. SIMILITUDES DIRECTES

(THEOREI\IE
o La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.
o La composée de deux similitudes indirectes est une similitude directe.
o La composée d'une similitude directe et d’une similitude indirecte est une similitude indirecte.
o La réciproque d'une similitude directe est une similitude directe.

\ La réciproque d'une similitude indirecte est une similitude indirecte. ‘

N

[THEORENIE ET DEFINITION
Soit f une similitude directe et A, B, C et D des points tels que AB #0 et CD #0.

Soit A’, B!, C’ et D’ les images respectives de A, B, C et D. Alors (fTB,ﬁ) E(@,@)[Zn].
En désignant par € une mesure de I'angle (@,ﬁ), on dit que f est une similitude directe
d’angle 8

~_

-

THEOREME THEOREME

Soit f et g deux similitudes directes d’angles Toute similitude directe de rapport

respectifs Het &. différent de 1 admet un unique point

La similitude directe f o g est d’angle 6+ 6. fixe, appelé centre de la similitude.
KLa similitude directe f' est d’angle —&. )

GONSEQUENCE

Une similitude directe de rapport différent de 1 est parfaitement déterminée par la donnée de son
centre, son rapport et son angle.

Le centre, le rapport et I'angle d’une similitude directe sont appelés éléments caractéristiques de
cette similitude.

Une application f est une similitude directe de rapport k #1, de centre I et d’angle & si et

Ceulemem si, pour tout point M distinct de I, d’'image M', IM'=k IM et (W,W’) =02 |

NN N N N N N N N N AN N N N AN N N N N N AN

N
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THEOREME
Toute similitude directe de centre 1, de rapport k#1 et d’angle &se décompose sous la forme
f=hor=rohouhest"homothétie de centre I et de rapport k et r est la rotation de centre I et

d’angle 8. Cette décomposition s’appelle forme réduite de f.

THEOREME
Une similitude indirecte
de rapport différent de 1

THEOREME
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O,i,j) .

Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout point NV admet un unique point
d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2. fixe, appelé centre de la
L'application f est une similitude directe de centre I, de rapport similitude.

k#1 et d'angle & si et seulement si, il existe deux nombres
i b

complexes a et b tels que z "= az+b, avec a=ke® et z, = -

—a
THEOREME
Soit f une similitude indirecte de centre I et de rapport k #1 et h 'homothétie de centre 1 et de
rapport k. 1l existe une droite D telle que f se décompose de maniére unique sous la forme
f=hoSp=Spoh, ouSpestla symétrie orthogonale d’axe D.
Dans ce cas, la droite D est I'ensemble des points M tels que IM'=kIM, oo M'=f(M).
Cette décomposition est appelée forme réduite de f.
La droite D est appelée axe de la similitude indirecte f.

CONSEQUENCE

Une similitude indirecte de rapport différent de 1, est parfaitement déterminée par son rapport,
son centre et son axe, qui sont appelés éléments caractéristiques de cette similitude.

L’axe D d’une similitude indirecte de centre I et la perpendiculaire a D passant par I sont
globalement invariants par f.

Si fest une similitude indirecte de centre I et de rapport k alors f o f est une homothétie de
centre [ et de rapport k.

PROPRIETE
Soit f une similitude indirecte de centre I, de rapport différent de 1 et d’axe D.
Si u est un vecteur directeur de D, alors (Z,W)E—(Q,W)[Zn], pour tout NV distinct de 1, d'image

M. La droite D porte donc la bissectrice intérieure de MIM' .

THEOREME
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O,i,j).

Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point M’ d’affixe
z ".L'application f est une similitude indirecte de centre [ et de rapport k #1, si et seulement si, il

existe deux nombres complexes a et b tels que z'=az+b.

ab+

Dans ce cas k=la| et z, = |b2 est affixe du point 1.

—|a
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) CONIQUES
) 1. PARABOLES
DEFINITION = Sojent F un point et D une droite ne passant pas par F.
Pour tout point M du plan, on note H le projeté orthogonal de M sur D. On appelle
parabole de foyer F et de directrice D 'ensemble des points M tels que MF = NH.
EQUATION 2_ w0} 2_ _ 7
REDUITE : xt=2py, p>0 _ X 2Py, p>0 <
AXE DE = : =
SYMETRIE (S, J) ' (3, J) F1 N
FOYER '
F(O,Ej F(O,—Ej
2 . 2
DIRECTRICE
m / IENTERH QZ—ST:' ﬂ__lg.
TANGENTE XXo=p(y+yo) ] SF XX, =—p(y+y0) J_S_FSF
EQUATION 2 _ > 2_ _ Y
REDUITE : yE=2pX, p>0 7 y 2PX, p>0
AXE DE = M -
SYMETRIE (S’ ') ! 7 (S, ') \
FOYER P k| sf [ D
F| =,0 “p/2| N\ p/2 (a) Fl-=,0 F )5
29 ) |
DIRECTRICE
0 0 /
X=—— X ==
S — 2 = 2 =
TANGENTE VYo = p(X+X,) SF VYo = —P(X +X,) SF

2. HYPERBOLES
Soit #/ une hyperbole de foyer F, de directrice D et d’excentricité e.

" rencontre son axe focal en deux points A et A’ appelés sommets et ils sont les barycentres respectifs des points
pondérés (F, 1), (K, e) et (F, 1), (K, -e) ot K est le projeté orthogonal de I sur D.

Cﬁé = Coﬁ et ¢ = ea ou i'lll.“i.“ill e = —,
‘I &

OK = —0OA et OK = 2 = &
e

e C

NN N N N AN N N N N AN N N AN N N N AN N N AN N

DEFINITION : Soit D une droite et F un point n’appartenant pas a D. H est l'ensemble des
MF . -
pts M tels que =S ¢ >1 ou H le projeté orthogonal de F sur D
EQUATION : B o B P
- y_ = -+ y_ =1
a’> b a’>_ b?
CENTRE (0/ 0) (0/ 0)
DISTANCE D'UN (2.2 )
FOYER AU CENTRE : c=Na’+b c=Na’+b
EXCENTRICITE c c
e=— e =—
a b
AXE FOCAL OU GRAND (OX) (0Y)
AXE
SOMMIETS (+a,0) SE+eSK=0, (0, £0b)
S'F-eS'K=0
FOYERS (#, 0) (0, *¢)
DIRECTRICE 42 2
x=t— y=t—
¢ ¢
Bac Mathe & Scieuncee Dbiad Fammad: Page 1|3
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b G i e e i e i i i e i i i i

ASYMPTOTES b a
y=t—x y=t—x
a b
TANGENTE EN M(Xo, Yo)
’ XX _ VYo _ 1
a>__ b

y — i c
Cﬁf = eQA et ¢ = ea ou aussit e = —,
a

OK —1OoAectok =2 _ ¢
e e [

La: )

(—a: 0)

KQUATION : (x_xl)z_(y_yl)z _1 _(x_x1)2+(y_yl)2:1
a2 o a? b?
CENTRE : (xi, y1) (x:, y1)
AXE FOCAL OU GRAND y=y X =x
AXE 1 1
SOMMETS (X4 +a, W) (x1/ Vi id)
FOYERS (x ¢, ) (x1, y1 £¢)

ASYMPTOTES

b
y=y =t—(x-x)
a

3. ELLIPSES

DEFINITION :

M tels que ME
MH

Soit D une droite et F un point n’appartenant pas a D. E est 'ensemble des points

=e¢, 0<e<1 ou H le projeté orthogonal de F sur D

EQUATION X2y y2 x2
REDUITE : —+==1 a>b>0 —+—=1,b>a>0
a’> b a’> b
CENTRE (0/ 0) (0/ 0)
FOYER : F(c, 0) avec c=a2—1? E(0, ¢) avec c=~l>—a?
EXCENTRICITE c c
e=— e=—
a b
DIRECTRICE 422 b2
ASSOCIEE D:x=— D:y=—
¢ ¢
AXE FOCAT, (OX) (OY)

SOMMETS
PRINCIPAUX

(+a,0),

SF+eSK=0, S'F-eS'K=0

(0, b) et (0, - b)

TANGENTE EN
MXo,Yo)

m+m=1
a> b2
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b i i e e e i e e i e i g da A
; y

FIGURE s
B(0: b _ E
$lei0) /—\S(R (n_.;_ | |
F'(=c;0) F(c; 0) * (-a (a:0)
N -
COB(: —b
EQUATION : (x=x,)% (y—y,)? (x=x)2 (y—y,)?
+ =1 + =1
a2 Iz a2 b2
CENTRE : (x/, 1) (%1, 1)
AXE FOCAL OU _ -
YRAND AXE V=" X=%
SOMMETS _ N N
PRINCIPAUX (xit+a,y)et (xi-a,y) (x4, i £a) et (x; £b,y)
FOYERS (X1 i—c/ }/1) (X4, Vi lLC)
RETENONS

Soit T: Ax?+By?+Cx+Dy+E=0
o SiAB = 0alors I'est une parabole ou deux droites paralleles ou une droite ou le vide.

o SiAB < 0alors I'est une hyperbole ou deux droites sécantes.
o SiAB > 0alors Iest une ellipse ou un cercle ou le vide.
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1.

(] Y)EFINITION
Soit A, B et C des points Le produit scalaire des

vecteurs AB, AC est le réel 1 défini par :
ARAC=0 ss AB=0 ow AC=0

ABAC= AB.AC.cos BAC si AB+#0 er AC+0

TEOMETRIE DANS I ESPACE

PRODUIT SCALAIRE DANS I ESPACE

N

THEOREME
Soit (0, Z /,'k) un repeére orthonormé de

[PROPRIETE
Pour tous vecteurs n, v et wet tous réels a

et S

uv= v, ll(V+ W) ﬂV+IlW

_J
N\

(o o) -a(is), (o) -t(i)

II. PRODUIT VECTORIEL

/DEFI\TITI()N

Soit A, B et C des pomts del’ espace.

Le prodmt vectoriel de AB et AC est le vecteur
noté ABN AC et défini par :
% Si AB et A—C colinéaires alors
ABN AC=
Si AB et AC ne sont pas colinéaires alors :
> ABA AC est orthogonal & AB et a AC

> (ZﬁA—C}ZB/\ Ij est une base directe.

R/
0.0

KYOBIPOSANTES DU PRODUIT \
VECTORIEL
L’espace est muni d’une base
orthonormée directe(g' /,'/é) . Pour tout
vecteuts
4
cc
a a '
- - - - g a
blet VO lona: unvi—-|
cc
c c ,
aa
4

~

\ > | ABn 4]~ 48« ACksin( 24C) /

lespace.
x A
Pour tous vecteurs 7 Vet P V4
z z

uv=av+ g+ 22 et [ = [+ pp+ 2

Pour tous points M(x, y, z) et M'(x’, y’,

\ —#) +(p=p) + (2= 2)
/ROPRIET]LS

Pour tous vecteurs
reels a et ,B

z’)

#, vet w ettous

7
L X4

11/\ 11— o
4~ v=0 si et seulement si u et v
sont colinéaires.

()
lI/\(V-i— ua=(y/\ V)-i—(ll/\ W),

QA B;/z of (;1/\ ;/)

7
L X4

—

UNV=—

\_

/

(PROPRIETES

L’espace est muni d’une base orthonormée

directe (},},}) Pour tout vecteurs u, v et v

- - —

(i i

~N

AIRE D’UN PARALLELOGRAMME
aire d un parallélogramme ABCD est égale a

AIRE D’UN TRIANGLE

fi— ——
L’aire d’un triangle ABC est égale a E”ABA AC”

N

VOLUME D’UN TETRAEDRE ABCD, VOLUME D’UN PARALLELIPIPEDE
L , A= A A 1 _—
Le volume d’un tétraedre ABCD est égal a Z‘(AB A AC).AD‘ = —‘det AB, AC, AD)‘

Le volume d’un parallélépipede ABCDEFGH est égal a ‘(Ab’/\ AD Aft ‘det AE AD) AE)‘

N

J

TN NN AN AN AN N AN AN AN N N AN AN N AN N N AN AN NN
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II. EQUATIONS D’UNE DROITE, D’UN PLAN ET D’UNE SPHERE.

DROITE PLAN

Soit A un point, u un vecteur non nul._ - Soit A un point, u et v deux vecteurs
L’ensemble D des points M tels que AM = ku non colinéaires.

o1 k est un réel est la droite passant par A et L’ensemble P des points M tels que

de vecteur directeur u . AM = ou+Pv o a et 8 sont des réels

J/ est le plan passant par A et de

SPHERE - N vecteurs directeurs u et v.

Soit A utt point et R un réel strictement positif. P { M; det (m " ;}) _ 0}

La sphere S de centre A et de rayon R est /

Vensemble des points M de l'espace tels que ) N

DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (C),;,;, k) Soit un plan P d’équation ax + by

+cz + d = 0 et A(xq yo z0) un point de l’espace. La distance de A au plan P est égale a :
d(4,P)- |ax, + by, + cz, +d|

NI j

THEOREME

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O,i, I k).

Soit S la sphere de centre A et de rayon R. Soit un plan P et H le projeté orthogonal de A
sur P.

SNP = g si d(A,P) >R

SnP = {H} si d(A,P) = R

SNP est un cercle de centre H et de rayon |R* —d(A P) sid(A,P)<R /
N

DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE
Soit D une droite de vecteur directeur u et A un point de D.

La distance d’un point M de l'espace a la droite D est : d(M, D)=

V K < - —
O e 0 s 0 i T i i s e e e s L e e e s L o e e i N e e e e N =

IV-TRANSLATION

DEFINITION
Soit # un vecteur de l'espace. L’application qui a tout point M de 1’espace associe
l'unique point M’ tel que JIM = u est appelée translation de vecteur u et notée 7, .

t (M) =M < VI =u

PROPRIETES THEOREME

Toute translation conserve : les L’image par une translation t :

distances, le produit scalaire, les e D’une droite est une droite qui lui est

milieux, le barycentre, le parallélisme paralléle.

et l'orthogonalite. o D’un plan est un plan qui lui est
varalléle.

;()@wxx‘o,)@@O,Xxm,xx‘O,XX@,X}@O,XX‘),X}@O,Xxm,)@@o,)<x<o>xx<wXXm,xx‘C,)(X‘o,xx‘o»XX‘ow<c>w<ow<<)w<o%x<c>>
0

A

N
0
N
0
N
i
N
0
Y

0
\

%
it
\

7
Y

0
N
dl
Y

0
X
i
Y

0
N

12w
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AN - % - AN - % - AN - % - AN - % - AN - % - AN - % - % - - % - AN - % - AN - % - AN - % - -
XS XSS XS XSS XS XS XS XSS XS XSS A=

——

PYRAMIDE REGULIERE
Une pyramide IABCD de sommet I est dite réguliere si, sa base ABCD est un carré et
le projeté orthogonal de I sur le plan (ABCD) est le centre du carré ABCD.

EXPRESSION ANALYTIQUE D’UNE TRANSLATION

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,2 7 ,é').

2 L’application qui a tout point
Soit # 4| un vecteur de l'espace. M(x, y, z) associe le point
c M’'(x’, y’, 2’) est tel que

¥=wxta
¥ = y+ & est la translation de
Z=z+c

Si M(x, y, z) est un point de l'espace et M’(x’, y’, z’) est
- ¥=x+a
son image par la translation de vecteur # alors {y = y+4 -
Z=z+c | vecteur u

IV-HOMOTHETIE DE I’ESPACE

Soit I un point de l'espace et k un réel non nul.
L’application qui a tout point M de Vespace associe le point M’ tel que M’ =KIM
est appelée homothétie de centre I et de rapport k , elle est notée %, ,

Pour tous points M et M'de 'espace 4, ,(M)= M < I = kI

THEOREME
o Toute homothétie de centre I et de rapport non nul k est une bijection de l’espace et sa

s . L. 1
réciproque est une homothétie de centre I et de rapport 2

o Soit h une homothétie. Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par hon a :
M N =8 VN

PROPRIETES THEOREME
Toute homothétie conserve : L’image par une homothétie h de rapport k:
o Les milieux, le barycentre, le o D’une droite est une droite qui lui est
parallélisme et I’orthogonalité. parallele.
e Le contact. o D’un plan est un plan qui lui est
parallele.

EXPRESSION ANALYTIQUE D'UNE HOMOTHETIE
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (0,1,' 7 ,é).

o Soit h I'homothétie de centre I(a, b, c) et de rapport non nul k.

Si M(x, y, z) est un point de l’espace et M’(x’, y’, z2’) est son image par h alors
X¥=Hr—a)+a

y=Hy-9+&

Z=Hz-9g+c

o L’application qui a tout point M(x, y, z) associe le point M’(x’, y’, z’) tel que
¥ =rKr+a

y=Aky+pB , £21 est I'homothétie de centre /(L, b LJ et de rapport k.
e 1—F1-F1-#

IO DEDEADEDC DDA
7 N7 N7 N7 N7 N/ N/ N/ N/ N/ N/ N7 N/ N7 N/ \:

F 72\ A A A A A A A A A A A A A A aj—" 7
O, O J— - O J— O - O J— O J— O - O - O - e O J— O J— e O - O T SRy O J— O J— O,
%x XPEER SR JEERJEERAEERSEERSE IR EIR SRS EER SR SRS EERA X%
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ARITHMETIQUES

A DIVISIBILITE DANS Z
I°) DIVISEURS ET MULTIPLES D’UN ENTIER

DEFINITION Solent a et b deux entiers relatifs tels que b#o.
* On dit que b divise a s'il existe un entier relatif q tel que : a = bq . On note b ‘a

* On dit également que a est un multiple de b ou que b est un diviseur de a.

REMARQUE :si a nest pas un multiple de b alors b ne divise pas a.
CONSEQUENCES
o Tout entier a est divisible par 1 et — 1.

e Soit a un entier non nul. Si a divise 1 alorsa =1 ou a = - 1.

et b divise a.
PROPRIETES
Solent a , b et ¢ trois entiers.

. SiaIbetblaa{orsa=ib.
. Sialbetb’calorsalc.

e Siclaetc|balorsc| (au + bv) quels que soient u et v entiers relatifs

On dit que ¢ divise toute combinaison linéaire de a et de b a coefficients entiers.

I1°) DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z
THEOREME

Soient a €Z et b eZ* Il existe un unique couple ( q , r) d’entiers relatifs tels que :

a=bxq+ravec O<r<ibl

q est le quotient et r est le reste
DETERMINATION DU QUOTIENT :

Si b >0 alors g = E(%J et Si b <0 alors q = —E(—%J

I1I11°) CONGRUENCE MODUILO n
DEFINITION Solent a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

On dit que « a est congru a b modulo n » ou que « a et b sont congrus modulo n » si :
a - b est un multiple de n.
On note a = b(modn)

CONSEQUENCE soient a et b deux entiers relatifs et n entier naturel non nul.

e a= Io(W\od m) < ndivise a-b.
e a-= O(W\Od m) o n divise a
e Soit d un entier naturel non nul. Si a = b(mod m) et d divise n = a = (o(mod d)

THEOREME
Soit n un entier naturel non nul. Pour tout entier a, il existe un unique entier v appartient

a {0,1,..,n—1}tel que a= V(W\odm).

On dit que r est le reste modulo n de a.

Bac Mathe & Sciecances Dbiad Fammad: Page l|6
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PROPRIETE RECIPROQUE
solent a entier relatif et n entier naturel non nul, .

Si a=r(modn)et O < r < nalors rest le reste dans la division euclidienne de a par n.
CONSEQUENCE
Soit n un entier naturel non nul.

Deux entiers sont congrus modulo n, si et seulement si, ils ont le méme reste modulo n.
PROPRIKTES
Solent a, b et ¢ trois entiers et n un entier naturel non nul.

as= a(modn), a= b(modn) S b= a(modn) Sia= b(modn) et b= c(W\odV\) alors a = c(modn)
PROPRIETES
Soient a, b, a’ et b’ quatre entiers relatifs et n entier naturel non nul.

La congruence est compatible avec 'addition.
@ | sia=b]|n] et @ =0]n] alors: a+a' =b+b'[n]
CONSEQUENCE

(2 |QuelquesoitceZ si a=b [n] alors:a+c=b+c [n]

La congruence est compatible avec la multiplication.

(3 | sia=b|n] et a=bn] alors: axa’ =bxb'[n].
CONSEQUENCE

(4) | Quel que soit k entier naturel non nul : si @a=b [n] alors - @ =b* [n] :

® | QuelquesoitceZ:sia=b [n] alors:axc=bxc [n].

En particulier : si a=b [n] alors : (—a)E(—b) [n] .
CONSEQUENCE
® |sia=b]n]et @=b[n]alors:a-a=b—b'[n] .

malis attention :

ka= kb a=b|n]
(Sauf si k et n sont premiers entre eux)

Sia=b[n] et @=

La congruence n'est pas compatible avec la

division !

PETIT THEOREME DE FERMAT :

Pour tout entier naturel a et pour tout nombre premier p ne divisant pas a. a”* = 1(modp)
REMARQUE :

Si p est premier alors « a est premier avec p > si et seulement si « p ne divise pas a ».
COROLLAIRE du petit théoreme de Fermat :

Soit p un nombre premier, quel que soit a entier naturel : a* = a(modp)
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B IDENTITE DE BEZOUT

1°) PGCD DE DEUX ENTIERS
Solent a et b deux entiers naturels non nuls.

Notons D(a) lensemble des diviseurs de a et D(b) celui des diviseurs de b.

L’ensemble de leurs diviseurs communs est noté : D(a,b) , D(a,b) = D(a) n D(b)

1 divise a et b donc D(a,b) nest pas vide.

De plus, a et b admettant un nombre fini de diviseurs, leurs diviseurs communs sont en
nombre fini.

D(a,b) étant un sous ensemble fini et non vide de IN, il admet donc un plus grand élément
d.

DEFINITION DU PGCD DE DEUX ENTIERS NATURELS NON NULS :
Solent a et b deux entiers naturels non nuls,

On appelle plus grand commun diviseurs de a et b l'entier naturel noté d = pged (a, b) ou
d=anb tel que :
o ddivise a et b.

e Tout diviseur commun a a et b est un diviseur de d.
REMARQUE :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
e Sia=bg+ravec q et r entiers naturels non nuls alors pged (a, b) = pged (b, v)
e sib [ a alors pged (a, b) = b

lalgorithme d’Euclide de a par b
DEFINITION

Si a et b sont deux entiers non nuls alors il existe un unique entier naturel d qui vérifie les
deux conditions suivantes :

e Ddiviseaetb

e Siun entier k divise a et b alors il divise d.

L'entier d est appelé plus grand commun diviseurs de a et b et noté d = anb ou d =
pgced(a , b).

CONSEQUENCE

e Pour tous entiers non nuls a et b, a b est un entier naturel non nul.
e Pour tous entiers non nuls a et b, pged (a, b) = pged (b, a)
e Siaetb sont des entiers relatifs non nuls : p ged(a,b) = p gcd(

)
PROPRIETES
Solent a et b deux entiers non nuls

e Sib|aalors pged (a, b) = |b|.
e Sia=bqg+ravec q et r entiers naturels non nuls alors pged (a, b) = pged (b, r).
e anb=bnaa

e Pour tout entier non nul k, (ka) A (kb) - |I<|(a A b)

wxx‘o,)@@wxx‘o,)@(‘wxx‘o,)(x‘O,)<X<O,XX<O,)<X<O>XX<o,)<x<o>xx<C,)<><<O>XX<w)@(‘w)@@ow‘o,)@({_)@(‘o,)@@})@(m,)@@,

e Pour tout entier non nul ¢, a (b A c) = (a A b) AC
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CONSEQUENCE

Quel que soit k, entier naturel non nul : si pged (a, b) = 1 alors pged (ka, kb) = k

Il NOMBRES PREMIERS

DEFINITION : Soit p un entier naturel. On dit que p est un nombre premier s'il admet

exactement 2 diviseurs entiers naturels distincts. Diviseurs qui sont 1 et [ui-méme.
( puisque 1 divise tout nombre et tout nombre est diviseur de lui-méme. )
REMARQUE : A ce jour, il W'existe toujours pas de critere ou de formule qui permette
instantanément de dire si un nombre quelconque est premier.
THEOREME N°1 : Soit nelN Si n 2 2 alors n admet au moins un diviseur premier.
THEOREME N°2 :Soit n €IN avec n 2 2.
Si n nest pas premier alors n admet au moins un diviseur premier p tel que : p < Jn

THEOREME N°3 ( contraposée du théoreme n° 2 ) :

Si n west divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal & n alors n est
premier.

THEOREME N°4 L’ensemble P des nombres premiers est infini.

DECOMPOSITION D’UN ENTIER EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS
THEOREME N°5

Tout entier n > 2 se décompose de fagon unique sous la forme :n=pixp52x..xpm

Ol : P1 , P2 » - Pm Sont des nombres premiers tels que : p1 < P2 < ... < Pm

et a,, o,, .., a, sont des entiers naturels non nuls

L'écriture de n sous cette forme est appelée décomposition de n en produit de facteurs

premiers.
III NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX
DEFINITION Soient a et b deux entiers relatifs non tous nuls.
a et b sont dits premiers entre eux si pged (a, b) = 1.
REMARQUES :
1) deux nombres premiers entre eux ont donc 1 pour seul diviseur positif commun.
2) si a est un nombre premier et que a ne divise pas b alors a et b sont premiers entre eux.
THEOREME Solent a et b deux entiers non nuls.
pged (a, b) = d & il existe a’ et b’ entiers tels que : a = da’ et b = db’ avec pged (a’, b") = 1
LEMME DE GAUSS : solent a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise bc et a et b premiers entre eux alors a divise c.
THEOREME Solent a et b deux entiers naturels non nuls et n un entier.

anb=1
Sin= O(W\Od a) alors n = O(W\Od ab)
n= O(W\odb)

CONSEQUENCE
Soilent n et m deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux. x et Xo deux entiers.

X =x_(mod n
x=x Emod W\)) o X=X, (W\Od W\.V\)
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IV PPCM DE DEUX ENTIERS
THEOREME ET DEFINITION :

Pour tous entiers non nuls a et b, il existe un unique entier naturel non nul M qui vérifie les
deux conditions suivantes :

e M est un multiple de a et de b

o Tout multiple de commun de a et b est un multiple de m.

L'entier M ainsi défini est le plus petit commun multiple de a et b et est noté avb

CONSEQUENCES

. avbz‘a‘v‘(o‘

e avb= d.‘a’.b" telsque d =anb,a=adetb="b.d

. (a v b)(a A b) = ‘a.b‘
PROPRIETES
Soient a et b deux entiers non nuls.

e Sibdivise a alorsav b = ‘a‘

e Pour tout entier non nul k, (ka) Y (kb) N ‘k‘(a M b)
e Pour tout entier non nul ¢, (bve)=(avb)ve

THEOREME
Soient a et b deux entiers non nuls tels que b 2 2 et anb=1.

Il existe un unique entier non nul u appartenant a {1,.., b — 1} tel que au = 1(modb).

On dit que u est un inverse de a modulo b.
3 est un inverse de 5 modulo 7.
V IDENTITE DE BEZOUT
THEOREME DE BEZOUT
Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux, si et seulement si, il existe deux

entiers u et v tels que au + bv = 1

Solent a, b et ¢ trois entiers non nuls. Montrer que
a) Si arb=1 etanc=1 alors an(bc)=1
by Sianb=1 alors anb’ =1
c) Pour tout entier naturel n, Si anb=1 alors aanb" =1

COROLLAIRE
Si a et b deux entiers non nuls et d =a A b alors il existe deux entiers u et v tels que

d=au + by.
Attention : La réciproque nwest pas vraie.
VI EQUATIONS DIOPHANTIENNES
DEFINITION :
Toute équation (E) du type : ax + by = ¢ ol a, b et ¢ sont des entiers relatifs et o les

inconnues x et y sont des entiers relatifs est appelée équation diophantienne.
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THEOREME Soient a, b et ¢ trois entiers et d=a rb.

O

L'équation ax + by = ¢ admet des solutions dans Z? si et seulement si, d divise c.

Etape n° 1 : A quelle condition (E) admet-elle au moins une solution ?
L’ équation (E) : ax + by = ¢ admet au moins une solution si et seulement si a A b divise c.
REMARQUE S :
1) La premiere chose a faire est évidemment de calculer le PGCD de a et de b.
2) Si a et b sont premiers entre eux, (E) admet des solutions quel que soit c.
Etape n° 2 : Recherche d’une solution particuliere.
Trois cas de figure sont possibles :
e Soit la solution particuliere est donnée par le texte et il ne reste qu'a vérifier qu’elle
est bien solution de (E).
e Soit il y a une solution particuliere évidente.
e Soit il faut trouver cette solution par le calcul.

Prenons un exemple concret : (E) : 616x + 585y = 12

Premiere méthode Le dernier reste non nul est 1 donc pged (616,585)
616 = 585 xdH + 31 =1
585 =31 x 18 +27 1 divise 12 donc ce qui est certain c’est que
31 =27xE+ 4 (équation a des solutions.
27=4x@+3 Voici maintenant la technique a adopter
4=3xd+1 pour remonter la suite de divisions.
3= :Lxl+ (@)
Exprimer le PGCD : 1=4-3x1
(E) :616x+585y =12  Remplacer le reste precedent . 1:4—(27—4x6)x1
616 =585x1+ 31+ Factoriser 1=4x7-27x1
585 — 31x18 + 27 Remplacer le reste précédent : 1=(31-27x1)x 727 x1
31=27x1+4 Factoriser : 1=3Mx7-27x8
27 —4x6+3 Remplacer le reste précédent : 1:31x7—(585—31x18)x8
4-3x1+1 Factoriser . 1=31x151-585x8
Remplacer le reste précédent . 1=(616-585x1)x151-585x 8

Factoriser : 1=616x151+585x(~159)
Multiplier par 12 12 =616x1812+ 585 x(-1908)
Et vue la probabilité de se tromper dans ce genre de manipulation,

il est conseillé de vérifier le résultat trouvé :

En effet, la calculatrice confirme que : 616 x 1812 + 585 x (-1908) =12

Une solution particuliere de (E) est donc le couple ( 1812 ; -1908 )

Deuxiegme méthode

1112112 Te 12 |3 616x151 — 585 x159 = 1

0 1 |1/19|20| 139|159 | 616 | @36x(151x12) + 585 x(-159x12) = 12.
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