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Chapitre : Nombres complexes

2. fm’ture exfonentieffe

: V0 € IR ; on pose par définition| €’ = cosd +isind

1/ .elO: 1 .eif[ :_1 .e|% — I .el__zﬂ- :—l
2l VhelR Vkez,; e gl
3/ VO elR; - g9 =1 . gl = gt . _gif — @i+

4/ Sizun nombre complexe non nul de modulet d’argumen®
alors z=re".
Cette derniere écriture s’appelle écriture exponentasiz

[Théoréme )
v(6,0') € IRZ;

.l @t — i) % _ et . eii;)' _ @O-0) . (gfy" = gnid,
€ e

[Théoréme ) (Formulesd Euler )

i0 —i0 . i0 —i0
V0 e IRona:| cosd = % et sing = %

VOelR; Vne Z. Ona:
X e + e’ = 2cod
X el — e? = 2ising

X e + e = 2cognh)
X e’ — e = 2jsin(nd)

EXERCICE 1

(O;T; V) est un repére orthonormé directBeSoientMo, M1, M2, M3,
[ 2n (4n
M4, Ms et Mg sept points d@ d'affixe respectifs :lzlze'( 7 >,22=el( 7 )
(B (B (A0r (A2
zz=e\7) z = NG >,zs _ () etz = (7). posons - 7.
1/ Prouver que tous les poinkd, appartiennent au cercle trigonomeétrique.

2/a- Calculera’.
b- Exprimerzy, z3, 4, Zs et zg en fonction dea.
-

c- Montrer alors qu&®©Mp+OM1+OM2+OM3+OM4+OMs+OMe=0
3/ Soitk € {0,1,2,3,4,5.
a- Prouver qua—1 = 2i sin(%)e'(7).

b- Montrer queM M1 = 25in(%).

c- Prouver que(OMk;OMk+1> = 27” [27].
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4/ SOItE = {M(2) < Ptel que E=L|- 1
Caracteriser géométriquement I'ensenible

3.Equations dans C

(Théoréme ) et

- Pour tout entier naturel non noj I'équationz” = 1 admet dan§ n

solutions distinctes définies par = e‘¥, I'entier k appartient a
{0,1,2,...{n-1)}.
» Les solutions de I'équatior’ = 1 sont appelées racines niemes de
l'unité.
X Le plan est muni d’un repére orthonormé dir€0t T; V).
Lorsquen > 3, les points images des racines niemes de 'unité sont les
sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle trayoétrique.

[Théoréme) et

Soita un nombre complexe non nul d’argumérgtn un entier naturel
non nul. L'équatiorz” = a admet dang n solutions distinctes définies
parz = re‘(%+¥), ke {0,1,2,...(n-1)}, our est le réel strictement
positif tel quer™ = |a].
» Ces solutions sont appelées racines niemes du nombre oaaple
X Le plan est muni d’un repére orthonormé diré@tU; V). Lorsque
n > 3, les points images des racines niemes de a sont les sommets
d’un polygone régulier inscrit dans le cercle de centre Ceaigon|al.

[Théoréme )

Soientae C* ef(b;c) € C2. Ona
aZ+bz+c=0 < z=-—

racine carrée da = b2 — 4ac.

Si z; etz, sont les solutions de I'équati@® + bz+ ¢ = 0 alors

»aZ2+bz+c=a(z—z1)(z—-22) »z1+ zzz—% > 71 X ZF%.

) _ —b+$6
2a Y%= 7o,

aveco une

(Théoréme )

Soit P un polynéme de degré niN*) a variable complexe.
Soitzp € C. Ona:

P(2)=0 |alors

il existe un polyndme Q de deg(a-1) tel
quevze Cona:P(z) = (z—2)Q(2).

EXERCICE 2

1/ Résoudre dan§ I'équationz? — (V2 +iy2)z+2i = 0
2/ Soitf un parametre réel au quel on associe I'équation

(Ep) : 22— 2€'9z+ 2e%% = 0.

a- Chercher les solutiomzt z de (Ey).

b- Mettre z et z sous forme exponentielle.

— ——> .

c- Calculer une mesure o(eC)Ml; OM2> avec M et M; les points
d’affixes respectivesizet z ( le plan étant muni d’un repére
orthonormé direc{O; U; V) ).

d- Déterminer la nature éxacte du triangle @¥Wb.
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EXERCICE 3

Soitf € ]0,z[. Soit 'équation i : 22— (e¥ -~ 1)z— 6+ 7€' — 2e?? = 0.
1/ a- Vérifier quez = (2 - €'?) est I'une des deux solutions dg.E
b- Trouver I'autre solution zde .
2/ On muni le plan complexe P a un repére orthono(@&i, V). Désignons
parl le point d’affixe 2 et paF = {M(2 - €")aved e ]0,z[}
a- Montrer queF est inclu dans un cercle de centre
b- caractériseF.

EXERCICE 4 bac 2005 session principale

Soité un réel de I'intervalld0, 2z[
1)a- Vérifier que(e? —i)? = —1 + e2¢ — jei?
b- Résoudre dans I'ensemifledes nombres complexes I'équation :
722 - 2Z +2ie"’ —-e?? = 0
2) On désigne pal; et M, les points d’affixes respective® et 2 — '
dans un plan rapporté a un repére orthonorme d(r@ctT),T)

a- Déterminer et construire 'ensembla décrit parM; lorsqued
varie dango, 2r[.
b- Calculer l'affixe du milieul du segmenfMiM2].
c- Déduire 'ensembl€, décrit parM; lorsqued varie dans
[0, 27[. ConstruireC,.
3)a- Montrer que(M1M,)? = 8(1 - sing).
b- Déduire la valeur dé pour laquelleM;M; est minimale.

EXERCICE 5 bac 1998 session principale

1/ Résoudre dans I'ensemhledes nombres complexes I'équation:
1+i)22-2z+1-i=0
2/ Soit m un nombre complexe de modyle. 2
Résoudre dang I'équation:mZ - 2z+m=0 (E)
oumest le nombre complexe conjugué de m.
3/ Dans toute la suite on premd = /2 € olia est un réel.
a- Montrer que les racines z’ et z” de I'équati@g) s’écrivent sous
la forme : z=€' (4 et 7=¢(7 "
b- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthong@nd, V)
On désigne par M’ et M” les points d’affixes respectives zzeét

par M le point d’affixe z+z". Montrer queZL/l/ = i. En déduire que les

_— 4
vecteursOM' et OM" sont orthogonaux.
c- Montrer que le quadrilatere OM’MM” est un carré.

EXERCICE 6

1/ Résoudre dans C l'equatiad - (5+ 3i)z+4+7i =0
2/ SoitP(z) = i3+ (3-8i)22 - (16— 19)z+21- 12
a- Montrer que I'équatiorP(z) = 0 possede une solution réelle que I'on précisera.
b- Trouver les nombres complexad etctels que Yz Con a
P(z) = (z— 3)(aZ2+ bz+ c).
c- Résoudre alorB(z) = 0.
3/ (O;U; V) est un repére orthonormé direct du plan.SoA(); B(2 + i) et
C(3+2i)
a) Dterminer la nature exacte du triangi&C.
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b) Trouver I'affixe du pointD pour queABCDsoit un carré.

EXERCICE 7

SOit(E) : 2+ (2-3))22 - (3+5i)z+2 -6 = 0

1/a) Prouver quéE) admet une solution réellg que I'on précisera.

b) Déterminer les nombres complexas etc tels que

22+ (2-3)2-(3+5)z+2i -6 = (z—2)(@Z +bz+c);vVze C

¢) Résoudre aloréE).

2/ Soit (O;U : V) un repére orthnormé direct de P. On concidére les

pointsA, B,etC d’affixes respectives-+2;-1+ 2i et 1+ 1.

B — Zp . L
a- Calculer 75 —Zc et le mettre sous forme trigonométrique.

b- Déduire que le triangle ABC est rectangle et isocele.
¢- Soit M un point du plan d’affixe ré ou r>0 et € [0;2r].

Déterminer r e pour queABCMsoit un carré.

EXERCICE §

- (2
1/ Montrer qugi? =;j3 = letl+j+j2=0aveq = €3 .

2/ Soit 'équation(E) : z* - 28+ 422+ 3z+5 = 0.

a- Montrer que si un complexa est solution d€E) alorsz; est aussi

solution de(E).
b- Verifier quej est une solution déE).
3/ Résoudre enfifE).
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