L. B. Monastir .. 4™ Math
. - Série n: 33 _
P.P. : Ali Zouhaier Séance n:

Chapitres Dérivabilité + déplacement + antidépl+ suite + ...

EXERCICE 1 .
Soit § un réel et (Ey) : 22— 2iz— 1 - e?’ = 0 on désignant par z, et z; les
solutions de (Ey) avec z” la solution qui s’'unnule quand 6 = %

1/ Sans résoudre (Ey) dire pouquoi arg(z, + zy) = % [2r]

2/a- Vérifier que z; = i + €".
b- Trouver alors z;.

3/ Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, T, V).
Soient les points A, M, et M}, d’affixes respectives i, i + €’ et i — e,
Soit 'ensemble (E') = {M{g quand 6 varie sur ]O,ﬂ]}. Déterminer (E').

4/ Soitf: P » P; M(2) — M'(Z) tel que Z = —z+ 2i
a- Montrer que f est une isométrie
b- Chercher les points fixes par f.

c- Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de f.

5/a- Vérifier que My = f(My)

b- Déterminer alors puis construire 'ensemble (E") = {My quand 0 varie sur IR}.
EXERCICE 2
Dans le plan orienté,on considéere un triangle ABC tel que AB = AC et

(A_B);E) = % [27] .Soit | le point tel que le triangle CAI soit isocéle

et rectangle avec (6&6’) = —% [2r].

1/ Mq il existe une seule rotation f telle que f(A) =1 etf(B) = C
2/ Déterminer son angle et construire son centre O.
3/ Quelle est la nature de OBAC ?
4/ Soit A la perpendiculaire & (BC) en B.Soit g = fo S, et H le projeté
orthogonal de B sur (OC).
a- Mg g n'a pas de points fixes et préciser la nature de g.
b- Mg g = Soc) © tzz. c- Déterminer la forme réduite de g.
EXERCICE 3 .
ABCD est un carré directde centre Oetl = AxD,J=Bx*xA K=CxD, Fest
le symétrique de B par rapport a A et E est le symétrique de C par rapport a D.
1/a- Montrer qu’il existe une seule rotation R telle que R(B)=D et R(C)=E.
b- Déterminer le centre de R.
c- Soit I'=R(l). Prouver que I'=AxF.
2/ Soient M point variable sur [BC] et N la point de (DC)\[DC) tel que DN=BM.

Montrer que quand M varie sur [BC], la médiatrice du [MN] passe par un point fixe.

3/ Posons ¢ = Ro Sag).
a- Calculer p(A), déduire que ¢ est une symétrie orthogonale.
b- Déterminer I'axe de ¢.
c- Soit M1 = Sg(M), Montrer que ¢(M1) = N.

4/ Soit Y = Ro S(|J).
a- Montrer que y est une symétrie glissante.
b- Déterminer I'axe A et le vecteur U de .

EXERCICE 4 D’aprés un devoir
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Dans le plan orienté on considere un losange ABCD de centre O tel que
(A_B>A_D>> = % [27]. On note |, J et K les milieux respectifs des segments
[AB], [BC] et [AD].
1/8.) Identifier les deux isométries RIS(DC) OS(DJ) etT = S(O,J) OS(DC).

b) Montrer que f = ToR est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.
2/ Soit M un point du segment [AB] et N un point du segment [BC] tel que

AM=BN et Q le point tel que IDNQ soit un parallélogramme.

a) Préciser R(M), en déduire f{(M) = Q.

b) Donner la nature du triangle JIMQ.
3/ Soit g 'isométrie du plan tel que g(A) = D, g(B) = Cetg(D) = B.

a) Montrer que g est un antidéplacement.

b) Montrer que g(O) = Jet g(K) = O puis identifier ty3 ° g.

c) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera I'axe et le vecteur.

4/Onnoteh=Rlogetp = SapyoR1og.
Déterminer h(B) et h(K) puis identifier h et ¢.
EXERCICE 5 .
Dans le plan orienté on considere un carre ABCD de centre | et de sens direct .
on désigne par J et K les milieux respectifs des cotés [AD] et [CD] , soit E le point
du plan tel que DBE soit un triangle équilatéral de sens direct
1/ 0On pose ¥ = t520Sc)
a- Déterminer W (A) et ¥(B).
b- En déduire que ¥ est une symétrie glissante et donner sa forme réduite.
2/a- Montrer qu'il existe un unique déplacement R qui envoi B sur A et A sur D.
b- Caractériser R.

3/ On pose ng( I oR(

r .. Caractériser g.
B =)

3
4/ Soit rzR(I’%) etonposet =gor?
a- Déterminer t(A) puis caractériser t.
b- Pour tout M du plan, on pose M3 = r(M) et et M, = g(M).
quelle est la nature de quadrilatere ABM;M;.
EXERCICE 6 bac 2005 session principale
Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonorme direct
(0, U,V), on donne le point A d’affixe 1. Soit I'application f de P
dans P qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z' tel
T i 1+i
que z = fz+1— 7 .
1) Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
2) Soit le point Mo d’affixe 2. On pose pour tout entier naturel n,

Mn.a=f(Mn). On désigne par z, I'affixe de M, et par Z, I'affixe du vecteur mn
a- Montrer que Z1 = €' .

E

b- Montrer que pour tout ne IN, Z, = e 4 .
c- En déduire I'ensemble des valeurs de n pour lesquelles les
points A, Mo et M,, sont alignés.
EXERCICE 7
On considere,dans le plan orienté,un triangle équilatéral ABC tel que

(A_B’;A_c’) =2 [27].50it Q = Sy (B).
I/ On concidere R la rotation d’angle % qui envoie A en C.
1/ Mg Q est le centre de R.

2/ Soit D = R(B). Montrer que C est le milieu de A et D. :
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3/ A tout point M du segment [AB] avec M = A et M + B.On associe
le point M’ du segment [CD] tel que AM = CM'.
Montrer que QMM'’ est un triangle équilatéral.
[1/Onpose O=AxC,K=BxDetH=QxD.
1/ Montrer gu'il existe un seul antidéplacement f tel que f(A) = C et f(B) = D.
2/ Construire le point C' = f(C)
3/ Montrer qu f n’a pas de point fixe. Soit S, o ty la forme réduite de f
a- Vérifier que A est la médiatrice de [BH].
b- Déterminer t3(H). Donner la forme réduite de f.
4/ Soit g = fo Sgcy. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

EXERCICE 8

Soit f la fonction définie sur ]1 , +oo par f(x) = 1+ —2X—
Ix2-1
1) a) Montrer que lim f(x) = +o et lim f(x) = 2. Interpréter ces

X-1* X—>+00
résultats graphiquement.
b) Dresser le tableau de variation de f.
c) C; admet-elle des points d’inflexions ? Justifier votre réponse
d) Tracer dans un repére orthonormé la courbe C;.
2)a) Montrer que I'’équation f(x) = x admet une unique solution a et que a € ]2, 3.

b) Montrer que pour tout x € [2, 3], on a: [f'(X)| < 1

3/3
S -1
D)

a) Montrer que vk > 2; f'(k+1) > f(k+ 1) — f(k) > f'(k)
b) Déduire que Vn > 2; f(n) —f(2) +f'(n) > S, > f(n) - f(2) +f'(2)
c) Prouver que (S,) est convergente.
4) Soit u la suite définie par et up = 2 et Up.1 = f(un); Vn € IN
a) Montrer que pourtoutne IN,ona:2< u, <3.
b) Montrer que pour toutne IN,ona:0< |Uun1 —a| <

3) Soit la suite (Sy),,, définie par : S, =

1
3/3
¢) En déduire que u est convergente et calculer sa limite.
EXERCICE 9

Soit (Un),n+ UNe suite reelle définie sur sur IN* par :
T . n . *
Uy = ;U2 = 1letuUp2 = ——Up; VN € IN*.
1 2 2 2 n+ 1 n

On admet que (un),\~ €st décroissnte sur IN*.
1/ Montrer par récurrence que Vn € IN*\{1};un > O.
2/ Etudier la convergence de (up).

x._ 2N Uzn.2
3/ Montrer que Vn € IN*; 5+ 1 < Ty S

U2ni2 ]
U2n+1

|un — o

4/ Préciser donc lim [

N—>+00

5/ EXprimer Uzn.1 PUIS U2n:2 €n fonction de n.
2
6/ Montrer, en conclusion, que lim [(2 x4x6x...x(2n) ) X 2n2+1 J:ﬂ

Moo 3x5x...x(2n-1)
EXERCICE 13 .
Soit f une fonction définie et continue sur [-1;1]; dérivable sur ]-1; 1]

et vérifiant f(0) = O et Vx € -1;1[;f'(x) = 1
J1-x2

1/ Montrer que f est impaire. ( On pourra étudier les variations de la fonction
F : x— f(x) +f(—x) ).
2/a) Vérifier que le T.A.F. est applicable a f sur [-1,x]; Vx € ]-1;1]
(T.A.F. signifie théreme des accroissements finis)
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b) A l'aide du T.A.F. prouver que f n'est pas derivable en -1.
3/ Procéder de méme pour justifier la non dérivabilité de f en 1.

4/ On pose g(x) = sinx, pour X € [—% %}
a- Etudier la continuité de fo g sur [—7 7} et la dérivabilité de fo g sur}—%, % [
b- Montrer que VX € }—7 7[ ona (fog)(x) —x =
c- Déterminer alors f(1) et f(-1).

5/ Soit la suite (Sy),y- définie par Vn € IN*; S, = %Xn:f( ' )

1=
Donner un encadrement de S, puis préciser sa limite.
EXERCICE 14
Soient f et g deux fonctions numériques a variable réelle, continues sur
[a,b] (a < b) et dérivables sur Ja,b[ et tel que Vx €]a,b[, g'(x) = 0.
On définit alors la fonction ¢ sur [a,b] par :

o(x) = Tx) — f(a) - (gx) - g(a)) 1D~ 1@

g(b) - 9@
1/ Calculer ¢(a) et p(b).
2/ Calculer ¢'(x) pour tout x de Ja, by[.
3/a- Montrer qu'il existe un réel ¢ de ]a,b[ par ¢'(c) = 0.
f(b) -f(a _ f(o)
gb)-g@ g0
4/ En déduire de ce qui précede que lim (x—x_s3,|m<) = %( on pourra poser

x-0

b- En déduire que

f(x) = x—sinx et gx) = x3).
EXERCICE 15 D’apers un devoir

Soit f une fonction dérivable sur IR vérifiant f(0) = 0 et Vx € IR;f'(x) = 1+1x2

[ ]2/ Montrer que f est impaire. ( On pourra étudier les variations de la fonction
F:x— f(X) +f(—x) ).
2/a- Prouver que f(1) < 1. (on pourra utiliser les inégalités des accroissements finis)
b- En étudiant les variations de la fonction K définie sur [1;+oo[, par

K(x) = f(x) + % montrer que f est majorée sur [1;+oo][.

c- En déduire que f admet une limite ( en +o.
[I'] Soit g la fonction définie par g(x) = f(x) + f(%); VX € IR*.

1/a- Etudier les variations de g. b- Déduire que ( = 2f(1).
T T

2/ On pose h(x) = tgx, pour x € }—7, 7[

a- Montrer que lim (foh)(x) = {
)
b- Montrer que VX € } i [ ona (foh)(x) = x

c- En déduire la valeur de ( puis de f(1).
3/ Construire la courbe (C) de f dans un repere orthonormé.
[lI'] 1/ Montrer que I'équation f(x) = 2x— 1 admet une solution unique a dans ]0,2].

2/ Soit la suite (un) . définie par:up = 0etVne INona -1+ Un1 = f(%uo

a- Montrer que ¥vn € INon au, € [0, 2].

b- Montrer que |un.1 — 28| < %|un — 2a|.

c- Déduire que la suite (un) est convergente et préciser sa limite.

Exercice 16
Soit la fonction f définie sur [O, % } par f(x) = x° - %x+ %
1/a- Dresser le tableau de variation de f.
1

b- Montrer que I'équation f(x) = x admet une seule solution o dans }O; 5[
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c- Prouver que Vx e [O; %} f(x) —a] < %|x— af
2/ Soit la suite (un) définie sur IN par : ug = % etun1 = f(up) ; Vne IN

a- Montrer que Vn € IN; O < u, < % etun # a

b- Prouver que Vn € IN; |un— a| < (%) n|uo — a| (on pourra profiter de 1/c-)

c- Montrer donc que (u,) converge Vers a.

n-1
3/ Montrer que Lim [Z ukJ = oo,
k0

N—>+00

Exercice 17
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O,T, V). Soit A le point

d'affixe —i. Pour tout 0 }—%; %} on désigne par fy I'application de C
dans C qui a tout nombre complexe z associe fy(z) = 22+ 2iz+e?? -1
| -1/ Résoudre dans C I'équation fy(z) = 0 on désignera par z; et z; les solutions
avec zy la solution qui s’annule pour 6 = 0.
2/ Donner la forme exponentielle de z;.
3/ Soit My le point d’affixe z;. Déterminer la valeur de 6 pour que
OAMj soit isocele en O.
Il - Dans cette partie on prend 6 = 0 et on note g I'application fo
Ainsi g(z) = 22 + 2iz
1/ Déterminer zg l'affixe du point B tel que zg=g(za).
2/ Soit M un point d’affixe z on note M’ le point d’affixe g(z).

a- Montrer que (?B_M\/)) = ZETA_T)) [27].

b- Montrer que si M(z) appartient au cercle de centre A et de rayon 1 alors
M’ appartient au cercle de centre B et de rayon 1.
c- Expliquer puis construire M’ image de M ( compléter la figure )

N

-

e d
\'

/ WM

A4

A\ 4

N /

Exercice 18 Vrai - Faux
1/ Soit (Un) o\ €t (V) deux suites réelles a valeurs dans [0; 1] et
telles que lim [u, x vp] = 1.

N—>+00

a-vVne IN; UpxVy <Vvp<1 |:|
b- (vn) est divergente |:|
2/ Si z est un nombre complexe différent de 1 et de module 1 alors %1
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est un imaginaire pur |:|
3/ Quand @ varie sur ]0;7] le point M(e™? + €?) varie sur un arc d’'un cercle D
4/ Si f est une fonction continue sur IR tel que I'équation f(x) =0 admet une
seule solution dans IR alors f est strictement monotone sur IR.
Exercice 19
On considére la suite (u,) définiepar: up = letups =un+1+ u% ou ne IN
1/ Montrer par récurrence que Vn € IN; up > 1.
2/ Mg (un) est croissante.
3/a- Etablirque Vvn e IN; 1 < Up1 —Un < 3
b- Montrer par récurrence que Vn € IN; n+1 < u, < 3n+ 1.
4/ Calculer la limite de (un).
5/ On pose pour tout n de IN :

_10 _11 _12 -1 2n 2n _1k
G M G W G & :g()

Vn et Wn = Vn_

uz tet U2n U2k U2n+1

a) Montrer que (vn) et (w,) sont adjacentes.
b) Donner un encadrement de L=Lim vp.

N—>+00

EXERCICE 4| (4 points)

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 1+ —2X—. On désigne par C;
IX2+1

sa courbe représentative dans un repéere orthonormé.
1/a- Montrer que pour tout x € IR; f'(X)= 1

Co)
b- Dresser le tableau de variation de f.
2/ Montrer que A(0, 1) est un point d’'inflexion de C;.
3/ Déterminer T la tangente la tangente a Ct en A.
4/a- En utilisant le théoreme des inégalités d’accroissements finis, prouver
gue pour tout xe [0,+o[ on a : f(x) — 1 < x.
b- Déduire la position relative de T et C;.
5/ Tracer enfin T et C;.

EXERCICE 7
1

1/ Soit f la fonction définie sur ]1;+oo[ par f(x) = o1 JX.

a- Etudier les variations de f.

b- En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « et que a €]1;2].

c- Prouver que I'équation f(x) = 0 est équivalante a g(x)=x avec g(x) = 1+ %
2/ Soit la suite (Un) - définie par: up = 1 et Upa = g(Un); V € IN

a- Montrerque V € IN; 1 < u, <2

b- Montrer que vx € [ 1, 2|, lg'(X <L
q [1, 2], [g'(0] Vg
1

42
d- Montrer alors que (u,) converge vers a
3/ Soit h la fonction définie sur [0; Z-[ par :

0 - Lethio - o (L) |iwxel0:5

c- Prouver que V € IN; |upa — af < lun — o]

- ST _ 1
a- Mq vx € [0; 1 [; h(x) 1ot
b- Mq h réalise une bijection de [0; Z[ vers un intervalle J qu’on précisera.

4
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