L. B. Monastir . 4°M®Math
: _ serie n : 44
P.P. : Ali Zouhaier

Chapitres: Intégrale + Log + ...

Exercice 1 bac 2011 (s. controle)
Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = f)l( %Sztdt

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant
la réponse.

1) Pour toutx >0, f’(x) > 0.

2) Pour tout x > 0, f(x) > 0.

3) f(2) <In(2).

Exercice 2 (5 points) Bac 2010 s. principale
1/ Soit la fonction f définie sur ]0;+oo[ par f(x) = In(x) — xIn(x) + x.
a- Calculer lim f(x); lim f(x) et lim TG
x=0+ X400 X400

b- Montrer que pour tout x >0; f’(x)z% —In(x).
2/ Dans la figure ci-dessous Cgq et Cy, sont les courbes représentatives dans un
repere orthonormé (OT’T) des fonctions g et h définies sur ]0;+o[ par
g(x) = < eth(x) = In(x).
Cy et Ch se coupent en un point d’abscisse f.

24

a- Par une lecture graphique donner le signe de f'(x).

b- En déduire le sens de variation de f .

c- Montrer que f(8) = f+ 1 4

B

3/ On désigne par C; la courbe représentative de f dans le repere (OT’T)

a- Etudier la position relative des courbes C; et Cy.
b- Montrer que la courbe Cs coupe I'axe des abscisses en deux points
d’abscisses respectives x; et X telles que 0,4 < x3 <0,5 et 3,8 <xz < 3,9.

c- Placer dans le repere (OTT) les points A(B,0) et B(O, %) et en déduire
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une cognstruction du point de coordonnées (B;f(B)).

d- Tracer Cs.

4/ Pour tout réel t de ]0;+o[\{f} on désigne par A(t) l'aire de la partie du plan S(t)

limitée par les courbes Cq et Cj, et la droite d’équation x=t.

a- Montrer que pour tout t de ]0;+[\{f}; A(t) = f(B) — f(t)

b- Soit to > . Hachurer S(to).

c- Montrer qu’il existe un réel unique t; dans ]0; g[ tel que A(t1) = A(to).
Hachurer S(t1).

Exercice 3 (5 points)

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0,+oo[ par : f(x) = % + In( 11)()
Al

1/a) Etudier les variations de f .
b) Donner une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.
2/ Tracer la courbe C; de f et sa tangente au point d’abscisse 1.
3/a) Montrer que f réalise une bijection de IR* sur un intervalle J a préciser.
b) Montrer que I'équation f (X) = x admet une solution unique a dans l'intervalle
]0;+00[ et que 0.5 <a <1 puis donner un encadrement de a d’amplitude 0.25 .

B/
1/a) Justifier pour tout entier naturel n non nul I'encadrement :rll < f:+1 % < %
;g agmldt 1
b) Vérifier que .jn 4 =5 —f(). X
o . - -
c) En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 < f(n) < D)

k=2n
2/ On considére la suite (S,) définie sur IN* par: S, = Y f(k).
k=n

a) Montrer que pour tout n € IN*, 0 < f(n) + f(n+ 1) +...+f(2n— 1) + f(2n)
b) Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x distinct de (-1) et de O,

1 —a,_b
nn+1) N n+1°

Aduire Iéaalité- __n+1
c) En déduire I'egalité: S, = n2ni 1)

d) En utilisant les questions précédentes, déterminer alors la limite quand n tend
vers +oo de la somme suivante :  f(n) + f(n+ 1) +...+f(2n— 1) + f(2n)
Exercice 4
1] Soit la fonction g : IRt » IR;x — X% — 3x+ 1+ Logx
1/ Etudier les variations de g.
2/a- Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique «.
b- Vérifier que 2,1 < a < 2,2.
3/ En déduire le signe de g(x).

on a:

1] Soit la fonction f défini : fx) = =X=1 _ c; désigne |
] Soit la fonction f définie sur ]0;-+oo[ par f(x) X2 — xLogx Ct désigne la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;T; ﬁ).

1/ Montrer que Vx €]0; +oo[; f'(x) = i)z
(x? — xLogx)
1
- ) . - - Y
2/ Vérifier que Vx €]0; +oo[; f(X) = X—Togx"
3/ Prouver que f(a) = a(a—l—l) déduire un encadrement de f(a).

4/ Dresser le tableau de variation de f.
5/ Tracer C; (en prendra a = 2,2)
6/ Calculer 'aire de la partie du plan limitée par C;, I'axe des abscisses, et les droites

d’équations respectives x = 1l et x = 2.

Exercice 5
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1/a- Montrer que pour tout t > 0; ﬁ <1

b- En intégrant prouver que Vx € IR*;In(1 + x) < x.

*x on admet que In(1+ x) = x si et seulement si x = 0
In(1+x) :
2/ Soit la fonction f : X — X s x>0 :
f(0) =1

1
On pose | = I f(x)dx.
0
a- Prouver que le réel | existe.
b- Donner une interprétation géométrique de |.
1
3/ Soit la suite (1) définie sur IN* par : I, = j L f(odx.
w

a- Vérifier que Vn e IN*; I,y = j " f)dX+ I,

1
b- Déduire que la suite (I,) est croissante sur IN*.

i
4la- Vérifier que Vn e IN*; I, = | —j " f)dx
0
b- Déduire que la suite (I,) est majorée.

1
5/a- A l'aide de 1/, montrer que ¥Vn € IN*;0 < I " f(x)dx < %
0

b- Déduire que lim I = 1.
Exercice 6 o
x2In<1+%> six>0
0 six=0

[)Soit la fonction f : X —

C; est la courbe représentative de f dans un repére R.
1/ Etudier la dérivabilité de f en O, interpréter géométriquement le résultat.
2/a- Montrer a l'aide des inégalités d’accroissements finis que :

VX > O; In(X;r(1> > xil'

b- Prouver que f est strictement croissante sur IR%.
3/a- Montrer que Vt > 0; t— %tz <In(1+t) <t- %tz + %t?
b- Prouver donc que lim [f(x) - X] = —%.

X—>+00

4/ Dresser le tableau de variation de f puis tracer C;.
[I) Pour n € IN*\{1} on pose la fonction f, : X — x”Log<1+ %) Vx € IR%.

1/ Montrer que f, est strictement croissante sur IR% (on pourra profiter de 1)2/a-)
2/ Montrer que I'’équation fy(x) = 1 admet une seule solution u, dans IR?.

3/ Veérifier que up > 1.

4/a- Montrer que Vx > 0; (1+x)" > 1+ nx.

b- Déduire que (1+ %)n > 2.

c- Montrer que Log| 1+ 1 1 > Log(%).
1+ n
d- Montrer enfin que u, < 1+ %

e- Calculer lim up.

N>+

5/ Calculer lim (un)".

N—>+00

Page : 3 :*‘fﬂif-"‘h
Toutes hes mati tous les miveaux...


http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

