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Chapitre : Espace + arithmétique + équation différentielle + ...

Exercice 1 d'aprés un devoir

L’espace E est rapporté a un repére orthonormé R.
On considére les points A(0,0,1) ;B(1,0,1),C(2,1,-1)etl(-2,1,2)
1/a- Déterminer AB A AC
b- En déduire que A, B et C déterminent un plan P dont on déterminera
une équation cartésienne
c- Calculer l'aire du triangle BCA
d- Déterminer la distance du point C au droite (AB)
2/a- Montrer que IABC est un tétraedre
b- Déterminer le volume V du tétraédre IABC
c- En déduire de ce qui précede la distance de | a P
3/ Soit S la sphére de centre | et passant par A .
Montrer que S et P sont sécants suivants un cercle (C) que I'on caractériser

4/ On désigne par h ’'homothétie de centre | et de rapport kz%

a- Déterminer I'expression analytique de h
b- Déterminer S’=h(S)
c- Déterminer A'=h(A) puis en déduire P’=h(P).
d- Montrer que P’'NS’ est un cercle (C')dont on précisera le centre et le rayon

Exercicen' 3 : ( 4 pointy )
ABCDEFGH est un cube daréte 1 . On munit Fespace du repere orthonorme direct 1::‘!. AR, AD . AE } {et] sontles

mifieun respectits des segments [AD] et (L0

1) a) Montrer que B A BG = F; .En déduire que le plan P = |B1{) a pour } 5 L ="
équation: X+ 2y —2z—-1=10. F = G
b) Calculer le volume du tétragdre 1B .
¢) Ladroite (£]) coupe F en un point [, . Déterminer les coordonnées de [, .
d) Montrer que les plans P et (£EF(F) sont sécants suivant une droite dont on
déterminera une représentation paramétrique . ,.a"'—’b u
2} Spit h I'homothétie de centre E et de rapport 2 . Calculer le volume du B n-’J—u:

tétraedre image de EIBG park .

3) Soit 5 la sphére de centre £ et passant par B et 5" I'image de 5 par la translation de vecteur AB .
al Maontrer que § et P se coupent suivant un cercle [C) dont on précisera le centre et le rayon .
bl Montrer que S et 5 se coupent suivant un cercle (€ Idont on précisera le centre et le rayon .
c) Donner les équations cartésiennes des plans Py et P, paralléles a P et tangents a 5.
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[EXERCICE N° 5 (6 points) %
1/ Soit f la fonction définie sur ]1,4co [ par : f(x) & En(

orthonormé (0,7, ]) \
a) Etudier les variations de f.En dédulré que vx Eﬁ.-i-m [, f(x) > O puis tracer la courbe (Cp)

y=0,x=a«a et x=2 . Caleuler limed (a)

an it

2/ Soit n € N'\[1}. Soit I'égluntign différentielle (E,,): ny' —y = =
a) Résoudre Péguation diffé tie e(B)emy —y=10 "
b) Délermineriﬁs réels a'@ A gudla fonction h: x — ax + b soit une solution de (E,)
¢) Montrer qu'une fonction' g e solution de I'équation (E,,) su et seulement si (g — 1) est une solution
de(E ). Donner la * Ie (E,) telque: g(n) =e— 1 - ?
3/ On posef, (x) = x=nin(1+—) ,vx €] —n—1,+o
a) Dresser le tableau de yariation de f,, et vérifier que f,(~2) = nf(n)
b) ‘Montrer.que Péquation f,,(x) = 0 admet dans [-2,-1] une unique solution a,. Montrer que g(o,) =

c) MnntrerqchinR x3f Ll ot et*dt = e* —1 — x-—fz-

d) On pose F(x) = fl 2 zt P"‘dl‘ , ¥ € BL. Montrer que ¥x << 0 on a: % < F(x) = - . En déduire limF(x)

x—=+0"
N thny 8
¢) Vérifier que: en = 1+a— 21ﬂz+—l"'( —) . En déduire que a, = '::lr —2':‘2 F[ﬁ)
| n
f) Montrer que lim 2 ay” F( ) 0. En déduire que lima, = -2

n —+ +oo n— e

Exercice 4| De mon livre : ELMOUFID 4émeMath- Tome 1

Soit f une fonction définie et continue sur IR et vérifie pour tout réel x :
3x
f(x) = —x + 2+Io f(%t)dt.
1/ Calculer f(0).
2/ Montrer que f est dérivable sur IR puis montrer que f est solution de
I'équation différentielle (E) : y' = 3y - 1.
3/ Expliciter donc f(x); vx € IR.

Exercice 5/ De mon livre : ELMOUFID 4™ Math- Tome 1

On se propose de résoudre I'équation différentielle
(B) 1y (0=y*(x) - y(X)
1/ Vérifierque f : x — 1-— ex 1

2/ Résoudre I'équation différentielle (Eo) : y'(X) = y(X) - 1

3/a- Soit y une fonction dérivable sur IR et qui ne s’annule pas sur IR.

Montrer que : y est solution de (E) < % est solution de (Eo)

est une solution particuliere de (E).

b- Résoudre alors (E).

4/ L’espace est muni d’un repéere orthonormeé (O,T’,T,F’). Soit
C={M(x,y) tels que y= f(x) et0 < x < 1} et S le solide obtenu
par rotation de C autour de I'axe (Ox). Calculer le volume V de S.

Exercice 6 | De mon livre : ELMOUFID 4émeMath- Tome 1

On désigne par f une fonction deux fois déivable sur IR et qui vérifie
les conditions suivantes: (1) :f(1) >0 (2):f'(1) =4
(3) : f est une solution de I"équation différentielle (E) : (y'(x))* - y2(x) = 7
1/ Montrer que f(1) = 3
2/a- Démontrer que pour tout réel x, f'(x) # 0.
b- Démontrer que pour tout réel x, f"(x)=f(x)
3/a- Résoudre les équation différentielles (E;) : Y =yet (Ez) : Yy =-V.
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b- Vérifier que (f +f) = f +f et (f—f) = —f +f
c- Expliciter enfin f(x); Vx € IR

» Exercice 7 <( 3,5 points) temps max. : 45 minutes

1/ Soit dans 7Z x 7 I'équation (E) : 44x + 35y = 17

a- Trouver deux entiers u et v tels que 44x+ 35y = 1 (0,5)
b- Déduire une solution particuliére de (E). (0,25)
c- Résoudre alors (E). (0,5)
2/ Soit la suite d’entiers (u,) définie sur IN par : u, = 8" + 621
a- Montrer que Vn € IN; up=0 [7] (0,75)
b- Montrer que vn e IN*; 22" divise up. (0,5)
3/ Résoudre dans 7 x Z I'équation (E') : 11u;x — upy = 3808. @

Exe-2-( 4 points)
Pour tout entier naturel n on pose a, = 2x10" +1 .
Y
a- Montrer que pour tout entier naturel n @, est divisible par 3
b- Discuter swivant n le reste de la division euclidienne de . par 11.
c- En déduire que pour tout N @, et 11 sont premiers entre eux
2/ On considére dans ZxZ 1'équation (E) @ azx + Ily =1
a- Justifier que (E) admet au moins une solution
b- Résoudre alors (E) dans ZxZ

3/ Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (o ,7, 7 ). On considére le point A,
a!
. Is—
d'affixe z, =2¢ ¢
a- Montrer que pour tout nde IV . A, appartient a un cercle fixe que 'on précisera
b- Montrer que pour tout Nnonnulona A, £ {—1 .4,

Les suites (a,) et (b,,) sont définies sur M par: @, = 3 et a,., = 2a, =1, by = 1et by, = 2b, + 3
1) Montrer que pour tout entier naturel n, a, = 2" +1 .
2) a) Calculer le PGCD de a; etay puis celui de agzyyg et azgs; -

b) a, et a, 1 sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel n ?

3) a) Montrer que pour tout entier naturel n , 2a,, — b, =5 puis exprimer b, en fonctionde n.
b) Etudier suivant les valeurs de l'entier naturel p le reste de la division euclidienne de 27 par5.
c)Onnote d, le PGCD dea, et b, . Montrerque Yne€ N, d,=1oud,=5.

En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que PGCD(a, b,) = 1.

Exercice 10 (bac)

On considére dans Z x Z I'équation (E) : 35u—96v = 1.
1/ Vérifier que le couple (11, 4) est une solution de (E).
2/ Résoudre (E).
3/ On considére dans IN I'équation (F) : x3° = 2 (mod 97).
a- Soit x une solution de (F).
i) Prouver que 97 est un nombre premier et que x et 97 sont premiers entre eux.
i) Montrer que x% = 1 (mod 97) et x = 21! (mod 97)
b- Soit x un entier naturel. Montrer que si x = 2! (mod 97) alors x est solution de (F).
c- Montrer que I'ensemble des solutions de de (F) est 'ensemble des entiers naturels
de la forme 11+97k avec k € IN.

Exercice 11 (exercice 8 page 201)
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1/ Vérifier que la fonction u : x — 2 est une solution de I'équation
différentielle y'+2y=y?2.

2/ Soit E 'ensemble des fonction f dérivables sur IR, qui ne s’annule pas
sur IR, telles que f(x)+2f(x)=(f(x))? pour tout réel x
a- Vérifier que I'ensemble E est non vide.

b- Soit f une fonction de E. Montrer que g:% est une solution d’'une équation

différentielle de la forme y’=ay+b ou a et b sont deux réelles.
c- Déterminer alors E.
Exercice 12 (exercice 22 page 203)
On se propose de déterminer les fonctions continues sur IR et vérifiant
I'équation (E) : Vx € IR, f(X) = x+ jZf(t)dt.
1/ Montrer que si une fonction f vérifie (E) alors f est dérivable sur IR.
2/ Montrer que toute solution de (E) est solution de I'équation différentielle
(E):y =y+1.
Réciproquement, quelle condition doit vérifier une solution de (E') pour étre

une solution de (E)
3/ Résoudre (E).

Exercice 5

L. On considére 'équation (Eq)
T

br — 5y =
dont les inconnues et y sont des entiers relatils.

(a) On suppose que le couple d'entiers (z,y) vérilie 62 — 5

-
i

Y=
Démontrer que = = 2 [r‘]

(b) En déduire tous les couples d'entiers, solutions de 'équation (Eq).

7

2. Application : dans le plan nmmni d'un repére (O ¢, 7 ). on note A la droite d'équation

Ll

b — by =7

Déterminer le nombre de points de A dont les coordonnées sont des entiers naturels et

dont U'abseisse est inférieure & 500,

3. On considére a présent équation (Ea)

~ 2 2 —
b — by =T

dont les inconnues et y sont des entiers relatils.
(a) Veérilier que si le couple (z5y) est solution de (Ey). alors

=2 [5]

(h) Démontrer que, pour tout entier e, o est coneru a 0, 4 1 ou a 4 modulo 5.

(¢) Quel est ensemble solution de 'équation (Ey) 7
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