L. B. Monastir . 4°M®Math
Série n : 59

P.P. : Ali Zouhaier Séance n:

Chapitre : Arithmétique + Equation différentielle + ...

Exercice 1 D’apres un devoir
1)
1/ Déterminer les restes de la division euclidienne de 4" par 9 pour n entier naturel.
2/ Soit le nombre A = (3n—-1)4" + 1.
a- Veérifier que pour tout n = 3q, le nombre A est divisible par 9.
b- Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre A est divisible par 9.
1))
1/ On considére I'équation (E) : 8x+ 5y = 1 ou (x,Yy) est un couple d’entiers relatifs.
a- Donner une solution particuliere de (E).
b- Résoudre (E).
2/ Soit N un entier tel que { N=118]
N =2 [5]
Démontrer que N = 17 [40]
3/ On considére dans 72 I'equation (E') : 8x+ 25y = 5.
a- Démontrer que si (x,y) est une solution de (E') alors x = 0 [5]
b- Résoudre alors (E').
4/a- Soit d = X A y oul (x,y) est solution de (E'), déterminer les valeurs de d.
b- Déterminer 'ensemble des solutions de (E') dont le pgcdest 5.

Exe-2-( 4 points)
Pour tout entier naturel n on pose a, = 2x10" +1.
1
a- Montrer que pour tout entier naturel n @, est divisible par 3
b- Discuter swivant N le reste de la division euclidienne de a, par 11
c- En déduire que pour tout N a, et 11 sont premiers entre eux
/ On considére dans ZxZ 1'équation (E) : azx + 1ly =1
a- Justifier que (E) admet au moins une solution
b- Résoudre alors (E) dans ZxZ

/ Le plan complexe est rapporté i un repére orthonormé (¢ ,7, ). On considére le point A,

]

(¥ 5]

Ay
. Iem—
d'affixe z, =2¢ *

a- Montrer que pour tout n de IV . A, appartient a un cercle fixe que I'on précisera
b- Montrer que pour tout nnonnul ona A, £ {A .4, ;

» Exercice 3 <|( 3,5 points ) temps max. : 45 minutes
1/ Soit dans 7Z x 7 I'équation (E) : 44x+ 35y = 17

a- Trouver deux entiers u et v tels que 44x + 35y = 1 (0,5)
b- Déduire une solution particuliére de (E). (0,25)
c- Résoudre alors (E). (0,5)
2/ Soit la suite d’entiers (u,) définie sur IN par : u, = 8"+ 621
a- Montrer que Vn € IN; up=0 [7] (0,75)
b- Montrer que vn e IN*; 22" divise un. (0,5)
3/ Résoudre dans Z x 7 I'équation (E') : 11u;x — upy = 3808. (1)
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Exercice 5

L. On considére 'équation (Eq)

[y ¥

br —

ri
i

y=
dont les inconnues et y sont des entiers relatifs.

(a) On suppose que le couple d'entiers (z,y) veérilie 60 — 5y = 7,
Diémont rer que r = 2 [S]
(b) En déduire tous les couples d'entiers, solutions de 'équation (Eq).

t

2. Application : dans le plan nmmni d'an repére (O ¢, 7 ). on note A la droite d’équation

Lrd
i

b — by =

Déterminer le nombre de points de A dont les coordonnées sont des entiers naturels et
dont 'abscisse est inlérieare a 500,

3. 0n considére a présent 'éguation (Ea)
~ 2 . —
Gr® — by =7

dont les inconnues et y sont des entiers relatils.

(a) Vérilier que si le couple (z;y) est solution de (FEy). alors

r? =2 [5]

(1. . . 2 sy . -
(b} Démontrer que, pour tout entier e, o est congru a 0. 4 1 on a 4 modualo 5.

(¢) Quel est ensemble solution de 'éguation (Ey) 7

Exercice 5 (exercice 8 page 201)

1/ Vérifier que la fonction u : x — 2 est une solution de I'équation
différentielle y'+2y=y?.
2/ Soit E I'ensemble des fonction f dérivables sur IR, qui ne s’annule pas
sur IR, telles que f'(x)+2f(x)=(f(x))? pour tout réel x
a- Veérifier que I'ensemble E est non vide.
1

b- Soit f une fonction de E. Montrer que 9=+ est une solution d’une équation

différentielle de la forme y’=ay+b ou a et b sont deux réelles.
c- Déterminer alors E.

Exercice 6 (exercice 22 page 203)
On se propose de déterminer les fonctions continues sur IR et vérifiant
I'équation (E) : Vx € IR, f(X) = x+ j:f(t)dt.
1/ Montrer que si une fonction f vérifie (E) alors f est dérivable sur IR.
2/ Montrer que toute solution de (E) est solution de I'équation différentielle .
s
Toutes bes mati
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(E):y =y+1
Réciproquement, quelle condition doit vérifier une solution de (E') pour étre
une solution de (E)

3/ Résoudre (E).

Exercice 7 bac
On désigne par f une fonction déivable sur IR et par f' sa fonction dérivée.
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :
(1) : pour tout réel x, f2(x) = (f')%(x) — 4.
(2) :f'(0) = 1.
(3) : la fonction f' est dérivable sur IR.
1/a- Démontrer que pour tout réel x, f'(x) # 0.
b- Calculer f(0).
2/ Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = f(x) ou f” désigne la dérivée seconde
de la fonction f.
3/a- Vérifier que (f +f) = +f et (f—f) = —f +f
b- Résoudre les équation différentielles (E) 1y = yet (E') : y = -y.
c- En déduire que pour tout réel x , f(x) = e*—e™.

Exercice 8
Soit I'équation différentielle (E) : y"(x) + 4y(X) = x.

1/ Vérifier que la fonction f : x — %x est une solution particuliere de (E).

2/ Résoudre I'équation différentielle (Eo) : y"'(X) + 4y(x) = 0
3/ Soit z(x) = y(x) — f(x).
Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution de (Eop).
4/ Résoudre enfin I'équation différentielle (E).
5/ Soit h la solution de (E) qui s’annule en 0 et telle que j; h(x)dx = 1.

Exprimer h(x) en fonction de x.

Exercice 9  bac

Soit I'équation différentielle (E) : y'(x) + 4y(x) = 3sinx) (1)

On pose y(X) = u(x) + asinx ou u est une nouvelle fonction inconnue et a une

constante réelle.

1/ Pour quelle valeur de « la fonction u vérifie-t-elle I'équation différentielle
u”(x) + 4u(x) = 0, (2) lorsque y vérifie (1) ?

2/a) Résoudre I'équation différentielle (2).
b) En déduire toutes les solutions de (1).

3/ Montrer qu’il n’existe qu’une solution de (1) vérifiant les conditions :
y(%) = 0ety'(r) = 0. Déterminer cette solution.

Exercice 10 (exercice 27 page 205)
Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cogx) — sin(x).
1/ Montrer que pour tout réel x, g'(x) = g(r — X).
2/ On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables
sur IR vérifiant pour tout x réel, f'(x) = f(r — x).
a- Montrer que f est deux fois dérivables et que f est une solution de
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I'équation différentielle y"+y=0.
b- Déterminer les fonctions f.

d) Epidéduire toutes les salutions de (E). .
2/ k étant@iiéel donné, on nate f, 1a fonction définie sur R par: f,(x)=(x+k Je*. Dresser le tableau de variation de f,.

TR e

3/ Soit la sult : {iphdéfinia par_Jj; = I ¢ de et¥ne M: I =Iu *ed

- u . =
@) Calcule -

‘ un‘g%atiun par parties, démontrer |'égalité :

e (=21 @ +(n+1)1,. En déduire I, et ).
4/ Le graphique représente une courbe ¢, d’une fonction fi. dansun
repére orthaipormé, définie 4 la 2/ question .

a) A l'aide des renseignements donnés par le graphique, déterminer
la valeur du nombre réel k correspondant.

b) Soit § I"aire de la partie hachurée (en unité d’aire) : exprimer S en
fonction de /, et I; et en déduire sa valeur exacte.

Exercice 12 d’apres un devoir
Partie A
Soit I'équation différentielle (E) : y' — 3y = —=3&
q (E) 1y -3y (11e%)
On donne une fonction ¢ dérivable sur IR et la fonction f définie sur IR par :
f(x) = ep((X) ; Vx € IR
1/ Montrer que f est dérivable sur IR et pour tout réel x, exprimer ¢'(x) — 3p(x)
en fonction de f'(x).

2/ Déterminer f de sorte que ¢ soit solution (E) et ¢(0) = %.
Partie B
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = %. On désigne par C; la courbe

représentative de f dans un repére orthogonal d’unité graphique 2 cm.
1/ Déterminer les limites de f en - et en +o0, puis étudier les variations de f.
2/ Tracer C;.

3/ Pour a réel non nul, on pose |, = jgf(x)dx.

a- donner le signe et une interprétation graphique de I, en fonction de a.
b- Exprimer I, en fonction de a.
c- Déterminer la limte de I, lorsque o tend vers +o.

Partie C

On définit sur IN* la suite u par u, = j;f(x)e%dx.
1/a- Donner pour tout n de IN* le signe de up.
b- Donner le sens de variation de la suite u.
c- La suite u est-elle convergente?
2/a- Montrer que pour tout n de IN*, 11 < U, < e 4.
b- En déduire la limite de la suite u et donner sa valeur exacte.
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