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Exercice 1 D’après un devoir

I)
1/ Déterminer les restes de la division euclidienne de 4n par 9 pour n entier naturel.
2/ Soit le nombre A � �3n � 1�4n � 1.

a- Vérifier que pour tout n � 3q, le nombre A est divisible par 9.
b- Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre A est divisible par 9.

II)
1/ On considère l’équation �E� : 8x � 5y � 1 où �x,y� est un couple d’entiers relatifs.

a- Donner une solution particulière de �E�.
b- Résoudre �E�.

2/ Soit N un entier tel que
N � 1 �8�

N � 2 �5�

Démontrer que N � 17 �40�
3/ On considère dans �2 l’equation �E �� : 8x � 25y � 5.

a- Démontrer que si �x,y� est une solution de �E �� alors x � 0 �5�
b- Résoudre alors �E ��.

4/a- Soit d � x � y où �x,y� est solution de �E ��, déterminer les valeurs de d.
b- Déterminer l’ensemble des solutions de �E �� dont le pgcdest 5.

� Exercice 3 � ( 3,5 points ) temps max. : 45 minutes

1/ Soit dans � � � l’équation �E� : 44x � 35y � 17
a- Trouver deux entiers u et v tels que 44x � 35y � 1 �0,5�
b- Déduire une solution particulière de �E�. (0,25)
c- Résoudre alors �E�. (0,5)

2/ Soit la suite d’entiers �un� définie sur IN par : un � 8n � 62n�1

a- Montrer que �n � IN; un � 0 �7� (0,75)
b- Montrer que �n � IN�; 22n�1 divise un. (0,5)

3/ Résoudre dans � � � l’équation �E �� : 11u1x � u2y � 3808. (1)
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Exercice 5 (exercice 8 page 201)
1/ Vérifier que la fonction u : x � 2 est une solution de l’équation

différentielle y’�2y�y2.
2/ Soit E l’ensemble des fonction f dérivables sur IR, qui ne s’annule pas

sur IR, telles que f’(x)�2f(x)��f�x��2 pour tout réel x
a- Vérifier que l’ensemble E est non vide.

b- Soit f une fonction de E. Montrer que g� 1
f

est une solution d’une équation

différentielle de la forme y’�ay�b où a et b sont deux réelles.
c- Déterminer alors E.

Exercice 6 (exercice 22 page 203)
On se propose de déterminer les fonctions continues sur IR et vérifiant
l’équation �E� : �x � IR, f�x� � x � �

0

x
f�t�dt.

1/ Montrer que si une fonction f vérifie �E� alors f est dérivable sur IR.
2/ Montrer que toute solution de �E� est solution de l’équation différentielle
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�E �� : y � � y � 1.
Réciproquement, quelle condition doit vérifier une solution de �E �� pour être
une solution de �E�

3/ Résoudre �E�.

Exercice 7 bac
On désigne par f une fonction déivable sur IR et par f’ sa fonction dérivée.
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :
�1� : pour tout réel x, f2�x� � �f ��2�x� � 4.
�2� : f ��0� � 1.
�3� : la fonction f’ est dérivable sur IR.

1/a- Démontrer que pour tout réel x, f ��x� �� 0.
b- Calculer f�0�.

2/ Démontrer que pour tout réel x, f ���x� � f�x� où f” désigne la dérivée seconde
de la fonction f.

3/a- Vérifier que �f � � f� � � f � � f et �f � � f� � � �f � � f

b- Résoudre les équation différentielles �E� : y � � y et �E �� : y � � �y.
c- En déduire que pour tout réel x , f�x� � ex � e�x.

Exercice 8
Soit l’équation différentielle �E� : y ���x� � 4y�x� � x.

1/ Vérifier que la fonction f : x � 1
4

x est une solution particulière de �E�.

2/ Résoudre l’équation différentielle �E0� : y ���x� � 4y�x� � 0
3/ Soit z�x� � y�x� � f�x�.

Montrer que y est solution de �E� si et seulement si z est solution de �E0�.
4/ Résoudre enfin l’équation différentielle �E�.
5/ Soit h la solution de �E� qui s’annule en 0 et telle que �

0

�
h�x�dx � 1.

Exprimer h�x� en fonction de x.

Exercice 9 bac
Soit l’équation différentielle �E� : y ���x� � 4y�x� � 3sin�x� (1)
On pose y�x� � u�x� � �sinx où u est une nouvelle fonction inconnue et � une
constante réelle.
1/ Pour quelle valeur de � la fonction u vérifie-t-elle l’équation différentielle

u���x� � 4u�x� � 0 , (2) lorsque y vérifie (1) ?
2/a) Résoudre l’équation différentielle (2).

b) En déduire toutes les solutions de (1).
3/ Montrer qu’il n’existe qu’une solution de (1) vérifiant les conditions :

y� �
2
� � 0 et y ���� � 0. Déterminer cette solution.

Exercice 10 (exercice 27 page 205)
Soit g la fonction définie sur IR par g�x� � cos�x� � sin�x�.
1/ Montrer que pour tout réel x, g��x� � g�� � x�.
2/ On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables

sur IR vérifiant pour tout x réel, f ��x� � f�� � x�.
a- Montrer que f est deux fois dérivables et que f est une solution de
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l’équation différentielle y”�y�0.
b- Déterminer les fonctions f.

Exercice 12 d’après un devoir
Partie A

Soit l’équation différentielle �E� : y � � 3y � �3e
�1 � e�3x�2 .

On donne une fonction � dérivable sur IR et la fonction f définie sur IR par :
f�x� � e�3x��x� ; �x � IR

1/ Montrer que f est dérivable sur IR et pour tout réel x, exprimer � ��x� � 3��x�
en fonction de f ��x�.

2/ Déterminer f de sorte que � soit solution �E� et ��0� � e
2

.

Partie B

Soit la fonction f définie sur IR par f�x� � e�1�3x�

1 � e�3x . On désigne par Cf la courbe

représentative de f dans un repère orthogonal d’unité graphique 2 cm.
1/ Déterminer les limites de f en -� et en ��, puis étudier les variations de f.
2/ Tracer Cf.

3/ Pour � réel non nul, on pose I� � �
0

�
f�x�dx.

a- donner le signe et une interprétation graphique de I� en fonction de �.
b- Exprimer I� en fonction de �.
c- Déterminer la limte de I� lorsque � tend vers ��.

Partie C

On définit sur IN� la suite u par un � �
0

1
f�x�e

x
n dx.

1/a- Donner pour tout n de IN� le signe de un.
b- Donner le sens de variation de la suite u.
c- La suite u est-elle convergente?

2/a- Montrer que pour tout n de IN�, I1 � un � e
1
n I1.

b- En déduire la limite de la suite u et donner sa valeur exacte.
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