L. B. Monastir .. 4°MMath
série n: 12

P.P. : Ali Zouhaier Séance n:

Chapitres :Nombres Complexes + Limite - Continuité + Suite +...

Exercice 1 Vral - Faux

1/ Soient les suites (un) et (vn) définies paru, = 1 - ni 1 et
Vhp =1+ 1 .vnelN (un) et (vn) sont adjacentes |:|

n+2’
2/ Soit I'équation (E,) : az? - 2iz+ a = 0 avec a un parametre complexe
Si |a] = V2 alors (Ea) admet deux solutions imaginaires pures |:|

3/ Si Z et Z' sont les solutions de I'équation z% — (1+i)z+(1+ cos?ﬁ)e‘%:o

arqZ +2') = - [2r] [

Exercice 2 D’aprés un devoird’apres un devoir (Iegérement modifié)

4x + 3

1/ Soit f la fonction définie sur ] — 6,+o0[ par f(x) = 16

a- Etudier les variations de f sur ] — 6; + oo[.
b- Montrer que pour tout réel xde [0, 1[; 0 < f(x) < 1
c- Montrer que pour tout réel x de [0, 1[; f(x) > X.
2/ On donne la suite (u,) définie sur IN par up = 0 et up,1 = f(un), Vn € IN.
a- Montrer par récurrence que pour tout entier natureln; 0 < u, < 1
b- Montrer que u, est croissante.
c- Prouver alors que (un) converge et préciser sa limite.

3/a- Montrer que pour tout n de IN ; Jun1 — 1| < %|un - 1]
b- En déduire que pour tout entier naturel n; Ju, — 1] < (%)n

c- Retrouver la limite de (up).

4/ On donne la suite (vy) définie par v, = 1 - 4

Un+3°
a- Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on précisera la raison q.
n

b- Pour tout nde IN on pose S, = Z C
= Uk + 3

Exprimer S, en fonction de n puis calculer lim S;.

N>+

Exercice 3 D’aprées un devoir

1/ Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = %

a- Dresser le tableau de variation de f.
b- Montrer que Vx €]0;+w[; f(X) > V2.
c- Montrer que vx > J2; f(x) < x.

2/ Soit la suite (un) défini sr IN* par : ug = % et U1 = f(un); Vn e IN

a- Montrer que vn € IN; up > 2.
b- Montrer que (un) est décroissante.
c- Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite.

3/a- Montrer que ¥n € IN*; 0 < Up1 — 42 < %(un— ﬁ)
g 1\"
b- En déduire que ¥n € IN*; 0 < un— 42 < (§>
c- Retrouver la limite de (up).
Exercice 4
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Soit la suite (Un) ., définie par : up = 1 et U1 = Uy +%; vn e IN
n

1/a- Montrer que Vn € IN; u, > 1.
b- Déduire que la suite (un), .\ €St croissante.
2/a- Montrer par I'absurde que (u,) n’est pas majorée.
b- Préciser alors la limite de (up).
3/a- Montrer que Vn € IN; Un1 > Uy + 2.
b- Déduire que Vn € IN; u, > 2n+1
4/a- Montrer que VK € IN; 2 < U1 — Uk < 3
3n(n+1)

n
b- Déduire que Vn € IN;n(n+ 1) < D" K(Uk1 — Uk) < 5
pary

n
c- Déterminer lim [n_13 D k(Ui — uk)}.
k=0

Exercice 5 (6,5 points)

Soit la suite (un) ., définie par : up = -1 et Un1 = Un+ 2Un_. vp e IN

1-un’

1/a- Montrer que Vn € IN; u, < —1.
b- Deduire que la suite (un), .\ €st décroissante.
2/ Montrer par I'absurde que (u,) n’est pas convergente.
3/a- Montrer que Vn € IN; Up1 < Uy — 1.
b- Prouver alors que Vn € IN; up < -1-n.
c- Trouver la limite de (un).
4/ Soit la suite (vn) définie par : vn = Uni1 — Un.

a- Montrer que Vn e IN; -2 < v, < -2+ 2
2+n

b- Etudier donc la convergence de (vn).
n
5/ Soit la suite (Sy) . définie par S, = n_13 > _(k.vk) pour tout n de IN*
k=1

Prouver que lim S, = 0.

N—+c0

Exercice 6 Extrait d'une série d'un collegue

Soit (up) la suite réelle définie sur IN par : ug = 1 et Up;1 = Un + 11:2ud‘ ; Vne IN
n

1/ Montrer que pour toutnde INon a: u, > 1.

2/ Montrer que (u,) est croissante.

3/a- Montrer que si (un) est majorée alors (u,) est converge vers —1.
b- Déterminer alors lim up.

N—+co

4/a- Montrer que pour toutnde INon a: Uy > Uy + %

b- Retrouver alors lim up.
N—>+00
5/ Soit (v,) la suite définie par : Vn € IN; vy = Uns1 — Un.
1 1

- . < —_ —_
a- Montrer que vn € IN; v, >+ 20

b- En déduire que (vn) est convergente et donner sa limite.

Exercice 7 d’apres un devoir
X cos% six<0
Soit f la fonction définie par f(x) = X2(JX — 1) _
— six>0
—X*—=X+2
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Calculer lim f(x) et lim f(TX) Interpréter le résultat graphiqguement.
X400 X400

3)a- Encadrer f(x) pour x €] — o, 0[.

ABevoir.tn
Page : 2 03/01/20 gyypes tes mﬂnﬁﬁt les Miveau...



http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

b- Calculer alors lim f(x) puis montrer que f est continue en 0.

x-0~

c- Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.
d- f est-elle prolongeable par continuité en 1 ?

4) Soit g la fonction définie sur I=[ 1, 2] par g(x) = f(—x + costx)
Montrer que g est continue sur I.

Exercice 8| d’aprés un devoir

Dans le repere (O; ?T) ci-dessous, est tracé les courbes représentatives (C)

et (C') respectives des fonctions f et g. La fonction f est définie sur ]-0,—1] et
la fonction g est définie sur ]2;4].

1/ Donner graphiquement : f(-1), f(-2), g(4), g(3), lim f(x) et lim g(x).

X2+

2/ En déduire g o f([-2,-1]) et lim go f(x).

X—>—00
3/a- Montrer que pour tout réelaetbtelsquea< b < -1; onago-f(a) > gof(b)
b- En déduire le sens de variation de la fonction gof sur ]-co,—1].

4/ Prouver que I'équation gof(x) = % admet une unique solution a dans -2; —1].

Exercice 9

Pour tout n € IN*\{1} on considere la fonction f, définie sur IR* par :
fa(X) = =1+ %2+ x3 +....+x".

1/ Dresser le tableau de variation de fi,.

2/a) Calculer fn(1).
b) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet une solution unique up.

On construit ainsi une suite (Un) ...

3/a) Montrer que pour tout n > 2; up €]0; 1]

b) Prouver que fn.1(un) > 0, déduire la monotonie de (un)

c¢) Justifier la convergence de la suite (un).
1 _ un+l
i—.Vvn>3
1-u,
b) Prouver que lim u}' =0

N—>+00

4/a) Montrer que 2-u, =

c) Déterminer enfin lim up.

N—>+o0

Exercice 10 Bac

1)a- Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation:

2?2-/3z+1=0
b- Ecrire les solutions trouvées sous forme exponentielle. - A
_ ABevoir.th
Page : 3 03/01/21 Toutes bes mati fois bes miveaux...


http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

c- Résoudre dans C I'équation : z* — /372 +1 = 0.
2/ Soit 0 un réel de l'intervalle ] — %; % :
a- On considére dans C I'équation (E) : z> — (2sinf)z+1 =0
vérifier que €(27) et e(Z) sont les solutions de (E).

b- Résoudre dans C I'équation : z* — (2sin9)z> + 1 = 0.

Exercice 11 | Bac Tn 2003 s. controle

On considére dans C I'équation (E) suivante :
(E):2-2(J3+i)22+4(1+iJ3)z-8 =0
1/a- Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que I'on
déterminera.
b- Résoudre (E) dans C.
c- Donner la forme exponentielle de chaque solution de (E).
2/ Soit 8 un réel et Ey I'équation :
(Eo) : 22-29(/3 +i)22 + 462 (1+i/3)z-8ie¥ = 0
a- Démontrer que : (ze?) est solution de (E) si et seulement si z est
solution de (Ey).
b- En déduire les solutions de (E,) suivante :
2+2(J3+1)2+4(1+iJ3)z+8 =0
3/ Représenter dans le plan rapporté a un repere orthonormeé direct
(O, U, V) les images des solutions des équations (E) et (E,) et vérifier
gu’elles sont les sommets d’un polygone régulier

Exercice 12 d’apres un devoir
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, V), on concidére
les points A(1) et B(-i), a tout point M(z # —i) on associe M'(Z) tel que Z = ﬁ

1/ Déterminer I'ensemble des points M(2) tel que |Z|= 1.
2/ Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que Z' est réel.
3/a- Vérifier que (Z +i)(z+i) = -1 +i

b- En déduire que : BM.BM' = /2 et (E,——B_M\))+ (UB—I\/I’)> = %Tﬂ [2r].

Exercice 13 d’aprés un devoir

1) Soient a un nombre complexe non nul a différent de (i) et (E)

I'équation 22 - (i + a+ia)z—a+ia® = 0.

a- Vérifier que (ia) est une solution de (E).

b- En déduire que l'autre solution de (E) esti + a.

c- Retrouver les solutions de (E) a l'aide du calcul du discriminant A.
2) Dans le plan P, muni d’un repére orthonormée direct (O, U, V).

On considere les points A et B d’affixes respectives iaet (a+1).

a- Ontrer que OA.OB = Re(a).

b- En déduire que :

Le triangle OAB est rectangle en O si et seulement si a est imaginaire.

c- Déterminer alors a pour que le triangle OAB soit rectangle et isocele en O.
3) On suppose que a = € ol a e]%, % .

a- Ecrire za et zg sous forme exponentielle.

b- Déterminer I'ensemble décrit par chacun des points A et B lorsque

a varie dans ]%, %[.

_ :*‘vﬂiri’rn
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Exercice 9

Up=1
Soit (Un) .y la suite définie sur IN par °

Un1 = U3+ 2Un; VN € IN
. ABevoir.tnh
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1/a- Montrer que Vn € IN; u, > 0.
b- Montrer que la suite (un) est croissante.
c- En déduire que un1 > 3up; Vn € IN
d- Montrer alors que vn € IN; up > 3"
e- Préciser alors lim u.

N—>+c0

n-1
2/ On considére la suite (S,) définie sur IN* par: S, = Y uik
k=0

a- Montrer que (S,) est croissante.
. 31_(4)"
b Montrerque1<8n<2[1 (3>}

c- Déduire enfin que (S,) converge vers un réel L et que Le [1; %}
Exercice 10 D’aprés un devoir
, S U2 —Un+2.
Soit u la suite définie par up = 2 et Up,1 = B TR vne IN
n

l/a-MgVvnelN; 1< u,<2.
b- Etudier la monotonie de u. En déduire que u est convergente et calculer
sa limite.

2/a-Mg Vn e IN; 0< Upi—1< %(un— 1).
b-MgVvnelN; O<up—1< (%)n puis retrouver la limite de u.

n
3/ On pose S, = D_ uk pour tout k de IN*.
k=1
a-Mg vne IN*; n< S < n+1—<%>n
b- En déduire lim S, et lim =X,

N—>+00 N—+00

Exercice 11 (Omar Al Khayam n:71 page : 44)

Soit la suite (un) définie sur INpar:up =1 et Upa = Un + u—ln; vn € IN.
1/ Montrer par récurrence que vn € IN, up > 0.
2/ Prouver que (un) est strictement croissante.
3/ Démontrer que Yk € IN; 2 < (Uke1)? — (Uk)? < 2+ Ue1 — Uk
En déduire que pour tout entier naturel n;
2n< (Un)?-1<2n+un—1
4/ Prouver que (u,) diverge vers +oo.

5/ Prouver que quel que soit le naturel n; 1 — ui < 2n2 <1-—1 5
" (un) (Un)
puis que la suite ( Un ) a une limite réelle que I'on précisera.
J2n

Exercice 12

1/ Soit la suite U définie sur IN* par :
up=2 et VvnelN* Uy =2+ ﬂ—i
a) Montrer par récurrence que Vn € IN*; n < up < n+ 1.
b) En déduire la limite de la suite U.
2/ Soit la suite V définie sur IN* par v, = unl— r— L
1
Vn+ &
b) Calculer v, et montrer par récurrence que :
vne N 1-4 <va<l.
c) Déterminer alors lim v, et lim (u, —n).

a) Montrer que Vn € IN*; vp1 =

N—>+o0 N—>+o0 -
_ :*‘vﬂir.’rn
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n
3/ Soit la suite Sdéfinie sur IN* par S, = % > (kvi).
k:

a) Montrer que Vn € IN*; S, — n+1 _ Fék(v"_ 1)

2n
b) En déduire que :vn € IN*; 7L <'S, - nz;nl < 0.
c) Montrer alors que la suite Sconverge vers %

Exercice 13 | (Ex 10 page 6 du tome 1 de la collection Math plus)

U € IR

Soit (Un), la suite définie sur IN par
"/neiN Uniz = U2 + 2Un; VN € IN

1/ Déterminer la valeur de up pour que (un) Soit une suite constante.
2/ On suppose que up > 0.

a- Montrer que vn € IN; up > 0.

b- Montrer que la suite (un) est croissante.

c- En déduire que un.1 > un(Uo + 2) puis montrer que lim u, = +oo.

N—>+o0
3/ Soit up € IR. On définie la suite (vn) définie par Vn € IN; v, = 1+ up.
a- Montrer que Vn € IN; Vo1 = (V)2 En déduire par récurrence que
vne IN; vp = (14 up)?
Vérifier alors que u, = (1+up)? —
b- Montrer que :
(un) converge sietseulementsi -2 < up < 0.

Supposons que (u,) converge calculer sa limite.
n-1

4/ On prend up = 1 et on considére la suite t, = 1+1u etS, = Ztn, vn e IN*
k=0
a- Montrer que vn € IN; 0 < 21” :
b- Montrer que (S,) est croissanteet 1 < S, < 2- 1

2n—1 '
En déduire que (S,) est convergente et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 14

Soit les suites réelles (un) , (vn) et (w,) définies par :

Up=1--L +-L 1 . D™ pourn> 1
2 J3 /4 Jn

On pose vy = Uz, et Wp = Uznia.

1/ Montrer que la suite (v,) est croissante et (w,) est décroissante.

2/ Comparer v, et wp.

3/a) Montrer que les suites (vn) et (wy) sont adjacentes.
b) Déduire que la suite (u,) est convergente vers un réel a.

4/ Déterminer un entier naturel n permettant d’avoir un encadrement de a
d’amplitude inférieur a 10-2.

Exercice 15 D’aprés un devoir

Soient Ies suites u et v définies sur IN* par : Vn € IN*
1 1 1 1

Zk|:_+7+§+ Ao et V”:u”+n(n!) _ .
_ :*vmr.’rn
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1/ Montrer que u est croissante et v est décroissante.
2/a- Montrer que ; n! > n. En déduire lim (n!).

N—>+c0

b- En déduire lim (u, — vy).

N—>+00

c- Déduire alors que les suites u et v sont adjacentes.
3/a- Montrer que les suites u et v sont convergentes vers une méme vn € IN*
limite L et que Vn € IN*; u, < L < .
b- Calculer usz et vs. En déduire que 1,66 < L < 1,73

Exercice 16 | D’apres un devoir (Iegérement modifié)

1/ Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par : f(x) = Lys %

2
a- Montrer que Vx € [1;2], f(x) € [1;2].
b- Montrer que: f(x) =x < x= /X
2/ On considere la suite (un), . définie par : up = 1 et un.1 = f(un); YN e IN.
a- Montrer que Vn € IN; un € [1;2].
b- Montrer que Vn € IN; Up1 — /2 = %u_ln@n _ ﬁ)Z puis que
|Un+l_\/§| < %|Un_\/§|
c- Montrer par récurrence que ¥n € IN; |un— V2| < (%)n(ﬁ -1)
d- En déduire que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite.

Exercice 17 D’aprés un devoir

Soit la suite (un) définie sur IN par : u, = (-1)"/n + 2.

1/ Etudier la convergence de la suite (uy).

2/ Soit la suite (v,) définie sur IN par : v, = %
Jn-n+2 < Jn-n+2

a- Montrer que vn € IN; 57 n < Vp < 5T n

b- En déduire que la suite (v,) est convergente et préciser sa limite.
3/ Soit la suite (wy) définie sur IN par w, = SINN=N

2+ /0
a- Montrer que vn € IN; w, < —/n + 2.
b- En déduire la limite de la suite (wp).

Exercice 18 D’apres un devoir (Iégerement modifié)

(_—]')k:_1+l_i+ +(_1)I’l

K 53 T A

n
Soit la suite (un) définie par : uy, = Y
k=1

1/a) Calculer us, uz, usz et ug.

b) Montrer que Uzn2 — Uzn = 1

(2n+1)(2n+ 2)

et déduire que la suite

(uzn) est décroissante.
2/ Montrer que (uzn.1) €st croissante.
3/ Prouver que les suites (uUzn) et (Uzn:1) Sont adjacentes.
4/ Montrer que (un) converge vers un réel L et que us < L < Ua.
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