série 14

On considere la suite (un),\-définie par vn € IN* ; uy = ’r‘]—r
1/ Montrer que ¥n e IN*; {1 = <1+ %)n
2/a- Montrer que VneIN* on a (1+ %)n > 2

b- Déduire que Una > 2un ; Vn e IN*
c- Calculer alors "™ (up).

N>+

Exercice 1 ¢

Soit (up) la suite réelle définie sur IN par : up=0 et u,1 = f(uy); vn € IN

avec f: x— —+X - yx e IR
3+x2
1/a- Dresser le tableau de variation de f sur IR*.
b- Montrer que Vn e IN; O < up < L.

2/ Montrer que Vn € IN; 1+2u” SUpr (%)

3/ A l'aide de la relation (x), étudier la monotonie de la suite (uy).
4/a- Montrer que Vn € IN; 0 < 1 — Upy1 < %(1— Un) (on pourra
profiter de la relation (x))
b- Prouver donc que Vn € IN; 1-— (%)n <up< Ll

c- Déterminer alors lim u.
N—>+00
k=n

5/ Pour tout n € IN* on pose S, = Zuk.
k:i N
a- Montrer que Vn e IN; n—1+ (§> <S <n
S

b- Calculer alors Iim S, et lim -

N—>+00 N—+00

Exercice 2 ¢

Soit la suite reelle (un), .\ définie par :
4u2 — up + 20
ui + 4

1/ Vérifier que Un. — 4 = % VnelIN (1)
2/ Montrer par récurrence que Vn € IN; uz, > 4 et Uz < 4.(on pourra
profiter de (1))

3/a- Prouver que .¥n € IN; [un1 — 4] < % lun — 4|

Ug = 5 et Upa= 'Vn € IN

b-
c- Montrer alors que (u,) converge vers 4.
k=n
4/ Soit la suite (), Par: Sy = Z(uk - 4)
k=0
a- Montrer que vn € IN; Spni2 — Son = (Uzms1 — 4)[1— %}
USnq + 4

Déduire que la suite (Spn) est décroissante.
b- Montrer que la suite (Sxn.1) est croissante.
c- Prouver que les suites (Sn) et (Sxnr1) sont adjacentes.
d- Montrer que (S,) converge vers un réel L et que Sz < L < Sg.
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Exercice 3 | d’aprés un devoir

. . P 2
Soit la suite (un) définie sur IN* par : uz = 2et Vn e IN* Uy = 2+ B—n

1/a- Calculer u; et us.
b- Montrer par récurrence que Vn > 2; N < Uy < N+ 1.
c- Déduire que (un) est strictement croissante puis calculer lim up.

N—>+00
1

2/ On pose vp = Up—netw, = Vi~ 1 pour tout ne IN*.
a- Calculer wy et montrer que Vn € IN*; W1 = —1
Wp+ L
nTm

b- Montrer par récurrence que Vn € IN*; 1— % <wh < L
c- En déduire que les deux suites (wy) et (v,) sont convergentes et
déterminer la limite de chacune.

n
3/ On pose Sy, = n—122kwk; vn e IN*
k=1

- o 1 _ 1 1.1
a- Montrer que Vn e IN¥; >~ o <S < 5+ o
b- En déduire que la suite (S,) est convergente et donner sa limite.

Exercice 4 origine iNnconNUE (iégérement modifié)

Soit u la suite définie sur IN par up = 2 et up. = Tros +2u :Vn e IN
n
1/a- Montrer que Vn € IN; Up2 —1 = :L;n-f-—_U::

b- Montrer par récurrence que Vn € IN; up > O et Uzn1 < 1 < Uan.
(1-un)(2+un)
3+ Un
b- En déduire que (uz,) est décroissante et (uzxn.1) est croissante.
3/ On pose pour tout n € IN; vy = Uzn — Uzni1.

a- Montrer que pour tout n € IN; Vp1 <

2/a- Vérifier que pour tout n € IN; Uni2 — Up =

. n
b- En déduire que pour tout n € IN; v, < %(%) :

4/a- Montrer que (u2n) et (uzn.1) Sont deux suites adjacentes.
b- En déduire que u converge et déterminer sa limite.

Exercice 5

X .
1+ X+ %2
Soit (up)la suite définie par ugp = 1 et Vn € IN; un1 = f(un)

1/a- Montrer que Vn € IN, up > 0
b- Montrer que (u,) est monotone.
c- En déduire que (un) est convergente et calculer sa limite.

2/a- Montrer que Vn < IN, f(%) < nTll

b- Montrer que f est croissante sur [0, 1].

1
- < PR
c- Montrer que vn e IN, un 1

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) =

d- Retrouver alors lim up.

N—>+00

3/a- Soit n € IN. Exprimer 1 1

0 — T €N fonction de up.

b- En déduire que Vn e IN, 1 < =~ — ¢ <1+—1_
n

* 1 1.1
c- Montrer que Vn € IN*, n < U <n+1+ 5+t3

+...+

Sl

d- En déduire lim u_ln puis retrouver lim up.

N—>+00 N—>+00
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4/a- Montrer que Vn € IN, _ 1 <

2yn+1
b- Montrer que Vne IN,n > 5, yn+1 <

El

I\‘ NS
H

n
c- Montrer que Vn € IN,n > 5, Z% n+
1

d- Trouver lim (nup).

N—>+00
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