L. B. Monastir . 4°M®Math
Série n: 15

P.P. : Ali Zouhaier Séance n:

Chapitres :Nombres Complexes + Limite - Confinuité + Suite +...

Exercice 1 Du série de mon ami Amor Abbes

Soit u la suite définie sur IN par ug = L etung = 2“”2 ; Vne IN
2 1+ u3

1/a- Montrer que pour toutn € IN; 0 < u, < 1.

b- Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.
1 _ un < 1

1+ u? 1 + U2

b- En déduire pour tout n € IN; 1- Up1 < E (1 Un)

2/a- Etablir que pour tout n € IN;

c- Retrouver lim (up).

N—>+c0

n-1
3/ Soit S, = Zuk, n e IN*.
k=0
Montrer que pour tout n € IN*; 1 — 2_5n S <1
En déduire lim (Sy).
N—>+00
: sy L—=Un
4/ Soit pour tout n € IN; v, = o,
2n
a- Montrer que pour tout n € IN; vn,1 = V2 en déduire que v, = (%) .

b- Soit P, = vovi1Va...v, et w, = % ne IN.
Calculer P, et montrer que (w,) est constante.
Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0;+oc[ par f(x) = X

1+X+x2°
Soit (up)la suite définie par ugp = 1 et Vn € IN; una = f(un)

1/a- Montrer que Vn € IN, up > 0
b- Montrer que (u,) est monotone.
c- En déduire que (un) est convergente et calculer sa limite.

2/a- Montrer que Vn < IN, f(%) < ni T

b- Montrer que f est croissante sur [0, 1].

1
- < PR
c- Montrer que vn e IN, un 1

d- Retrouver alors lim up.

N—>+00

3/a- Soit n € IN. Exprimer ul ul en fonction de uy.
21 1 1
b- En déduire que Vn € IN, 1 < 1Un+l —u—n<141rr11. )
c-MontrerqueVnelN* < U - n+1+§+§+...+ﬁ
d- En déduire lim — pws retrouver lim up.
N—>-+o0 M-+
4/a- Montrer que Vn e IN, —1 n+1 -
a 2/n+1
b- Montrer que Vn € IN,n > 5, /n+1 < %
n
c- Montrer que vn € IN,n > 5, 2% n+1

k=1
d- Trouver lim (nup).

N—>+c0
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Exercice 3  origine inconnue (iégerement modifi)

Soit u la suite définie sur IN par up = 2 et up1 = ﬁ; vn e IN
n
1/a- Montrer que Vn € IN; Up2 —1 = 3+—Ui

b- Montrer par récurrence que Vn € IN; u, > O et U1 < 1 < Ugn.
(1-un)(2+un)
3+ Un
b- En déduire que (uz,) est décroissante et (uzn.1) €st croissante.
3/ On pose pour tout n € IN; vy = Uzn — Uznea.

a- Montrer que pour tout n € IN; vp1 <

2/a- Vérifier que pour tout n € IN; Up2 — Up =

- Adui : 471"
b- En déduire que pour tout n € IN; v, < 3<2> .

4/a- Montrer que (uzn) et (Uzns1) Sont deux suites adjacentes.
b- En déduire que u converge et déterminer sa limite.

Exercice 2: ( 7 points)

On note, pour tout entier naturel n =3, (E_ ) 'équation — 1= n.
. = _

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur [2.+o[ par f{x) = ; T

2. Montrer que pour tout entiern . n 23, I'équation (E_ ) posséde une unique solution , notée x_,
sur I'intervalle [2,+oof .
3. Quelle est la monotonie de la suite (x_) ?

4. Montrer que, pour tout entiern =3 n—1<x_=<n.

5. En déduire la limite de la suite (x_ )puis de la suite de terme général Lo
n

6. Donner une valeur approchée de x, par défaut a prés 107

Exercice 5 D’apres un devoir
Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormé (O' U, V)

Soit I'application f de P\{O} vers P qui a tout point M(z) de P\{O} associe le
point M'(Z) tel que Z = z + 2.
z
1/ Montrer que les points O, M et M’ sont alignés.
2/a) Déterminer 'ensemble (E) des points M de P\{O} tel que f(M) = O
b) Déterminer I'ensemble (F) des points invariants par f.
3/ Soit M un point de P\{O} avec M ¢ (E) etM ¢ (F). On note | =O *M
et N le symétrique de M’ par rapport a (O; T).
a) Montrer que IN et OM sont orthogonaux.
b) Trouver une construction géométrique de M’ a I'aide de M.
4/ Résoudre dans C chacune des équations suivantes :

E):z+Z —1+i : (En):z+Z -3
Z Z
Exercice 6 d’apres un devoir

1/ Résoudre dans C I'équation suivante : 22+ (3 —i)22+ (1-iJ3)z-i =0
sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure.

2/ En déduire les solutions de I'équation : —iz® + (-3 +i)2%+ (i+ /3 )z-i =0

3/ Dans le plan complexe muni d’un repéere orthonormé direct on donne les points
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_‘2/§ + i% et C le symétrique de B par

rapport a I'axe des abscisses. Déterminer 'ensemble E des points M tels
que: MA2-MB?+MC? = 2.
4/ Résoudre dans C 'équation 22+ (V3 —i)z%+ (1-i/3)Z2-i = 0.
Exercice 7
1/ Soit p(x) = 2x° - 11x? + 20x — 14; Vx € IR
a- Dresser le tableau de variation de ¢.
b- Prouver que I'équation ¢(x) = 0 possede une seule solution
a dans IR. Vérifier que 2,8 < a < 2,9.
c- Trouver alors le tableau de signe de ¢(x).
2/a- Etudier les variation de f : X — x? — 3x+

1a?—4a+9

b- Montrer que f(a) = T

c- Prouver donc que I'équation f(x) = 0 possede exactement
une seule solution dans IR.

Exercice 8 (Devoir de controle n:1 du prof : Hassen Hassine - Lycée Chebba)

Soit mun nombre complexe donné vérifiant : % est un argument de m.

Le plan complexe P étant rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, V).
1

A et B d’affixes respectives i et

2
X—2

; en déduire que f(a) > O.

On désigne par M, M" et A les points d'affixes respectives z'=, Z”:__rri1 eta—-+.

1)a- Déterminer un argument de Z et un argument de z'.

b- En déduire que M” est I'image de M’ par une symétrie que I'on précisera.
2) Déterminer I'ensemble P’ des points M(z) tel que mz+i # O.
3) Soit f 'application de P’ dans P’ qui a tout point M(z) de P' associe le point

, 1
_ m
Mi(z1) avecz; = e
a- Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions
de I'équation E : mz? — (1-i)z+ % =0.

b- Résoudre dans C I'équation E.
4) Vérifier que OM'M" est un triangle rectangle et isocéle.

Déterminer m pour que l'aire de ce triangle soit égal a 1

16°
Quelle est alors la nature du quadrilatere OM'AM" ?

Exercice 9 (DC1 de mon ami : Raouf Thabet)

Soit mun nombre complexe non nul.
1/ Résoudre dans C I'équation (E) : 22 - 2(im+1)z+ 1+ 2im-2m? =0
2/0nnotez; =2m, z = (1+i)m+letzz = (-1+i)m+1
a- Déterminer m pour que z, = 0. Déterminer m pour que zz = 0 (on donnera
les solutions sous forme algébrique)
b- Montrer que |z2| = |[zz31 < mestimaginaire pur
3/ Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, T, V). On
considére les points M1, M, et M3 de P d’affixes respectives z;, z; et zs.
a- Montrer que é—f estimaginaire pur < |z1-1|=1.
b- Montrer que lorsque OM;M;M3 est un quadrilatere alors c’est un
parallélogramme.
c- En déduire I'ensemble des points M; pour que OM;M;M3 est un rectangle.

\/§ T T

H _ o /S
4/ On prend dans cette question m = 5 € aveca e } A [
Ecrire z, et z3 sous forme exponentielle.
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Exercice 10 D’aprés un devoir
f(x) = 3x+ Jyx° -1 Six €] —oo,-1]

Soit f :x— fx)=bx3+2x> +x+1 sixe] —1,0
f(x) = 1+21=C0K iy €]0;+o0]

1/ Montrer que f est continue en O et en -1.
2/ Calculer lim f(x).

X—>—00

3/a- Montrer que pour tout x > 0; 1 < f(x) < 1+ %
b- En déduire lim f(x).

Xo>-+00

4/ Montrer que léquation f(x) = 0 admet au moins une solution dans
lintervalle ] — 1, Q.
5/a- Montrer que f est dérivable en zéro.
b- Etudier le dérivabilité de f a gauche en (-1). Intrtpréter graphiquement
le résultat.
c- Calculer f'(x) pour tout réel x de ]0;-+oo].
6/ Soit h la fonction sur ]1; + oo par h(x) = f(xfll>

a- Calculer la limite de h a droite en 1.
b- Montrer que h est dérivable sur ]1; + oo[ et calculer h'(x) pour tout
réel x de J1; + oof.

Exercice 11
_ _ JX2+1+x-1 six<O0
Soit la fonction f : IR - IR; X — f(x)= . 1 ,
smx+§x2—x six>0

Cs est la coube de f dans un repére orthonormé (O, U, V).
1/ Montrer que A : y = —1 est une asymptote a C; au voisinage de —oo.
2/a- Montrer que Vx > 0; f(x) > %xz -x-1.

f(x)

b- Calculer donc lim f(x) et lim —=~.

X400 X400
c-Soitg : IR" -» IR, X — cosx+x—1
i) Montrer que g est croissante sur IR".
ii) Déduire le signe de g(x) pour x € IR".
3/ Soit la fonction u : X — X+ Jyx2+1; Vx € IR
a- Résoudre I'équation u(x) = 0.
b- Déduire que u(x) > 0, Vx € IR
4/ Montrer que f n'est pas dérivable en O.
5/ Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 12
1/ Déterminer lim 1+ X% —x.

X400
2/ Soit f la fonction défnie sur IR% par: f(x)=(./1+x2 - x) cogXx).
a- Montrer que pour tout x € IR, ona: [f(X)| < V1+Xx? — X
b- Déduire que la courbe représentative de f admet une
asymptote horizontale que 'on précisera.

3/ Montrer que I'’équation cogXx) = 1
2(,/ 1+x% - x)

admet

au moins une solution dans IR, .

2
4/ Soitg : x — g(x) = ZEELS%X Déterminer lITo ag(x)
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