L. B. Monastir 4°8M€Math

P.P. : Ali Zouhaier Serie n : 15 Séancen: 4

Chapitre :  Suites réelles + ...

Exercice 1 Vrai - Faux

1/ Si (un) est suite divergente et bornée alors v, = % est
aussi divergente. |:|
2/ Soit la suite (un) .y Veérifiant vn € IN;0 < Jun1 — 3| < %|un -3l

(un) est convergente |:|

Exercice 2 QCM

Choisir la bonne réponse

N (C)
1/ Dans la figure ci-contre: D
(C) est la courbe d’une fonction f et
A la droite d’équation y = x.
Soit (Un) ., la suite définie par : T“
Up = aetups = f(uy), Vn € IN T a >

a) (un) est croissante b) (un) est divergente c) (un) est convergente
i - -1 1 1 1 131 *
2/ Soit la suite un = 5 [(1+ 1)(1+2)(1+3>...(1+ n)},Vn € IN
La limite de (un) est :
a) +oo b) 1 c)0
3/ Soit la suite (u,) définie sur IN* par u; = 2 et Up,y = ﬁun; vn e IN*

a) lim (uy) = —© b) lim (un) =0 c) lim (up) = +o

N—>+00 N—>+00 N—>+c0

Exercice 1

Uo=1

Soit (Un), la suite définie sur IN par
"/neiN Uniz = U2 + 2Un; VN € IN

1/a- Montrer que Vn € IN; u, > 0.
b- Montrer que la suite (un) est croissante.
c- En déduire que un.1 > 3un; Vn € IN
d- Montrer alors que vn € IN; up > 3"
e- Préciser alors lim up.
N—-+00
n-1
2/ On considere la suite (S,) définie sur IN* par : S, = kZ ulk
=0

a- Montrer que (S,) est croissante.
. 31 (L1)"
b Montrerque1<8n<2[1 (3>}

c- Déduire enfin que (S,) converge vers un réel L et que Le [1; %}
Exercice 2 D’apres un devoir
. . P U% —Un+2.
Soit u la suite définie par up = 2 et Up,1 = “Tru vn e IN
n
l/a-Mg vn e IN; 1 < u, < 2.
b- Etudier la monotonie de u.
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En déduire que u est convergente et calculer sa limite.
2la-MgVvVne IN; O < Un1—1< %( -1).

b-MgVvnelIN; 0<u,—1< ( ) puis retrouver la limite de u.
3/ On pose S, = Zuk pour tout k de IN*.
k=1
a-MgVvne IN*; n< S < n+1—(%>n

b- En déduire Iim S, et Iim %

N>+o0 N—>-+0

Exercice 3 (Omar Al Khayam n:71 page : 44)

Soit la suite (un) définie sur INpar:up =1 et Upa = Un + u—ln; vn € IN.

1/ Montrer par récurrence que Vvn € IN, u, > 0.
2/ Prouver que (un) est strictement croissante.
3/ Démontrer que Vk € IN; 2 < (Uks1)? — (Uk)? < 2+ U1 — U
En déduire que pour tout entier naturel n;
2n< (Up)?-1<2n+u,—1
4/ Prouver que (u,) diverge vers +o.
5/ Prouver que quel que soit le naturel n; 1 - u_ln <-2n_ <11

T T (u)?

) a une limite réelle que I'on précisera.

Un

V2n

puis que la suite (

Exercice 4

1/ Soit la suite U définie sur IN* par :
uy=2 et VvnelN*up1 =2+ G—i
a) Montrer par récurrence que vn € IN*; n< up < n+ 1.
b) En déduire la limite de la suite U.
2/ Soit la suite V définie sur IN* par v, = un—l—n -1.
1
Vn+ L
b) Calculer v, et montrer par récurrence que :
vne N 1-+ <vh< L,
c) Déterminer alors lim v, et lim (u, —n).

N-+o0 N—-+0

a) Montrer que Vn € IN*; vpq =

n
3/ Soit la suite Sdéfinie sur IN* par S, = —2 > (k).
k=

a) Montrer que ¥n e IN*; §,— 01 _ n12 Zk(vk -1)

2n
b) En déduire que :Vn € IN*; _Tl <S - n2+nl < 0.
c) Montrer alors que la suite Sconverge vers %

Exercice 5 | (Ex 10 page 6 du tome 1 de la collection Math plus)

. . R Up € IR

Soit (Un) . la suite définie sur IN par
Un1 = U2+ 2Un; VN € IN

1/ Déterminer la valeur de up pour que (u,) Soit une suite constante.
2/ On suppose que up > 0.

a- Montrer que vn € IN; u, > 0.

b- Montrer que la suite (un) est croissante.

c- En déduire que uns1 > Un(Up + 2) puis montrer que lim up = +oo.

N>+

3/ Soit ug € IR. On définie la suite (vy) définie par Vn € IN; v, = 1+ up.

a- Montrer que Vn € IN; Vn.1 = (Vn)2. En déduire par récurrence que
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vn e IN; vy = (1+ Ug)?
Vérifier alors que un, = (1 +up)? — 1.

b- Montrer que : (un) converge sietseulementsi -2 < up<0.
Supposons que (u,) converge calculer sa limite.

n-1
4/ On prend up = 1 et on considére la suite t, = 1+1u etS, =D tn; Vn e IN*
n k=0
a- Montrer que Vn e IN; 0 <ty < 2—1n
b- Montrer que (Sy) est croissante et 1 < S, < 2- 2nl_1 .

En déduire que (S,) est convergente et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 6

Soit les suites réelles (un) , (Vn) et (wy) définies par :
1,14 1, ™
2 /3 /a4 J/n
On pose vy = U2y et Wp = Uznia.
1/ Montrer que la suite (v,) est croissante et (w,) est décroissante.
2/ Comparer v, et wy.
3/a) Montrer que les suites (vn) et (wn) sont adjacentes.
b) Déduire que la suite (u,) est convergente vers un réel a.
4/ Déterminer un entier naturel n permettant d’avoir un encadrement de o
d’amplitude inférieur a 102

Un:]._

pourn>1

Exercice 7 D’aprés un devoir
Soient les suites u et v définies sur IN* par : Vn € IN*
n
-y21_1.1.1 1 _ 1
Un =2 = A7 T ot ot 8 Vo= Ut s

1/ Montrer que u est croissante et v est décroissante.
2/a- Montrer que ; n! > n. En déduire lim (n!).

N—>+00

b- En déduire lim (un, — vn).

N>+

c- Déduire alors que les suites u et v sont adjacentes.
3/a- Montrer que les suites u et v sont convergentes vers une méme Vvn € IN*
limite L et que Vn € IN*; u, < L < v,
b- Calculer us et vs. En déduire que 1,66< L < 1,73

Exercice 8
Exercice 9 D’apres un devoir
n ( 1\k _q\n
Soit la suite (un) définie par : u, = Y ( &) =-1+ % - % +.. .+( %)
k=1

1/a) Calculer us, uz, us et ug.

b) Montrer que Uzn2 — Uzn = 1

(2n+1)(2n+ 2)

et déduire que la suite

(uzn) est décroissante.
2/ Montrer que (uzn.1) €st croissante.
3/ Prouver que les suites (uUzn) et (Uzn.1) Sont adjacentes.
4/ Montrer que (un) converge vers un réel L et que us < L < Ua.

Exercice 5| Extrait d’'une série d’'un collegue

Soit (un) la suite réelle définie sur IN par :

Up=1letuUpi = U+ 1:“&‘ :vVn e IN

1/ Montrer que pour toutnde INon a: u, > 1.
2/ Montrer que (u,) est croissante.
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3/a- Montrer que si (un) est majorée alors (un) est converge vers —1.

b- Déterminer alors lim u.
N—>+00

4/a- Montrer que pour toutnde INon a: Uy1 > Uy + 1

2
b- Retrouver alors lim u,.

N—>+c0
5/ Soit (vn) la suite définie par : Vn € IN; vy = Unia — Un.
1 1

- . < _ —_
a- Montrer que vn € IN; v, > + on

b- En déduire que (vn) est convergente et donner sa limite.

Exercice 7

Le plan complexe P est rapporté a un repéere orthonormé direct (O;U; V).

1/ Soith : P :» P;M(2) — M'(Z) tel que Z = z+ 4i.

a- Montrer que f est une isométrie.

b- Déterminer I'ensemble des points invariants de h.

c- En déduire la nature de h.
2/ Soitf: P :» P;M(2) — M'(Z) telque Z =z

Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.
3/ Posons g = fo R. Déterminer et caractériser g.

Exercice 8

Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé direct (O;U; V).

Soitf: P:» P;M(z) —» M(Z)tqZ =—-iz+1-i.
Soit S la symétrie orthogonal d’axe la droite (O;U).
1/ Prouver que f est une isométrie.
2/ SoitR=1foS

a- Prouver que R est une isométrie.

b- Donner I'écriture complexe de R.

c- Prouver que R est une rotation.

3/a- Placer | le centre de R et tracer la droite D passant par | et paralléle

aladroite A:y=x
b- Prouver que f = Sp.

Exercice 10

ABC est un triangle équilatéral. Soit f I'isométrie qui n’a pas de point
fixe et qui transforme Aen B et B en C.
1/a) Prouver que f n’est pas une translation.
b) Déduire la nature de f.
2/ Posons g = fof, D le point tel gue ABDC est un parallélogramme
et E le point tel que ABCE est un parallélogramme.
a) Déteminer g(A) et g(B).
b) Prouver que g n'a pas de point fixe.
c) Déduire les natures possibles de g.
3/ Posons h =tz of.
a) Montrer que h est une isométrie qui fixe A et différente de
l'identité du plan.
b) Montrer que h ne peut pas étre une rotation de centre A
c) Caractériser donc I'application h.

Exercice 11

Soit dans le plan P un carré direct ABCD de centre |.
Soient les applications définies de P dans P par :
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TR Rrg) T eg) S
1/ Caractériser I'application f.
2/a) Déterminer la droite A telle que r(BY%) = Sap) © Sa.
b) Caractériser alors h.
3/ Soit I'application ¢ définie de P dans P par : ¢ = Sgp) © t;z ° Snc).
a) Déterminer I'image de A par ¢.
b) Déterminer la nature et les €léments caractéristiques de ¢.

Exercice 12

ABCD est un losange direct de centre O.

1/ Déterminer la nature de f = Sa) ° Sog)-

2/ Soit g = Spe) o f. Montrer que g n'est pas une symetrie orthogonale
d’axe une droite A.

3/ La perpendiculaire a (AB) passant par O coupe (AB) en .
a) Caractériser la droite A’ tel que f = S, o Sc)).
b) Déterminer alors la nature de g.
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