MATHS

Section : Mathématiques

1ere Session

Exercice 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%, 5] telle que sa courbe représentative (C) passe par les

points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre, on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f’ de la
fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur -1.
2) L’aire de la partie hachurée est égale a 1.

- . 1
3) (C) admet une tangente de coefficient directeur 3

4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)—f(a)| <|b-3].

Contenu
e Tangente a une courbe
e Notion d’aires
e Inégalités des accroissements finis

Solutions

1. Faux., car Pour x € %,5 , f/ x >0. Par suite f’ x =—1 pour toutx € %,5

2. Vrai. En effet : La fonction f’ est continue et positive sur 1,3 donc ’aire de la partie hachurée est égale a :
3
[ xdx=f3-f1=1-0=1.

3. Vrai. En effet : La fonction f’ est continue sur et %e f/ tel quef’ ¢ :%

2
2

] donc il existe ¢ €

1s
2

1s
2

4. Vrai. En effet : La fonction f est dérivable sur [1,3] et pour x € [1,3], ‘f’ X ‘ <1.

D’aprés 1’inégalité des accroissements finis, pour tous a et b de[1,3] , ‘f b -fa ‘ < |b — a|.
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Exercice 2
Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et CIJ sont deux c

triangles isoceles respectivement en B et C tels que (ﬁ,ﬁ) = % [27:] et B
(CL,CJ) = % [27].

On désigne par t la translation de vecteur IA et par rget rc les rotations de

A T .
méme angle 5 et de centres respectifs B et C.

1) a) Déterminer rc (). "
J

b) Montrer que rg o t(I) = J. |
c) En déduire que rgot=rc.

2) SoitK =t (C).
Montrer que BC = BK et (ﬁ,ﬁ) =—

oy

[27[] .

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocéle en D et (ﬁ,ﬁ) = % [271].

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que I'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le triangle
BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

Contenu

e (Composée rotation et translation

e Configuration de base ( triangle isocele, parallélogramme)
Aptitudes visées :

e Reconnaitre la composée d’une rotation et d’une translation

e Exploiter une isométrie pour déterminer la nature d’un quadrilatere.
Solutions

1. a) Le triangle CIJ est isocéle en C et CI,CJ z% 27 , par suite Cl=CJ et CI,CJ z% 27 .

On en déduit quer, | =J.

b) Le triangle BAJ est isocéle en B et{ﬁ,@] z% [27], par suite BA =BJ et [ﬁ,ﬁ] = % [27].
tl =A
On en déduit quer, A =J. doncry ot 1 =J.
L A=J

. ot est la composée d’une rotation d’angle % et d’une translation donc c’est une rotation d’angle% .
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Or r,otl =J,Cl=CJet CLCJ == 27 .llenrésulte que C est le centre der, ot.

6
Onendéduitque ry ot =r,.

2. Puisque K=t C doncr, ot C =r, K ,orr,ot C =r, C =C. Il en résulte que r, K =Cou encore
BC =BK et BC,BK z—% 27 .

3. a) Onsaitque K=t C donc CK=IA et les points I, A et C ne sont pas alignés donc IAKC est un
parallélogramme. Comme O est le milieu de|IC| donc O est le milieu de[IK]. Il en résulte que S, 1 =K.

d’autre part Le point O est le milieu de[AC| donc S, A =C.

Le triangle DIA est isocéle de base [IA] tel que [Slﬁ] = % [27].

S, | =K,S, A =C, [ﬁB?] z% |27z] et le triangle BKC est isocele de base [KC].

On en déduit que I’image du triangle IAD par S est le triangle BKC.
b) L’image du triangle IAD par S est le triangle BKC, S, | =K etS; A =C donc S, D =Bou ehcore O

est le milieu de[BD] de plus O est le milieu de[AC] et les points A, B et C ne sont pas alignés. On en déduit que

ABCD est un parallélogramme.

Exercice 3

Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (O, ﬁ, \7).
On désigne par A le point de coordonnées (3, 2).
Soit N un point de I'axe (O, G) et P le point de 'axe (O, \7) tel que ANP est un triangle rectangle en
A.
1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.
b) Déterminer I'image de 'axe (O, u) par S.
c) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z' tel que M’ = S(M).

. 3. 13 .
Montrerque ZzZ'=——1z + — I.
2 2

2) a) On note x I'abscisse du point N et y 'ordonnée du point P.
Montrer que 3 x+2y=13.
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Contenu

e Similitude directe ( image d’une configuration de base par une similitude directe, expression
complexe d’une similitude directe)

e Arithmétique

es visées :
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e Reconnaitre une similitude directe.

e Reconnaitre I'image d’une droite par une similitude directe.
e Identifier I'image d’un point par une similitude directe.

e Résoudre un probleme d’arithmétique.

Solutions

1. a) A=E et A=F donc il existe une unique similitude directe S de centre A qui envoie E en F, son rapport est

k=AF _3 ¢tson angle a pour mesure [ﬁﬁ] =_I [2n].
AE 2 2

b) SE =F etE€ O,u donc S O,u est ladroite passant par F et perpendiculairea O,u .

Il en résulte queS O,u = O,v .
c) S AN est ladroite passant par A et perpendiculairea AN ,ilenrésulteque S AN = AP .

Ne ANN Ou doncSNeS AN NS Ou = APNOyv =P .Doi SN =P.

d) S estla similitude directe de centre A d’affixez, =3+ 2i, de rapport % et d’angle —g :

Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’, image de M par S. L’expression complexe de S est de la

forme z'=az+b, acC" et be C avec a:§ G_5):—§iet b3 =3+2i doncb:Ei.
2 142 2
2 2F A
. 3. 13,
Onendéduitque z'= ——iz+ —i. N
a 2 2 .
- . E ]
2. a) L’affixe de N est z,, = x et I’affixe de P est z, =1iy. 10 - :
. -3. 13, (-3 13). -3 13 i
SN=Pseiy=—ix+—i=|—x+—|]iey=—x+—3x+2y =13. -
Y= TR [2 2] Y= Y

b)N x,0 et P 0,y .xety sont des entiers si et seulement si X,y est solution de I’équation
3x+2y =13 dans Z xZ.

Résolvons alors dans Z x Z 1’équation E :3x+ 2y =13.
1,5 estsolutionde E donc 3x+2y =13 3x+2y =3x1+2x5<3 x—1 =2 -y+5 * .
3divise 2 —y +5 et 3A2=1 donc d’aprés Gauss 3 divise —y +5 parsuite —y +5=23k avec ke Z

ou encorey =—3k +5. En remplacant y par sa valeur dans * , on obtient x =2k +1 avec ke Z.

Réciproquement3 2k +1 +2 -3k +5 =3+10=13.
On en déduit queN 2k +1,0 , P 0,—3k+5 aveckeZ.
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Exercice 4

Un laboratoire de sciences physiques dispose d’'un ensemble d’oscilloscopes de méme modéle. La
durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi

exponentielle de parametre 0,125.
Dans tout I'exercice on donnera les résultats & 10 prés par défaut.

1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286.

b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n=2).
On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres.
On note p; la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans.
a) Exprimer p; en fonction de n.

b) Combien d’oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que p; soit

supérieure a 0.999 ?

Contenu

e Loi de probabilité continue ( loi exponentielle)

e Loi binomiale
Aptitudes visées :

e Calculer la probabilité d’'un évenement pour une loi exponentielle.

e Reconnaitre une loi binomiale

e Calculer la probabilité d’'un évenement pour une loi binomiale.
Solutions

1. a)p X>10 =e *"®" =¢'* =(,286.

b) L’événement « I’oscilloscope a une durée de vie inférieur a 6 mois » se traduit par 0 < X <0,5 .

0125

pO<X<05=1-e 2 =1-e % =0,06.
2. On considere la variable aléatoire Y qui prend pour valeurs, le nombre d’oscilloscopes qui ont une durée de vie

supérieure a 10 ans. Y suit une loi binomiale de parametres n,p X >10 =0.286 .
La loi de Y est donnée par ¢ Y =k)=C¥ 0.286 “ 0714, ke 01...n .

a) p=pY=0=1-pY=0=1-0,714".
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b) p,>0,999 < 1— 0,714 " >0,999 = 0,714 " <0,001<= nin 0,714 <In 0,001

In 0,001

n> = 20.505. Soit n =21.
In 0,714

Exercice 5

| ] On considére la fonction f, définie sur ]0,+oo[ par f,(x)=x>—Inx et on désigne par (') sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

1) a) Calculer lim f,(x) et lim f,(x).
Xx—0" X—>+00

. f(x , . . .
b) Calculer lim 6 et interpréter graphiguement le résultat.

X—>+00 X

c) Dresser le tableau de variation de f,.

2) On atracé ci-dessous , dans le repére (O, i, ]), la courbe (L) de la fonction In et la courbe (C)
d’équation y = x2.
a) Soit x > 0. On considere les points M et M, de méme abscisse x et appartenant

respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x).
. . , . , 1 1
b) Construire alors les points de la courbe (') d’abscisses respectives 2, o et 5
c) Tracer la courbe (') dans le repére (O, i, f) .

[I'] 1) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

On considére la fonction f, définie sur ]0,+oc[ par f (x)=x*-Inx.
a) Déterminer f, la fonction dérivée de f, .

1
b) Montrer que f, admet un minimum en Ii/; égal a 1+|lnk_

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points M (x,x) et M (x,In x).

Déterminer la valeur minimale de la distance MM.

1
2) Pour tout entier k =2 2, on pose U,= '§E .

. Ink . -
a) Vérifier que Inu, = —nT et en déduire la limite de (uy).

b) Soit A(1, 0) et A le point de coordonnées (uy, fi(uk)).

Calculer la limite de la distance AA lorsque k tend vers +co.
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e Fonction In : continuité, dérivabilité, branches infinies .

e Notion d’extremum
o Suite réelle.
Aptitudes visées :
e Calculer la limite d’une fonction.
e [nterpréter graphiquement un résultat.

e FEtudier les variations d’une fonction.

e Reconnaitre un minimum d’une fonction.

Calculer la limite d’une suite réelle.
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Solutions

1. a) limf, x =+o0c0, Iimf, x = Iim x2[1—|n—x]:+r>o
x—0" X—+00 X—+00 X2
. f2 X . Inx . . . e
b) lim = lim x ——— =+occ donc ' admet une branche parabolique de direction celle de O,j .
X— 400 X X—+400 X
. . p 1 2x* —1
c) La fonction f,est dérivable sur ]O,+r>o[ et pour toutx € ]O,+oo[, f/ x =2x——= .
X X
: , s 2x* —1 1
Le signe de f, x estcelui de2x” —1. S X=—.
X € ]0,+oo[ N
X 0 1 +
— (0. @)
J2
f, x — 0 +
+00 —+00
fg \ /
1 1In2
2 2

2. a) Pour toutx € ]O,+oo[, MM, :|x2 —In x| = |f2 X |:f2 x car f,admet un minimum global strictement

positif sur]0,+oo[ doncf, x >0 pourtoutx € ]O,+oo[.

b) *) La droite passant par le point A de I’axe des abscisses d’abscisse 2 et paralléle a 1’axe des ordonnées coupe
L enBet C enE. Ainsile pointde TI' d’abscisse 2 est le point G de[AE tel que EG=AB.

**) Du point de 1’axe des ordonnées d’ordonnée —1, on mene la paralléle a ’axe des abscisses. Elle coupe L en

N. Du point N on méne la parall¢le a I’axes des ordonnées. Elle coupe C en Q et I’axes des abscisses en R, le

pointde T" d’abscisse 1 est alors le point S du segment RQ tel que RS =NQ..
e

. 1 .
**%) Du point de I’axe des ordonnées d’ordonnée > on méne la paralléle a ’axe des abscisses. Elle coupe C enF et

de F on méne la parallele a ’axe des ordonnées elle coupe L en H et I’axe des abscisses en K, le point de I" d’abscisse

A est alors le point J de la demi-droite KF tel que KJ = HF.

V2
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(©) r

k pa—
1. a) Lafonction f,est dérivable sur |0,+oc[ et pourx € 0,400 , f x =kx*" A ket
X X

b) £’ x :Oﬁx:!ilgdeplus £/ x <0<:>0<x<'§/g et f' x >0<:>x>'§/g.ilenrésulteque f/

1 . . . 1 . .
s’annule en '§E en changeant de signe, d’ou f, admet un minimum en '§E égal a

k
f ?ﬁ - kﬁ —|nk\ﬁ:1+1|nk:1+'”k.
k)~ (Vk k Kk K k

¢) MM, =|x*—Inx|=[f, x|=f, x carle minimum de f, est

1+Ink

> 0 pour k > 2. Donc la valeur minimale

1

de MM, est la valeur minimale de f, sur |0, +oc| qui est égale a f, [k o= 1+Ink

k

2. a) Pour tout k > 2, Inukzlndgzﬁln%:_lnk. lim Inu, = lim Ink_O d’ou lim u,=1.

k—+o0 k—+00 k—-+o0

b) AA =,/1-u 2+f u .Or I|mu =1et I|mf u = lim 1+Ink: lim 1+M:O.
k k K ke ko keixk ok

2

On en déduit que lim AA, = lim [ 1—u, g fou =0

K —+o00 k—+00
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