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Session de Juin 2015

Exercice n°1:

1)Ona:z’-2z+4=0,z0C.
a) A =b’~4ac =(~ 2’ -4x1x 4= 4-16= -12=(2i3).

~b+5 _2+2iy3 C14if3et 7= P70 2-2iV3 -3,
2a 2 2a

Donc & = 2i/3 et alorsz'=
S.={1+iV31-iv3}.
b)Ona:z= 2[% +i gj = Z(CO{I—?;[] +i sin(l—;jj sa forme exponentielle est alats 23,

Commez''= Z'alors sa forme exponentielle est= 2e-i§ .
2) La droite d'équatiox = cbupe(I') en B et C (Voir figure).

3) Soit 60~ 7z,71] et le point M2e'?).N O (r)et(a/i ?o_l\]j = g[mﬂ .

On a alordz, | =2et ardz, ) = 6+%[277] dotl z= 2ei(6+§J :

AM =AM’ .
4) a) Soient Mz) et M'(z)=r(M). On a (mﬂmj Eg[Zn] - 7-z,=€3(z-z,)
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o 7-2=¢'3(2-2) = 7=e3z+2-2¢°.
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b) On a F=B*M doncz,= M2 > —e+e?
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On a K=C*N doncz, = :e( Y+e 3,

Montrons que r(F)=K?
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J+e_'3:zK et alorsr(F)= K.

:ei[9+;’rj—%+i§+2—l—i\/§ :ei[



AF = AF
c) Comme(F) =K alors{/(—1—\ x donc le triangle AFK est équilatéral.
AF, AF' | ==[21]
3
. 1 .
cos(9)+|sm(0)+§+|7—2

(cos@) —gj + i(sin(ﬁ) + g]
3 V3

I(COSG) - Ejz {sin(@) + 7} = cos’ () - 3cosp) +% +5sin?(@) ++/3sin(9) +g

V3

2 _| 2 _|

2

5) a) On a AF2=jz,~7,[2=le’ +& 3 -2

= 4-3cos@) ++/3sin(@) = 4 - 2\/§[§cos@) —%sin(@)) =4- 2\/§co{6?+7—6Tj .
b) Posong(6) = 4—2\/500{0 +gj,6 D]—ﬂ,iﬂ. ’
AF maximale~ f'(0)=0 - 2\/§sin[0 +7—6Tj =0

- sin(0+ﬁj:0 e 0+l =k KOZ
6 6

o 6:—%+kﬂ,kDZ,etcomm@D]—ﬂ,n} anrse:—%

oud :%7. Et commé(-’—gj =4—2\/§etf(5?ﬂj =4+2\/§.

Alors AF est maximale- 0 = %ﬂ

Voir figure
Exercice n°2:

1) * Le rapport de f esk = % = tan(AI:%C): tar'(gj =4/3.

* L'angle de f esb = (A_é DE)[ZH] = %T[Zn]

2) a) Le rapport de g ekt=? :1 :i.

b) I'axeA de g porte la bissectrice intérieure de I'aﬁf\@.

c) Soit D le point défini paﬁ :éA_C. Montrons que g(B)=D?

NE

Posons g(B)=B'. Comme gog est une homothétieentre A et de rappc(rti}: :—13 et puisque

_—

gog(C)= B/, alors AB' =%A7§ .DoncAB'=AD - B'= D, d'oug(B)=D.

* Montrons que [BD)est la bissectrice intérieure de l'angléA BC?

Comme g(A)=A, g(B)=D et g(C)=B alors lesatrgles ABC et ADB sont semblables et par suite on a

ACB = ABD, or ACB = g alorsABD =% et on a aussCBD 22—% :% doncABD = CBD ce qui



donngBD)est la bissectrice intérieure de I'angl&BC.
3) a) fog est la composée d'une similitude dirgatie rappor{/§ , et d'une similitude indirecte g, de rapport

1
N

alors fog est une similitude indirecte de rapp(i_i?m— =1doncg est un antidéplacement.

NE
Commefog(A) = A et fog(C) = C alorsfog =S,).
=3AD AD'=+/3AD AD'=+/3 X:—lgAC

DO a5 a5 )= 2o |45, A5 = T (A5 38 |+(#8 A0 |= T[]

AD'= AC AD'=AB

R v
(3630 e |50 )=t

4) Déterminons f(l)...
On a f(B)=C et f(D)=D' donc f((BD))=(CD").
On a ausS,(8) = (AJ) etfog(a) =1 (A) (carg(a) =A). Alors f(A) = (AJ)

=(AJ
comme{l} = A n (BD)alors{f(1)} =f (A) n f((BD)) « {i)} = (AJ)n (CD) d'ou f(1) = J.

- A=B*D' = D'=S,(B).




Exercice n°3:
1) (E):47x+53y =1.
a) On a :47x (- 9)+53x8 = -423+ 424=1donc (- 98) est une solution de (E).
b) * Si (x, y)est solution de (E) aloA¥x+53y = & 47x+53y = 47x(-9)+53x8 « 47(x+9)=538-y)
a{53/47(x+9)
On
53047=1
Commd7(x+9) =538~ y)alors47x53 =538-y), on trouvey = 8- 47k
* Réciproquement, dix, y) = (53k - 98- 47k) alors47x + 53y = 47x (53 — 9) + 53x (8 - 47Kk)
= 47x53 - 47x9+53x8-53x 47k =1.Donc (x, y) est solution de (E).
Conclusion: S,,, ={(53% - 98- 47k),k 0 Z}.
c) * Sixest un inverse de 47 modulo 53 47x =1lmod53 - il existe un entiey tel que47x =1+ 53y
~ 47x-53y =1 « (x,—y)est solution de (E) et par suite: 5% - kI Z.
* Réciprogquement st =53 - 8 Z ,alors 47x = 47x 5% — 9% 47 = 47x 53 +1-53x8 =1[mod53]
Conclusion: L'ensemble des inverses de 47 modulo 5353t- 9,k 0 Z} .
d) Sik = lalors53k -9 =53-9= 44'est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53
2) a) Comme 53 est premier45[53= ,d’hpres le théoréme de Fermat 0455?5]{mod53] .

b) Comme45°2=1mods3 alors 452%2= 1mod53], par suitet5'*=1mod53.

D'ot1 45'%= 45°[mod53 « 45°°=(-8)*[mod53| ~ 45%=14mod53.
Le reste de 4% modulo 53 est égal a 11.
3) a) N est la somme des 106 premiers termes dliteegéométrique de raison 45 et de premier tdrme

106 _
done = &> 11donc 44N=45"%- Dpar suitet4N =1dmod53 .

b) On a44N =1qmod53 - -9N=1qmod53 ~ -54N=6(0mod53 - - N =7[mod53]
- N= —7[mod53] - N= 46[m0d53] donc le reste de N modulo 53 est égal a 46.

Exercice n°4: x |0 > n
f(x) =e", x0[0, 7. £ (=) + ]
1) a) f'§)=cogx)e™™ .

f'9=0 - cos) =0 - x= (CarxD[o,77).

Voir le tableau de variation de f:
b) On ax0[0,77] = -xO[-70] = (7-x)0[0,7].

alorss3/(x+ 9)donc il existek 1 Z tel quex+9=53%k = x=53 -9

fz)

etf (77— x) =e>""=e""*= f (x) .Donc la droiteA : x = g est un axe de symétrie (@ ).
c) Ona(T):y=f'(0)(x-0)+f(0) - (T):y=x+1.(car f'(0) =f (0) =1).

2) a) *D'aprés le tableau de variation de g @{51;—\@} > Qet g ne s'annule pas SE|(D, _1;\/1 :

_l+\/§

2

* La fonction g est continue et strictemedétroissante s{r ,1} donc elle réalise une bijection



de{_lh/g ,1} sur{—lg(_lh/gﬂ : et comme0 [ {—l g(_l;/g

2 2

une solution unique dans I'intervall%_lJ;\/g ,1} .

Conclusion: I'équation g)=0 admet une solution uniqae]]o,][.
b) * Si xD[O,a] on ag(x) = 0.
*SixD[a,l] onag(x)< Q

3) On ah(x) =™ —(x+ 1) xD{O,I—ZT]

a) On ah'(x) = cogx)e"™-1=/1- (sinx)?.e*"™~1= g(sinx) pour toutx [] {Og} :

H alors I'équation =0 admet

b) la fonction sinus est continue et stricteneenissante S\Elo,ﬁ] donc elle réalise une bijection de

[Og} sur[O;L]; et commeaD[O;L] alors il existe un unique réegl’] {O,l—jtel quesinf=a .

c)Ona: si({O, ,8]) = [sin(O),sin,B] = [O, a] et sir{[ﬂ,gD = {sin,&’,sin(gﬂ = [a;L].

d) Tableau de variation de h:

i

0

P

" h(0) =0 , W=
*h(p) =e™ (B +1] =e"~(B+1),
. h[fj (%) —[’—7 +1j —e-1-"

2 2 2 h(z)

e) Commea—l—g > Qalors h(x) > Oet par suitef (X) = x+ 1

pour touk [ {O, 7—21 :

= La courbe (Cf) est au dessus de la tangente (T) sur I'intervaﬁ@,ﬁ} .

[I) 1) a) Montrons que pour tout réek 0on asinx < x ?
Poson®(x) = x—sinx, x= 0.

Ona ®'(x) =1-cosx= OQpour toutx= 0 Donc @ est croissante sur IR
Par suite pour toux> Ona®d(x)=®d (0) = P(x)=0(carP(0) = 0 < sinx< X.

b) Commesinx < x pourtoutxD[O,g}, alorse™™ < expourtoutxD[O,g} et alorsf(x)< e*.

ﬁ
2
.
] 3

. TT . . . .
c) Pour placer le point de coordonn%ez-s ej on trace la droite d'équatian= qui coupe la courbe de

la fonction exponentielle au point de rmmnéegl, e), on place alors le point d€, )de coordonnées

(g ej (Voir figure).



2) a) Pour toux 0| 0,22 f(x)< e, alors [ f(x)dx<[ e*dx = [f(dx<|e’]! = [f(xdx<e-1
) a) Pour to B ,ona(x)_e,aorsj'o(x)x_J'oe x«:»J'O(x)x_e 0<:»J'0(x) <e-1.

On a aussi pourtoxn][ll—ﬂ, sin()< sinx < sin(gj « sin(D)< sinx< 1,alorse’™< e

o T L n n T
En intégrant chague membre e%lr%} on aurzil? f(x)dx < LZ edx = LZ f(X)dx < E(E —1).

b) Puisque la droitA: x = g est un axe de symétrie (@ ), on a :
A= 2]05|f (x)dx = 2]05 f(x)dx (Car f est positive)
. i
= 2j0f(x)dx+ 2]12 f(x)dx
Et comméjsf(x)dx <2e-2et ZLE f(x)dx < &(77- 2) alors A< en-2 (*)

* Montrons queq > é +77?

T n n n X2 2
On af (x) = x+ pour toutx [ [OE} . Donc IOZ f(x)dx = joz (Xx+1)dx < IOZ f(x)dx = {7 + x}

0

2 ]TZ T 2 ]Tz "ol 77'2 *k
= J21090xz T+ o 2 2i00dkz Tk ot Az T+ ()

De (*) et (**) on déduit quc—:‘lzli +m<A<en-2.
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