Mr. ABIDI Farid Serie 2 : Calcul intégral 4 M_SC-Exp_Sc-Tec
Exercice 1
On pose : I = F —COSX_ ik et J:F _ SInX
0  CcosX+sinx 0 COSX+SInx

1) CalculerI+JetI-1J.
2) En déduirelet].

Exercice 2

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :
1 1 2 1
1=IL; J=jx—dx; K=J\/x2+2dx.
0y x* +2 0y x* +2 0

1. Calcul de I
Soit la fonction f'définie sur [0; 1] par f(x) = In(x + v x* +2).

a) Calculer la dérivée de la fonction x = +/x* +2.

b) En déduire la dérivée " de f.

¢) Calculer la valeur de L.

2. Calcul de J et de K

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que : J + 2I =K.

b) A l'aide d'une intégration par parties portant sur l'intégrale K, montrer que :
K=+3-17.

¢) En déduire les valeurs de J et de K.

Exercice 3

On pose [, = dex et [, = Ix(ln x)"dx pour tout n entier non nul.
1 1
1. Calculer Iy et I;. (on pourra utiliser une intégration par parties).

Montrer que pour tout n entier2/,,, +(n+ 1)/, = ¢*. Calculer L.

n+l

3. Montrer que pour tout n entier, /,,, </, .En déduire en utilisant la relation du 2°

2 eZ
<I < .

n+3 " n+2
4. Calculer lim /, et lim n/,

n—s+oo n—s+oo

I’encadrement suivant :

Exercice 4

1
On considere I'intégrale : [, = JO t"e*dt , ol n est un entier naturel non nul.

1) En utilisant une intégration par parties, calculer I;.

2) En utilisant une intégration par parties, trouver une relation entre /,, et/ .

3) Endéduire L et I5 .

4) Utiliser les résultats précédents pour calculer I’intégrale : [ = J: (£ + 3t + 2t)e” dt .
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Exercice 5

Dans un repere orthonormal , (unité graphique :1 cm), on considére la courbe composée de
l'arc (OA) d'équation : y=+x , pour x € [0 ;2], et du segment [AB], ou A(2 ; \2 ) et B(5; 0).

Calculer la valeur exacte (en cm’) du volume V du solide (S) engendré par la rotation
autour de I'axe des abscisses du domaine plan coloré.
Donner une valeur approchée de V en cm *(a un mm’ pres).

Exercice 6

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.

t
On considére la suite (U,) définie par : U,= jj(%)endt .

1)a)Soit ¢ la fonction définie sur [0 ;2] par: @(t) = % . Etudier les variations de ¢ sur
[0 ;2]. En déduire que, pour tout réel ¢ de [0 ;2], %S o(t) S% .

b)Montrer que, pour tout réel 7 de [0 ;2], on a : %e;S o(t)er S% en.
2 2
c)Par intégration, en déduire que : %n (en-1)<U, < %n (en-1).
h_

d)On rappelle que : }gr(} [e A

j=l . Montrer que, si (U,) posseéde une limite L, alors, 3< L S% )

Lo o2t43 5 1
2)a)Vérifier que, pour tout dans I, on a : ) 2 R
En déduire I’intégrale / = Izﬁdt .
0 142
t 2 2

b)Montrer que, pour tout t dans [0 ;2],ona: 1< e" <e" . En déduire que: I<U, < e" X1 .
c)Montrer que (U,) est convergente et déterminer sa limite L
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Exercice 7

L'objectif est d'étudier la suite (u,) définie pour tout entier n > 0 par :
1 1 box”
u, =| ——dx et,pourn=1, u, = | ——=dx.
0 .[o NI O V1+x?
1. a) Soit f la fonction numérique définie sur [ 0 ; 1 ] par:

f@)=In(x +~+1+x?).
Calculer la dérivée /' de f- En déduire uy .
b) Calculer u;.
2. a) Prouver que la suite (u,) est décroissante (on ne cherchera pas a calculer u,,).

En déduire que la suite (u,) est convergente.
b) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0 ; 1], on a :

1<V1+x2 <42,
En déduire que, pour tout entiern > 1, on a :

(1)

;Sun < 1
(n+ 12 n+1

Déterminer la limite de (u,,).
1

3. Pour tout entiern >3, on pose : I, = J. x" 2 1+x2dx.
0

a) Vérifier que, pour tout entier n >3, ona : u, + u,, =1,.
Par une intégration par parties portant sur I,,, montrer que, pour tout entier n >3, on a :
My + (n— 1)ty 2 =~/2..
b) En déduire que, pour tout entiern =3, on a :
2) (2n - Du, <+/2.
¢) A l'aide des inégalités (1) et (2), montrer que la suite (nu,) est convergente et calculer sa
limite.
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Exercice 1
. cosx Z  sinx
R L N S
0 cosx+sinx 0 cosx+sinx
Z cosx Z  sinx Zcosx+sinx
1) I+J= '[ S———dx+ |} ———dx = | * ——— dx d'apres la propriété de linéarité
0 cosx+sinx 0 cosx+smx 0 cosx+sinx

1+7=[1de=[x];  dod 1+7=%

Z  cosx Z  sinx 2 cosx—sinx Zu'(x)
[-J={° dx | dy= [ SEXTIE g o [

0 cosx+sinx COS X +sin x 0 cosx+sinx O u(x)

En posant u(x) =cosx+sinx on a u'(x) = cosx—sin x

cosx—sinx u'(x .
donc = (x) d'

—J= '[(:;%dx = [ln(u(x))]og = [ln(cosx+ sin x)]og

1+\B
>t

cosx+sinx  u(x)

soit I—J=ln£%+?j—lnl<:> I—J=ln[

2) On a le systéme formé des deux équations: [ +.J =% (1) et I-J= IH(HZ\/EJ (2)

(1)+(2):>1=% Sl L”zf] L (1)-(2)= J=%—lxln[l+\/§j.

2 2

Exercice 2

e UXT

a) Posons g(x)=+/x>+2 , g est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et :

dx; K= I\/x +2dx. £(x)=In(x+vx*+2)

g=—2 soit|g(x) ==
2NxE+2 xt+2

b) f(x)= ln(u(x)) ,f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et : f'(x) =

uw'(x)
u(x)

avecu(x)=x+Vx’+2=x+g(x) @ u'(x)=1+

VX +2 x*+2

u'(x 1 x+ X +2 . 1
B ol =——=—|
u(x)  x++x +2 VP +2 X +2

Doncona: f'(x) =

1 dx 1 1 1 1
1= = dx=| f'(x)dx= =f()-£(0
) LEZE-LEZEX [ f'@dx=[1@)], =10~ /©)

soit I=ln(1+\/§)—ln\/§c> I=1n1-i_/\§/5
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2)IIJ_JI\/_deI\/x+dx
L xt+2 a
a) J+2[=IJdex+2XJJxT J‘\/dex J.\/x+ dx(car\/; \/2)

Donc on a bien :
b) sz-ol\/xz+2dx=I;1X\/x2+2dx

En utilise une intégration par parties: on pose u'(x)=1  v(x)=+x"+2

X
u(x)=x v'(x)=
NxT+2
1 1 1 ' B 1 1 X
K=I0\/x2+2dx=[uv]O—I0uXv dx & K—[xX\/x2+2JO—IOxx\/mdx
1 1 X
K=[x><\/x2+2J —| xx dx = [xx X+ J [xX\/x2+2J -J.
0 '[0 X’ +2 I VX*+2
Finalement on a : .

1
0
¢) En utilisant les deux relations: J +2/ =K (1) et K=3-J (2)

On reporte I'quation (2) dans (1) onobtient: J+2/=3-J & 2J=3-2] & J=%—I.

Soit d'apres la question 1) |J =——1In 1+V3

2 2

1+3 3 1443

S |K=—+1

NG 2 R

Larelation( )donneK 3—J soitK = 3—5+1n

Exercice 3

1
On considere l'intégrale : [, = IO t"e*dt , ol n est un entier naturel non nul.

1) I —J.lte”dt onpose:u(t)=t et v'(t)=e*, dou :u'(t)=1et v(t)—le”
=], pose : u(t) = =e”, : = =3

| Lol 2 Lo LT 2 1 e’ +1
Donc [, =|tx—e —I IX—e'dt & 1, =| =xe" | —|—e" | &|I, = .
2 ] 02 2 o L4 4

n+l

1
2)1 =J. t"e’'dt onpose:u'(t)=t" et v(t)=e*, d'ou :u(t)= !
"oJo n+1

tn+l 1 1 tn+l th 1 2 1
I, = x e —.[ x2e*dt & I, = xer | ———| "e*dt
n+1 0 On+1 n+1 0 n+1J0

2
¢ 2 i, ol =F—(miDl)]

n+l

et v'(t)=2e"

n+l

n+l n+l n+l

n+l 1
=i ={ f er‘} —Lxl o1 =

; *\mir.’rh
Tautee lee malidre lee RivezuE..


http://www.devoir.tn/

Mr. ABIDI Farid Correction Série 2 : calcul intégral 4 M_SC-Exp_Sc-Tec

e’ e et+l e’ -1
3 onprendn=1,2,=¢*-2] &, =—-] &, =—-— A .
) p 2 1 2 =5 T 275 4 2 4
‘ 2 2 21 2
si n=2,alors: 21, =’ —31, <:>]3=e——él2 <:>]3=e__§e & I3=e +3.
2 2 2 4 8

4)1= (13 + 32 +20)e2t dt .

1 1 1 1
I=| (#4300 +2)e"dt =] fe¥di+ | 3Ce”di+2[ te”dt En utilisant la linéarité de lintégrale.

I=1+31,+2]

e’+3 _ef—-1 _er+1 e’ +6e’+4e*+3-6+4 11e* +1
= +3 +2 o[ = | =
8 4 4 8 8

Exercice 4

1

On pose [, = dex et/ = Ix(ln x)"dx pour tout n entier non nul.
1 1

= 5] 5
¢ 2 2

1

I = Ix(ln x)dx , On utilise une intégration par parties:
1

x’ 1
—etv'(x)=—
2 ) X

e 2 2 2 ¢
1, =Ix(lnx)dx= [uXv]le —J‘leuXv'abc=[X7lnx}1 —J‘le%xldx={%lnxl —jlegdx

| X

2 ¢ 27° 2 2 2
SOlt,[1=|:x?ln.Xj| —|:x?j| (:}]12%—674-%@ 11=e +1

1 1

2) In = IX(ln X)” dx & ]n+l . Ix(ln x)n+1dx
! 1
En effectuant une intégration par parties sur / ,, :

Onpose:u'(x)=xet v(x)=Inx, dou u(x)=

2
On pose : u'(x)=x et v(x)= (lnx)n+1 , d'ou u(x)= % et v'(x)= (n+l)l(lnx)"
x

e

e 2 2
1. =Ix(lnx)"+ldx=[uXV]f —quv'dx =~ =[%X(lnx)"“} —J.]e%x(nﬂ-l)%(lnx)" dx

1 1

2 2

+1 pe n +1 o
ln+1=%—n2 Il x(Inx) dx(:)l,m:%—n I, ,ainsional|2l  +(n+1)I =¢
? et 21
Pournzlona:2]2+211=ez<:>12=e——11<:>12:e——e & 12:e
2 4 4
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e

)I1,-1,= I x(In x)" dx — J.x(ln x)"dx en utilisant la linéarité de l'intégrale, on a
1

1

. -1 =

n+l n

——

(x(ln x)"! = x(In x)" ) dx en factorisant par x(In x)", on a

e

I.,—1 =J-x(lnx)" (Inx—1)dx

1

Pour tout x de l'intervalle [1;e], x(Inx)" >20et Inx—1<0

e

Donc : x(Inx)" (Inx—1) <0, la positivité de l'intégrale permet d'écrire: J.x(ln x)"(Inx-1)dx <0

D'ou, /

n+l

Montrons que :

e n+l

1

-1,<0&|1,,, <1,/ onen conclut que la suite (/,) est décroissante.
2 62
<[ < .
n+3 " n+2
e n+l
La relation du 2° peut s'écrire : 2/, +(n+ 1), =&’ <1, = 7—71,1
e n+l
Comme /,,, <1 , alors ?_TI" <1, enremplacant/ , parsa valeur.
2 2 2 2
1 1 .
LN N Ay SN TNV ADINCAP L O Iy |
2 2 2 2 2 2 n+3

2

Pour montrer le deuxiéme membre de l'inégalité, on utilise le méme raisonnement au rang 7 :

<l o1<I

n+l —

onal

La relation du 2° peut s'écrire aurang n : 21, +nl,_ =’ & 1

n—

2

e 2
I <1 & [ <—-—1 , enremplagant / _, par sa valeur
n o n

2

< 2 o0

n

En grouppant les deux inégalités on obtient:

4) lim-£

n

2

. e
=lim

&

2

n+3

2
e

n+3
nxe’
n+3

<I

lim

2
e

n+2

<

nxe

n+2
La suite (/,) converge vers 0.

2
nxe

n+3
2

<n

nXxe

2

n

n

2

=lim

n+2

=lim

xXI <

2
nXxe

n+2

e e .
< —, d'otapres simplification:

I <
" on+2
e’ e’
<] <
n+3 n+2

=0, d'apres le théoreme des gendarmes, on a:

lim/, = 0]

=¢?,d'apres le théoréme des gendarmes, on a:

limnl, =é’

n

La suite (nl,) converge vers e’.
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Exercice 7

Pour tout entier naturel n =1, u, = I ——dx et u,= I
VI+x?

! ——dx
V14X
1)a) On considere la fonction f/ définie sur [0;1] par: f(x) =In (x +1+x° )

f est dérivable comme composée de fonctions dérivables et :

2x x+1+x*
1+2 1+ \/l+
x — X .
S = x++1+x? S)= x++1+x’ F )= \/1+x

Dou, u, =J.Olﬁdx=[ F()], = ()= £(0). soit |u =ln(1+\/§).

Jolzm ;23@ x:[ml{ml

b) u,

= ——dx=
o1+ x*

n

X

VI+x?

2)a)Pour tout entier naturel n >1: u, = J. dx

B 1 xn+l 1 xn
u+1—un—joﬁdx—joﬁdx
J- x" jlx "1-x)
V1+x? V1+x?

Pour tout réel x e [0;1], >20etl-x<0, donc

dx d'apres la linéarité des intégrales.

x”(l—x)<0

x"
VI+x? VI+x? T

.Soit |u

=V2-1

Par passage a l'intégral (positivité de l'intégrale ou conservation de l'ordre), on en déduit que:

1x"(1-x)

Uy —U, _I m

il >0 <:>un=J‘1 X
VI+x? O J1+ x?

(u,) est minorée et décroissante, elle est donc convergente.

————=dx <0, la suite (u,) est donc décroissante.

dx 2 0.La suite (u,) est minorée par 0.

b) Pour tout réel xe [0;1], ona: 0<x* <l 1<1+x° <2 & 1</1+x7 <\2.

R

\/5 - V1+x?

En prenant l'inverse on a:

n

X oXx
< <x", le passage a l'intégral donne: I —dx _[
V2 1+ x? O J1+x?
1 1

1 n+1 xn+1 1 1

dou: | =X <u, < = <u <——I ().

L/E n+ll) [n+1}0 \/5(n+1) n+1

1

Iim ——= lim —

Nn—>+oo \/7(1,1_;’_1) n—>+oo n+1

=0, le théoréeme des gendarmes permet de conclure que

<1, en multipliant par x" qui est positif, on obtient:

dx < J: x"dx

limu, =0

n—>+o0

; ':*w:ir.’m
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Classe de terminale S

1
3)a) Pour tout entier naturel n >3, on pose: I, = J. X"+ xP dx.

—I \/rd IJTd J'lxn\/zl(i;l) J. X +1dx (car%=\/;).

Donconabien u,+u, ,=1 |

onau,+u,,

En utilisant une intégration par parties:

I = Ll x" 21+ x dx =J.01 vi(x)Xw(x)dx en posant:v'(x)=x"" v(x) =
w(x) =V1+x° w'(x) =

Dlow: 1, =[v(x)X w(x)]i) — .[01 v(x)Xw'(x)dx,

n-1 ! n-1
soit In={\/1+x2><x } [ X dx
l’l—l 0 On_l 1[1+x2

V2 1 J-l x" x”1

I_

.= - dx
n—-1 n-1

"1+ X7 n—1 \/1+x (n 1)\/l+x
V21

Donc finalementona: |/, =———-——u
n-1 n-1

nl

comme u, +u, , =1 , en remplagant l'expression de 7, ,

on obtient apres simplification: |nu, +(n—1u,_, = V2|,

b) La suite (un) est décroissante, donc on a :
u,<u, , < (n—1u, <(n—1)u, , en multipliant par (n—1)
< nu, +(n=Du, <nu,+(n-1u, , enajoutant nu,

& nu, +(n—Du, <32 puisque nu, +(n—Du,_, =~/2

ainsiona: |(2n—1u, < V2 (2)

2n—-1>0

o . 1 2
d'ot en utilisant la relation (1) m <u, < —=s < 2\/_ 1
n+ n+ n-—

c) Larelation (2) donne (2n—1)u, < N u, < 2\/5
n —

1 n\/E

. 1 2 - n
on a l'encadrement: ————<u < et en multipliant par n, |———<nu, < <

L2n+1) " " 21 L2n+) " n+l 201
2 Q 1

L et lim = =— (en utilisant la limite du quotient de deux polynomes).

n
lim ——=
n—>+oco \/E(n_{_l) \/5 n—>+teo 27’1_1 2 \/5

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que: | lim nu, =

n—>+oo

5i-

La suite (nu,) converge vers

1
5
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