M. Wissem Fligéne Dérivabilité 4Sc.exp - Cours

I. Rappels :
1. Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant x,

f est dérivable en x, s’il existe un réel € tel QUE ......cconeeemremernneenneessessneeinnns (0 )0 1<) 0 (olo ) < O

£ s’appelle le nombre dérivé de f en x, et il est noté .................

Interprétation graphique :
f est dérivable en x si seulement si la courbe C de f dans un repére admet au point M (xg, f (%)) e

o T estd’@quation : ...

e Un vecteur directeur de T €St ...oevvvererereresennnns

N.B: f'(x,) = 0 signifie C admet au point M (X, f (X)) UNE c.oorreerrreerrmmeessmressrmeesssssssssmeessssssssssssssssssssanes
Application : activité 1 page 40
2. Dérivabilité a droite — dérivabilité a gauche :
e Activité 4 page 40
Définitions
v Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [x,, x, + h[ (h > 0)
f est dérivable a droite en x, s'ilexiste Un 1éel £ tel QUE ..vmeessssessseesssssssssesssssssnees
? s'appelle le nombre dérivé de f a droite en x et il est noté ............
v Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]x, — h, x| (h > 0)

f est dérivable a gauche en x s'ilexiste Un 1€el £ tel QUE ...meneimseessnsesssssssssssssssenes

? s'appelle le nombre dérivé de f a gauche en x et il est noté ...

Théoreme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,
[ est dérivable en Xy Si €1 SEULETIETIE ST ...eureereereerreereesees e esse s ss s es s ss e b e R bRt

Interprétation graphique :
Soit C la courbe représentative de f dans un repere du plan

1



M. Wissem Fligéne Dérivabilité

4Sc.exp - Cours

o T, estd’ éqUuation : ...

e Un vecteur directeur de T €St ...cooevreereerreereerreens

v f estdérivable a gauche en x; si seulement si € admet au point M (X, f (X)) «eeereessrmmmeesssmmsesssnn
........ . Tgestdequatlon

e Unvecteur directeur de T €St .vsmmmnsssseen

Interprétation graphi nsl ‘une fonction non 0 Xo:

Si f est dérivable a droite et a gauche en x, mais f” ;(xo) #
f 'g (xo) alors C admet en M(x,, f(x,)) deux demi tangentes

lim 970 — 4 o6 alors € admet en M(xy, f (x¢)) une demi-
x-xoT  X—Xg

tangente verticale dirigée Vers ...

lim [&=fCo) _
x-xgt  X—Xp
tangente verticale dirigée Vers ...

—oo alors C admet en M(x,, f(xy)) une demi-

llm f(x)—f(xo)
X-xo~  X—Xo
tangente verticale dirigée vers ...

= 4 oo alors C admet en M(x,, f(xy)) une demi-

fG~f o) _

lim —oo alors C admet en M (x,, f(x,)) une demi-
X-Xxo~  X—Xo
tangente verticale dirigée Vers ...
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3. Dérivabilité sur un intervalle — Opérations sur les fonctions dérivables :

Rappels
Soitaetbe R/ a<b
= Une fonction f est dérivable SUTI [@, D[ SSI .. ssssssssssssssssssssssssas
B @STAEIIVADIE SUL [, D[ SSI cireureeureerreerressseesseesssssssesssessssssssesssssssessssesssssssssssss st st ssss s s sssessssssssssssssssess sssssssssssesssessssssanes
I A o0 1<) g Az Lo (R DDl e I PN
B eSTAEIIVADIE SUT [@, D] SSI civeureeureesreesseeeneesssesessssessse st ssssssesssesssessssssssss s s s s st ssss st sss s ssssss sessssessssssasasssessanes
Théoreme

» sif et gsont deux fonctions dérivables sur un intervalle I alors:
f+g;af (@eR);fget ™ (n€N"\{1}) sont dérivables surl et ona :

= Sideplus f est strictement positive sur I alors \/f est dérivable sur l etona :

(VF) = o

» side plus g ne s'annule pas sur I alors :

é ;gin (n € N)et g sont dérivables sur l etona :
) - ) - @)

Dérivée de fonctions usuelles

intervalle |

f'x) =

fx) =
a

X
x™ (n € N*\{1}
1

X

1 *
x—n(TlEN)

Vx

sin(ax + b)

cos(ax + b)

tan(ax + b)

Rappels

= Toute fonction polyndme est dérivable sur
=  Toute fonction rationnelle est dérivable sur

A faire ; activité 6 page 42
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4. Approximation affine d’une fonction :
e Activité 3 page 40
Rappels
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant a
si f est dérivable en a alors f(a) + f'(a)h est une approximation af fine de f(a + h)

|f(a + h) = f(a) + f'(a)h, h voisin de 0|

Rappels
Si f est dérivable en @ AlorTsS f @St ... o v v cer er et et et et e e e e e e e e e e e
Attention : Si f eSt CONEIMUE 1L (, ... v wev wer cer cer een et s et et s s ses tes 1es 1es 1es s e e e e e e e e e e e

mais Si f n'eSt PAS CONLINUE €1 @ ALOT'S ... o. ccv vev ver ces en et et et v e e et et et et e e tes et ee sae e e ben £en e o

A faire : exercice 7 page 51

Il. Dérivées successives :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit f’ sa fonction dérivée.

Si f'est dérivable sur I, sa fonction dérivée s'appelle ... ... .. .. v v cvces ceev e ve oo € €SE NOLE .
Ainsi f" = ... ... etpour tout xdel : f'"(x) = .........

De méme si f"'est dérivable sur I,sa fonction dérivée est appelée ... ... ... .. v v oo ve vee vevee ven een €
esSt NOtée ..omreererrereirnnns

Plus généralement :

pour tout n € N*\{1},si la fonction f =V est dérivable sur I, f st dite ... ... ... e .esve vevvve en e SUT |
(f("‘l))’ S'APPLLLE .. v v e e e e e et et e e ee ie e OU et et et et et e 2 et ets eas ens ens es e e o € @ST TIOEEE

Application : activité 1 page 42

I11. Dérivabilité des fonctions composées :

Théoreme (admis)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a et g une fonction définie sur un
intervalle | contenant f(a)
ST e et e et et e e e e et e e e s e e e e een e e nne e een e e e ene e e <. ALOT'S g 0 f @St dérivable en a
Etona:

[(g°f)' (@) =g'(f(@) X f'(a)]

Corollaire

Si i alors g o f est dérivable sur |

Et pour tout x de I,

(g°f) () =g'(F(x) x f'(x)]

Application ; activité 2 page 43
A faire ; exercice 9 page 52
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V. Théoreme des accroissements finis :

e Activité 1 page 43

Théorem Roll
Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a,b[ (a < b)et vérifiant f(a) = f(b).
Alors il existe unréel c de |a, b[ tel que : ..............

Interprétation graphique

Soit Cs la courbe représentative de f dans un repére (0,7,))
Soit A et B les points de Cr d’abscisses respectives a et b

Le théoreme de Rolle permet d’affirmer qu'il existe au
moins un point N de Cr ou la tangente soit
........................................... , donc parallele a. ..............

Application : activité 2 page 44

Théoréeme des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ (a < b).

Alors il existe unréel c de |a, D[ tel QUE ¢ . ou encore

Interprétation graphique

Soit C¢ la courbe représentative de f dans un repére (0,7,7)

Soit A(a, f(a)) et B(b, f (b)) les points de C¢

fb) —f(a)
b—a

F1(C) TEPTESENLE ... on et e et et e e et et et et et e e s et e e

représente ... ... ... .. . ... .....de la droite (AB)

Le théoreme des accroissements finis permet d’affirmer
qu’il existe au moins un point M de Cr d’abscisse cou la
tangente SOIt ... .. v e s ve e e

Application ; activité 4 page 45
A faire ; exercice 11 page 52

V. Inégalité des accroissements finis :

Théoréme

Soit f une fonction continue sur [a, blet dérivable sur |a, b[ (a < b).
s'ilexiste deux réels m et M tels que pour tout x €la,b[; m < f'(x) < M alorsona :

Ou encore

Corollaire

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |
S'ilexiste unréel k > 0 tel que pour tout x de I, |f'(x)| < k alorsona :




M. Wissem Fligéne Dérivabilité 4Sc.exp - Cours

Application : activité 1 page 45
A faire : exercices 17 et 14 page 52
V1. Variations d’'une fonction :

e Activité 1 page 46

Théoreme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et f'sa fonction dérivée
* Sif'est strictement POSItiVe SUT T QLOT'S ... .. ce cev cee ces et et e et et e et ee e et et e aen ee e s eae e o
* Sif'est strictement NEGative SUT I QLOTS ... .. oo covvs et et ces et et e et et e e e e s ee e s e e s e

Théoreme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et f'sa fonction dérivée
Si f'est positive (respectivement négative)et ne s'annule sur aucun intervalle ouvert de I,
ALOT'S v s s s s s e e i e e e e e e e e e 1 (TESPECEIVEIMENT st et et et e et et e s s e e 1en )

Théoréme
Soit f une fonction continue sur [a, blet dérivable sur ]a, b[ (a < b)
* Si f est croissante (respectivement strictement croissante)sur |a, b[ alors f est ... ... .. . ...

* Si f est décroissante (respectivement strictement décroissante)sur |a, b[ alors f est ... ... ...

Application : activité 3 page 48
VII. Extrema :(Rappels)
Définitions
Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant a
* Ondit que f admet un maximum local en a s'il existe un intervalle / contenant a et inclus dans |

tel que pour tout x de J, .. e e e e
* Ondit que f admet un minimum local en a s 11 existe un intervalle J contenant a et inclus dans I

tel que pour tout x de J, ... o s vee et s et e e e e e
* Lorsque f admet un minimum local ou un maximum local en a, on dit que

Théorémes

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a
1. Sif admet un extrémum local en a alors ... ... ... ... ... ...
2. Sif'(x)s'annule en a en chageant de Signe AlOTS ... ... .. .o cov ces cer et vee cee vee ce e et et ee eae e e en e

VIIl. Point d’inflexion
e Activité 1 page 49
Définition

Soit C la courbe représentative d’une fonction f dans un repére orthogonal (0,7, )
Un point I de C est un point d'Inflexion de C Si ... ... ... oo coe et ces cen ot it e s e et et e e e et e e e e e e e

Théoréeme (admis)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert contenant a

Si f"s'annule en a, en changeant de signe, alors le point I(a, f (a)) est un point d'inflexionde la
courbe représentative de f

Application ; activité 2 page 49

A faire : exercice 21 page 53 et QCM + Vrai ou Faux page 50




