Lycée de Souassi
* % % SECTIONS : 4™ Sciences Expérimentales 2 & 3
DEVOIR DE SYNTHESE N° 1 EPREUVE : Mathématiques
- DUREE : 2 heures
08/12/2010 PROFESSEUR : Mr Wissem Fligéene

Exercice 1 : (3 pts)

Pour chacune des questions, une seule réponse parmi lestrois est exacte. Indiquer sur la copie le numéro de
la question et la réponse chois e correspondante puis justifier cette réponse.

Une réponse non judtifiée est cons dérée comme fausse.

On donne le tableau de variation d'une fonction f définie et dérivable sur R
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1) L’équation f(x) =0 admet:

A. une solution B. deux solutions C. trois solutions
2) Onnote f'ladérivée dela fonction f. On peut affirmer que :
A f'-2)xf'@®)<0 B. f'Qxf'5)=0 C. f'@xf'(7)>0

3) On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction . Les droites T et T' sont tangentes a
la courbe aux points d’abscisses respectives —1 et 1
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A. f'(-D)=0 B. f'(-)=2xf'(Q0) C. f'@=2xf'(-2)
4) Une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f '. Déterminer
laquelle.
A. courbe C; B. courbe G, C. courbe G;

4/,\ \ ] \
2/ \ 2+ 2
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Exercice 2 : (5 pts)

U,+2v,
U, =1 U = — 3
On définit les suites (U) et (V) par §. ° et pour ne N
V,=2 U, +4v,
Vn+1 = T
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On pose W, =V,, — U, pour ne N.

iy
2)
3)

4)
5)

Démontrer que la suite (W) est géométrique et préciser sa limite
Exprimer W, en fonction de n et en déduire que U,, < V,, pour tout ne N
Exprimer U,,,; — U, etV,,; —V,, enfonction de W,

En déduire le sens de variation des suites (U) et (V)

Justifier que (U) et (V) convergent vers la méme limite /.
On pose T,, = 3U, + 10V}, pour ne N

a) Démontrer que la suite (T},) est constante.

b) En déduire la valeur de /.

Exercice 3 : (6 pts)
On considére 'équation (E): 2z2—4z+3-iV3 =0

D
2)

3)

4)

Calculer (1 + i\/§)2

a) Résoudre dans C I’équation (E)

b) Ecrire les solutions sous forme exponentielle.

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O ,u, V), on considére les points

1—|«/§etﬂ _ 3+i/3
2 2
a) Montrer que OAC est un triangle rectangle

b) Déterminer I'affixe du point B tel que OABC soit un rectangle

A et C d’affixes respectives a =

Soit 'équation (Ep) : z2- 2z-2isinfe!® = 0;avec6 0, x|

a) Montrer que : 2i sinf e’ = 2% — 1

b) Résoudre dans C I’équation (Eg) .On désignera par z’ la solution ayant une partie
imaginaire négative et par z"’ 'autre solution

c) Déterminer 6 pour quel'onaitz’ = o et z"' = 8

Exercice 4 : (6 pts)

Soit f la fonction définie sur [O,+00[par :f(X) =

et{, sa courbe dans un repére orthonormé

2
V1+ X

0,7.))

D

2)

3)

a) Etudier les variations de f
b) Montrer que f réalise une bijection de [O,+OO[sur un intervalle | que l'on précisera.
¢) Explicitéf 7(x) pour toutxe | .

d) Montrer que I'équation f(X)=Xxadmet une unique solution a € ]ZLZ[
1
Montrer que pour toutX € (12| ,ona: |f'(X) <——
que p [1.2] 0l <5

Soit(u,) la suite définie surN par: u,=1 et u,=f(u,) pourtoutneN
a) Montrerque: pourtoutneN , 1<u <2

b) Montrer que pour toutne N,

Uy~ < lu, — 0
2

242

1Y . .
u, —oc| < (—j . En déduire que la suite (u,) converge vers

2.2

c) Montrer que pourtoutne N,

une limite qu’on précisera.
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Solution
Solution-Exercice 1
1) B
f est strictement croissante sur |—oo, 3] et f(]—,3] ) = ]—o0,2] qui contient 0

D’autre part f est strictement décroissante sur [3, +oo[ et f([3, +[ ) = ]—o0,2] qui contient 0
Donc f(x) = 0 admet exactement deux solutions : —1 et une autre qui appartient a [3, +o[ (0,75 pt)
2) C
f est strictement décroissante sur [3, +oo[ donc f'(x) < 0 pour tout x € [3,+o[ en particulier
f'4)<0etf'(7)<0doncf'(4)xf'(7)=0 (0,75 pt)
3) B
Graphiquement: f'(=1)=1et f'(1) = %donc f'(=1) =2f'(1) (0,75 pt)
4) C
Sur |—o0, 3], f est strictement croissante donc f'(x) > 0 et par suite la courbe de f" est au dessus de
I’axe des abscisses
Sur [3,4o0o[, f est strictement décroissante donc f'(x) < 0 et par suite la courbe de f"' est en dessous
de I'axe des abscisses (donc la courbe C, est a écarter)
D’autre part f'(—1) = 1 donc la courbe de f' passe par le point de coordonnées (—1,1) qui est le cas
de la courbe C5 (0,75 pt)
Solution-Exercice 2

_ _ Up+4Vy  Up+2Vy  3Up+12Vp—5Up,—10V, _ 2V, —2Uy
1) Wn+1 - Vn+1 - Un+1 - 5 - 3 - 15 - 15

S . 2
Donc W, est une suite géométrique de raison q = = (0,75 pt)

q= % € ]-1,1[ donclim W, =0 (0,25 pt)

2 2
—E(Vn_Un) _EWn

2) W, =Wyq" or Wy =V,—U, =1doncW, = (%)n (0,5 pt)

n

V,—U, =W, = (%) > 0 pour toutn € Ndonc U, <V, (0,5 pt)
Up +2Vyp 2V —2U,

3) Upy1 — Uy = 3 _Un:T

Uy +4Vy, Up~Vp 1

Vigr = Vo = 22—V = 22 = —=W, (0,5 pt)

Upe1 — Uy = §Wn > 0 pour tout n € N donc (U,,) est croissante (0,25 pt)

= an (0,5 pt)

Voe1 =V = — § W,, < 0 pour tout n € N donc (V},) est décroissante (0, 25 pt)
4) *U, <V, pourtoutn € N
* (U,) est croissante et (1},) est décroissante
*lim (,—U,) =1lim W, =0
Donc (U,) et (},) sont deux suites adjacentes donc elles convergent vers la méme limite ¢ (0, 5 pt)
5) a)Tyyq = 3Un4q + 10V, = U, + 2V, + 2(U, + 4V,) = 3U, + 10V, =T,
donc (T;,) est une suite constante (0, 5 pt)
b) (T,) est une suite constante donc T,, = T, = 3U, + 10V, = 23 donc 3U,, + 10V, = 23 d’ou

3(+10¢ = 23 d’ou { = g (0,5 pt)




Solution-Exercice 3
1) (1+iV3) =1+2iV3-3=-2+2iV3 (0,5pt)
2) aya=2;b"=-2;c=3-i3
N=b?—ac=4-2(3-iV3) =4—-6+2iV3=-2+2iV3=(1+iV3)

donc 8’ = 1 + i/3 est une racine carrée de A'

_ -b'-8"  2-1-iy3 _ 1-iV3 tz, = -b'+8"  241+iW3 _ 3+iV3
ATTL TT g T SRTT o TT, T
1-iv3 3+iV3
Se = ; 1 pt
C { ) ) }(P)
b) z, =1_2i\/§=%—i\/—§= cos(—g) +isin(—§) =e™ 5 (0,5 pt)
3+l\/_ 3+iy3
7 =222 7| = 52| =3

soit ¢ = arg(z,)[2m] donccos @ = £ etsing = ! d ouY ==;2, = \/§eig (0,5 pt)
3) a) * Jiere méthode :
OA=|a|=1;0C=|f|=V3etAC=|p— a|=|1+iV3|=14
0A?* + 0C?* = AC? donc le triangle OAC est rectangle en O
* 2ieme méthode :

(m')) = arg( ) [2m] = arg <ﬁ) [2rn] = argf —arga [2n] = g+ g [2m] = g [27]

* Jieme méthode :

aff(0C) _ g _ 3e's

aff(m) T a e—i73—r
cl : OAC est un triangle rectangle en O (0,75 pt)

= \/§ei(5+5) = V3e'z = i+/3 : imaginaire pur donc OC L 04

b) puisque OAC est un triangle rectangle en O alors il suffit que OABC soit un parallélogramme c.a.d.

OB = 0A+0Csigzg = a+p L 3+2hr—2 (0,75 pt)

2
9 e—l9

4) a)2isinfe? =2; 2 — elf = 210 _ gi0 = 026 _ 1 (0,5 pt)
b)a=1;b'=—1;c= —2isinfe®
AN=b"%—ac=1+2isinfe® =1+ %0 —1 =¢20 = (ei‘g)2

donc 8’ = e'® est une racine carrée de A'

—p'=s5' .
z=—" =1—e®=1—-cosO —isinfouz=

a
or Im(1 —cos@ —isinf) = —sinf <0car6 €]0,n |
doncz' =1—eletz’ =1+eletSc={z;2"} (1pt)

-b'+8'

=1+4+e®=1+4cosO+isinf

1 1
1_ .3 1—cosf =~ cos 6 =~
)z =asigl—cosf —isinf =-—i—sig sig
? g sint9=\/—§ sint9:‘/—§
2 2
3 1
3, V3 1+4cosf == cos 6 =
z"' =Bsigl+cosf +isinf =-+i— sig _Zsig 2
’ 2 sinf = — sinf = —

comme 0 € |10 ,x [ alors|0 =z (0,5 pt)
3
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Solution-Exercice 4

1) a) f est dérivable sur [0, + o[ (quotient et composée) et
1

o o 2N1tx_ 1 _ 1
R N N

Donc f est strictement décroissante sur [0, +oo[ (0,75 pt)
c) f estcontinue et strictement décroissante sur [0, +oo[ alors f est une bijection de [0, +oo[

sur £([0, +oo[) = ]hmf f(O)] 10,21 =1 (0,75 pt)
) f71:10,2] — [0, +oo[
2 . 14y

2
- : .2 . (2 .4 1
x — fHx) = ysigf(y) =x51g—m=x51g<—m) = x° sig -, = X sig—,= = 5sig

1+y=%sigy=%—1

Donc|f~(x) = %— 1;x €1]0,2]| (0,75 pt)

d) Soitg(x) = f(x) — x

g est continue sur [1,2]

g xg@2) =(2-1) (%— 2) <0

g estdérivable sur [1,2] et g'(x) = f'(x) — 1 < O car f'(x) < 0 donc g est strictement décroissante
sur [1,2]

Alors I'équation g(x) = 0 cad f(x) = x admet une unique solution @ € |1,2[ (0,75 pt)

2) 1f' Ol = |- —=7| = =7

Or x € [1,2] doncx > 1sigx + 1> 2 sigVx + 1 > /2 sig (\/x+ 1)3 > 2+/2 sig

3
1+x

1 1
E—3 S [

(Vx+1) 2v2
Donc pour tout x € [1,2], |f'(x)| < % (0,5 pt)

3) a)*pourn=0,1<uy;=1<2

* on suppose quel < u, <2 montronsque 1 < uy,,q4 <2

1 <u, <2 etf eststrictement décroissante sur [1,2] alors f(2) < f(u,) < f(1)
it 5

Z vz

donclSFSunﬂ <V2<2doul<u, <2
*cl:pourtoutn €N, 1 <u, <2 (0,75 pt)
b) f est dérivable sur [1,2]

pour tout x € [1,2], |f'(x)| < — 2{

un eta € [1,2] alors |f(uy) — f(a)| < ﬁi |un

1
donc |uy4q — af < PN |lu, — | (0,5 pt)

—alorf(a) =«a

0
c) *pourn =0, |uy — «f S(L) =1

22
1 n 1 n+1
* on suppose que |u, —a| < (ﬁ) , montrons que |u,+q — a| < (ﬁ)

1 1 1 n 1 n+1
[un+1 —al < 55 lun —al < ﬁ(ﬁ) donc |up4; —al < (z_ﬁ)

*cl:u, —a| < (%)n pour toutn € N (0,75 pt)

1\" . N . 1 . n
(ﬁi) est une suite géométrique de raison oW € ]-1,1[ donclim (2—) =0




tou [ =2 0,590
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