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Dans I’espace muni d’un repére orthonormé direct (0,1,3,12) on donne les points A(1,0,1),B(-1,1,0),C(2,1,0) et

Exercice 1

I, (a,-a,a) ou a estun réel.

1) Déterminer les composantes du vecteur AB A AC .

2) En déduire que les points A, B et C définissent un plan P.

3) En déduire que 1’équation cartésienne de Pesty +z— 1 =0.

4) En déduire que les points A, B, C et I, ne sont pas coplanaires.

5) Montrer que le volume du tétracdre ABCI, est indépendant de x .

6) Soit S, la sphere de centre I, et tangente au plan P au pointH , .

a) Déterminer les coordonnées deH , .

b) Soit A I’ensemble des points H, lorsque a décrit I’ensemble R.Déterminer la nature de A.

Exercice 2

La courbe I ci-dessous représente la fonction dérivée seconde f” d’une fonction f deux fois dérivable sur R*.
On sait que f(0) =-1 et on désigne par G la courbe représentative de la fonction f.

1) Par lecture graphique déterminer :

a) Le signe de "

b) Les points d’inflexion de G.

. . X . S 0
2) La fonction f'est définie sur R par ' (x) = xe S.I X
xIn(x)-x six>0

a) Sans expliciter f” (x), dresser le tableau de variation def”.
b) Calculer f'(e) et en déduire le signe de f'

3) a) Montrer que la fonction : x L>%len(x) -%xz est une primitive sur]0, +oo [de la fonction :

X ——k—> xIn(x) - x

b) Montrer que pour tout réel x on a I Ox te'dt=(x-1)e* +1

¢) En déduire I’expression explicite de f
4) Dresser le tableau de variation de f
5) Etudier les branches infinies de G

6) Tracer G et ses tangentes en leurs points d’inflexion.
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Exercice 3
U, =1

Soit U la suite définie sur N par U, dx
U, = I ——— pourtoutne N
0 3+sin(x)

1) Montrer que pour tout entier naturel n, U, >0

IN

2) Montrer que pour tout réel X, ——— 1 .
3+sin(x) 2

U

n

N | —

3) En déduire que pour tout entier natureln, 0 < U, <

n

e

. 1
4) a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < U < (5

b) Calculer lim U

n—>+o0
Exercice 4
inco
Soit f la fonction définie sur [0, +oo [par f(x) = < X€ * SiX>0 et G sa courbe représentative dans un repére
0 six=0

orthogonal.
1) Montrer que f est continue a droite en 0.
2) Montrer que f est dérivable a droite en 0.
3) Calculer limf
. (%) . .
4) Calculer lim — et lim (f(x) - x) UInterpréter.

X—>+0 ¥ X—>+00

5) Soit g la fonction définie sur]0, +oo [par g(x) =1+ 1 In(x) .
X X

a) Etudier le sens de variation de g
b) En déduire le signe de g

In(x)
6) a) Montrer que pour tout réel x > 0,f' (x) =g(x)e * .
b) En déduire le tableau de variation de

7) Tracer G.
CORRIGE
Exercice 1
-2 1 0
I)Ona AB/1 |etAC/1 |donc ABAAC| -3
-1 -1 -3

2)Ona ABAAC#0 donc les vecteurs ABet AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas
alignés donc ils définissent un plan unique P.

3) On sait que le vecteur ABAAC est un vecteur normal de P donc I’équation de P est -3y —3z+d=0orle
point A(1, 0,1) appartient a Pdonc-3+d=0doncd=3d’ouP:y+z—-1=0.
4)Ona —a+a-1=-1#0doncl, ¢P donc les points A, B, C et I, ne sont pas coplanaires.

o—1
5) Soit V le volume du tétraédre ABCI, alors V = %‘(ﬁ AAC )Xla‘ or A—IO; —o | doncV= % 3o—-3a+3
o—1

d’ou V= l
2

Devoir.tn



6) a) H, (x,y, z) est le projeté orthogonal de I sur P < {H“I“ et ABA ACsont colincaires

H, eP
X=0
o—x=0 X=a y=-0+—
-o-y=-3t =-o+3t
Y o) = 1 < H, oc,—(x+l,0c+l
o-z=-3t z=o+3t Z=0+— 2 2
y+z-1=0 -o+3t+oa+3t-1=0 1
t=—
6
X=a
o . 1 . . 11
b) M(x, y, z) € A & il existe un réel a tel que y=5—oc donc A est la droite passant par le point D 0,5,5
1
zZ=—+
2
1
et de vecteur directeur u| —1
1
Exercice 2
1) a)
X oo -1 0 1 o
e I | R T
b) Les points d’abscisses respectives -1 et 1 sont deux points d’inflexion de G
2) a)
i -0 -1 0 1 +uo
£ (=) - 0 + I - 0 +
fray |0 0 +o
T
\ B l / F
£
limf’ = lim xe* =0 et limf'= lim x(In(x)-1)=+o0.
-0 X—>-00 +00 X—>+00
b)
X -00 € ~+00

£ (x) _ 0 T

. . 1 1

3) a) La fonction h est dérivable sur]0, +oo [et h'(x) = 2%xln(x) + 5 x?—— %2){ = xIn(x) - x = k(x) donc h est
X
une primitive de k sur]0, +oo [.
i _ .t — t X x X x

b) On pose U®m=e alors U=e d'oﬁJ. te'dt = [tet ]0 -I e'dt =xe* - [et]o =xe* -e* +1=(x-1)e* +1

V)=t Vi) =1 0 0
c¢) La fonction x : > (x-1)e* +1+a ou a est un réel constant est une primitive de la restriction de f' a]-00,0].

La fonction h + b ot b est un réel constant est une primitive de la restriction de f’ a] 0, +oo [.
Or f est continue en 0 puisqu’elle est dérivable en 0 et £'(0) =0 donc :
limf =limf =f(0)=-1doncb=a+1-1=-1donca=b=-1.

0* 0~

(x-1)e* six<0

Conclusion : f(x) = <1 3
EXZIH(X)-ZXZ -1 six >0
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4)

X -00 € +00
f'(x) - 0 +
0 +o0
o | TT——  erd
4

limf = lim (xe* —e*)=0 etlimf = lim x? lln(x)—é—i =+
2 4 x?

—0 X—>-00 +00 X—>+00

5)On a limf =0 donc I’axe des abscisses est une asymptote horizontale de ‘G au voisinage de -

lim fx) = lim x(% In(x) - % - izj =+ donc G admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe des

X—>+0 X X—>+0

ordonnées au voisinage de +oo.

6) Soit A(— 1,—gj et B(l,—%) les points d’inflexion de G. On af’ (-1):-let f'(1)=-1.
e e

— Courhe de la fonction
— Tangentes ala courbe de f
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Exercice 3
1) ® Ona U, > 0 donc la propriété est vraie pour n = 0
® Supposons que U, > 0et montronsque U, ., >0
La fonction x : ; est continue et strictement positive sur I’intervalle [0,U, | donc J.U" d—x >0
3 +sin(x) 0 3+sin(x)
d’ou U, >0.
Conclusion : pour tout entier naturel n, U, > 0.
2) On sait que pour tout réel x, -1 <sin(x) < 1 donc 2 <3 + sin(x) < 4 donc ; < 1
3+sin(x) 2
. 1 1
pour tout réel x >0, ——— < — u, dx u, 1 1
3)Ona 3+sin(x) ~ 2 donc | " ————<[ " ~dxdoncU,, <-U,
0 3+4sin(x) Y0 2 2

pour toutne N,U_ >0

0
4)a) ® Ona0< UOS(%]

Devoir.tn



n n+1
® Supposons que 0 < U < (%} etmontronsque0< U, < (%}

n n+l
On sait que 0<Um1£lUn Slx 1 doncO<U , < 1
2 2 \2 2

Conclusion : pour tout entier naturel n, 0 < U < (Ej

pour toutne N,0< U, < (%)
b) On a . dou lim U, =0
lim (lj =0
n—+oo| )
Exercice 4
. Inx) .1 - o .
1) Puisque lim =lim —In(x)=-o et lime* =0 alors lime * =0 donc limf =0 ={(0) donc fest
x—0" X x—0" X X—>-00 x—0" 0*
continue a droite en 0.
In(x)
2) lim fx) - 7(0) = lim e * =0donc f est dérivablea droiteen O et f;(0) =0
x—0" x-0 x—0"
. . In(x) . .
3) Puisque lim =0alors lime * =1 donclimf =+
X—>+00 X X—>+00 +o0
o o In(x) In(x)
4) Xl_i)rﬁo% = Xlirgoe * =1 et xlifg(f(x) -x)= Xlirgo x(e X - IJ = xli)rgj In(x) © ln(x}l =400 car XILIEO © ln(x}l
X X
X —
= lim S 1=101‘10naposéX:M et lim In(x)=+o0.
X-0" X X X400

Interprétation : 'G admet une branche parabolique de direction celle de la droite d’équation y = x au voisinage
de +oo.

, . , 1 1 11 Inx)-2
5) a) g est dérivable sur]0, +oo [et g'(x) =-—+—In(X)-——= In()-2
x? X2 X X X2
X 0 e? +uo
g' (=) - 0 +
Sens de wariation de g . e* -1 .
décroizsante . crols sante
e

e*-1 .. . . .. .
b) —— est le minimum de g sur I’intervalle] 0, +oo [donc g est strictement positive sur 1’intervalle] 0, +oo |
e

In(x) 1 1 In(x) In(x) 1 1 In(x)
6) a) Soit x >0 alors f'(x)=e¢ * + X(——zln(x)+——)e = * (1 ——ln(x)+—} = g(x)e *
X X X

X X
b)
X 0 +o0
f'x) |0 +
f(x) —» +oo
0
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7)
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