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EQUATION DIFFERENTIELLE ©

EXERCICE 1 ©

On considere I'’équation différentielle (E) : y’' +y = ex.

1. Démontrer que la fonction u définie sur IR par :u(x) = xe-x est une
solution de (E).

2. Résoudre I'équation différentielle (Eo) : y' +y = 0.

3. Démontrer qu’'une fonction v définie et dérivable sur IR est une
solution de (E) si et seulement si v - u est une solution de (Eo).

4. En déduire toutes les solutions de (E).

5. Déterminer la fonction fz, solution de (E), qui prend la valeur 2 en 0.

CORRECTION ©

Soit u la fonction définie par: u(x) = xe-x; alors u’(x) = e-x- xe-xet
u’ (x) + u(x) = ex-xex + xex = ex, donc u est bien une solution de
I'équation différentielle (E).

2.(Eo) : y'+y = 0 & y’ = —y. Les solutions de cette équation sont les
fonctions : x »Ce—x, C étant un réel quelconque.

3. Une fonction v est solution de (E) si et seulement si v’ +v = e,
On a vu a la question 1 que u est une telle solution donc que u’ +u = e-x.
En calculant la différence membre a membre :
vV-u+v-u=0& (v-u) +(v-u)=0,

autrement dit, la fonction v - u est solution de Eo.

4. On a donc pour toute solution v de (E),
v-u=Cexeav=zu+lexemv=xex+lex=v=(x+C)ex,CeIR
5. La solution f; prenant la valeur 2 en 0 vérifie

f2(0) = (0+C)e? =2&C=2.

Conclusion : f2(x) = (x +2)e~x

0,0
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EXERCICE 2 ©

A/ On se propose de résoudre sur IR I'équation différentielle

(E) :y'-2y = 2(e2x - 1).

1. Montrer que la fonction h définie sur IR par:

h(x) = 2xe?x +1 est solution de I'équation différentielle (E).

2.0n pose :y =z + h. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si
z est solution de I'équation différentielle : z'- 2z = 0.

Résoudre cette derniere équation différentielle et en déduire les
solutions de (E).

3. Démontrer qu'il existe une solution et une seule de (E) s’annulant en
0
CORRECTION ©

1)Soit h(x) = 2xe* +1

Montrons que h est une solution de (E) :

h'(x) = 4xe™ +2e™ . h'(x) - 2h(x) = 4xe™ +2¢™ —4xe™ —2 = 2(e™ -1)

Donc h vérifie (E) (est une solution de (E))

2)y=z+h

y est une solution de (E) ssi

z'+h'-2(z+h) = 2(e™ —1) & (h'-2h) + z'-2z = 2(e** - 1)

Puisque h' est une solution de (E) alors:|z'-2z =0

7-271=0 L =2 & 2=)e™
¥ A

Ce qui donne toute solution y de E est de la forme : y =Ae™ +2xe*™* +1

avec A est un réel.
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3) Le théoreme du cours (unicité de la condition initiale), nous affirme
qu’il existe une et une seul solution de (E) qui s’annule en 0 (unicité de

z avec condition initiale en 0)
g(0)=0=>A+1=0= A =-1=>g(x)=2xe” —e* +1=e"(2x-1)+1
EXERCICE 3 © BAC 2009 SC
1) Résoudre I'équation différentielle :y” +y =0
2) Soit E 'ensemble des fonctions définies et deux fois dérivables sur
IR telles que pour toutx de IR :f(x) +f(5 -x) =0, oul f désignela

fonction dérivée def.
a) Soit g la fonction définie sur IR par: g (x) =cos x.
Vérifier que g est un élément de E .

b) Soit fun élément de E. Vérifier que , pour tout réel x,
()= -x)
c) En déduire que si f est un élément de E alors f est une solution de
I'équation différentielle: y” +y =0
d) Déterminer alors I'ensemble E.
CORRECTION ©
1)Les solutions de I'équation :y” + y = 0 sont de type
y = acos(x) + bsin(x) avec a et b sont deux réels constantes
2)a)g’(x) =-sin(x) = -cos[g —X) = -g[g — x) d’ou:
g +egG—x=0
b)f’(x) = -f(5 — x) donc :f "(x) = [-fG — 0T =£'( 5 —x)

)f’'(x) = f'( 5 — x) = -f(x) (d’apres ce qui précéde ) donc:
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'x)+f(x)=0

d)Soit f un élément de E donc f est une solutionde y” + y=0d’ou :
f(x) = acos(x) + bsin(x)

f(x) = -asin(x) + bcos(x) d’our :

f( (5 —x)=-acos ( 3 —x) +bsin(( 5 —x) =-f(( 5 — x) doncb = 0 par
suite f(x) = acos(x)

E= { acos(x) ;a est une constante réel }

PROBABILITE ©

&
. EXERCICE 1 ©

Un industriel fabrique des tablettes de chocolat. Pour
promouvoir la vente de ces tablette, il décide d’offrir des places de
cinéma dans la moitié des tablettes mises en vente. Parmi les tablettes
gagnantes, 60% permettent de gagner exactement une place de cinéma
et 40% exactement deux places de cinéma.

On note Pg(A) la probabilité conditionnelle de I'événement A sachant
que I'événement B est réalisé.
1. Un client achéte une tablette de chocolat. On consideére les
. événements suivants:
G."le client achéte une tablette gagnante”
U."le client gagne exactement une place de cinéma"
D "le client gagne exactement deux places de cinéma"
. a) Donner P(G), Pg(U) et Pg(D)
b) Montrer que la probabilité de gagner exactement une place de

cinéma est égale a 0,3.
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c) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de places de cinéma
gagnées par le client. Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer I'espérance mathématique de X.

2. Un autre client achéte deux jours de suite une tablette de chocolat.

a) Déterminer la probabilité qu'il ne gagne aucune place de cinéma.

b) Déterminer la probabilité qu'il gagne au moins une place de cinéma.

¢) Montrer que la probabilité qu'il gagne exactement deux places de
cinéma est égale a 0,29.

CORRECTION ©

Voila un arbre qui résume les différentes situations

D
ia_a

G 0.6 L]

Z{ zéro place )
1°a/ D’apres l’arbre :

P(G]:% ;Pc(U)=0,6;Pc(D) =04

b/PG(U)=%=P(UnG)x2:>P[UﬂG):-};PG(U)

Or U et G sont incompatible et G; G forment une partitionde Q :
doncP (U)=P(UNG) = P(U)= % x0,6 =0,3

c® / Variable aléatoireX.; X( Q2)={0,1,2}

i

13()(:0):%.1:E s P(X=1)=0,3
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P(X=2)=P(D/G)xP(G)= 0.5x0.4 =0.2

P; 0,5 0,3 0,2

E (X) =0.P(X=0) + 1 P(X=1) + 2.P(X=2) =0,3 + 2.0,2 = 0,7

. 2° /a/ A" le client ne gagne aucune place"
Il y a une seule possibilité c’est qu’il ne gagne pas le 1¢r et
. le second jour c’est avoir le couple (G; G ) doncP (A) =Elz-.2l= % -

b°/ L’événement considéré est A donc la probabilité d’avoir

" au moins il gagne une place” es 0.75.

c °/ Soit C " il gagne exactement deux places de cinéma".

C " estla réunion des événements suivants " (Z,D); (D,Z); (U,U)
donc

P(C) = 0.5X0.5X0.4 + 0.5X0.4X0.5 + 0.5X0.6X0.5 = 0.29

EXERCICE 2 ©

. Le laboratoire de physique d’'un lycée dispose d’un parc
d’oscilloscopes identiques. La durée de vie en années d’un oscilloscope
est une variable aléatoire notée X qui suit la « loi de durée de vie sans
vieillissement » (ou encore loi exponentielle de paramétre A avec A> 0)
Toutes les probabilités seront données a10-3 prés

. 1. Sachant que p(X > 10) = 0,286, montrer qu’'une valeur approchée
a10-3présde A est 0,125.

On prendra 0,125 pour valeur de A dans la suite de I'exercice.

2. Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modéele étudié ait une

durée de vie inférieure a 6 mois.
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3. Sachant qu’un appareil a déja fonctionné huit années, quelle est la
probabilité qu’il ait une durée de vie supérieure a dix ans ?

4. On consideére que la durée de vie d’'un oscilloscope estind\épendante
de celle des autres appareils. Le responsable du laboratoife décide de
commander 15 oscilloscopes.

Quelle est la probabilité qu’au moins un oscilloscope ait une durée de

vie supérieure a 10 ans?

5. Combien I'établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que
la probabilité qu’au meins I'un d’entre eux fonctionne plus de 10 ans
soit supérieure a 0,999 ?

CORRECTION ©

b
Rappelonsque:P(a <X <b) = f AeMdt

a

10
1°/ PX>10) = 1-P(X<10) =1 — | 2AeMdt
0
P(X>10) =1+ [e™]° =0.286 = e~10*
= A.(-10) =1n (0,286) donc :A =¥°—f§ﬂ = %
0.5
L 2)P(X < 0.5) = f Ae~Mdt = 1 — o054 = 1 — @-00625.
0

P(X>10) _ e102

T,
PRos) . e - € —e®

3) P(x>8)(x > 10) =

4/ or P( X>10)=0.286
. Soit A " au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10

ans "
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® P(A)=1-(1-0,286)'s =1-(0,714)'5
5/ P(A)=1-(0,714)" avecn estle nombre des oscilloscopes
commandés

1-(0,714)">0.999= 0,001> (0.714)" =In(103) > nin(0.714)

In(10-3)

In(0.714) doncn > 21

09
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