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Exercice 1 © Variables aléatoires

Soit A’ une variable aléatoire dont la loi de probabilité est
donnée ci-dessus :

x; 0 1 2 3
P(x==z)| 015 | 024 | 035 | 026

m Justifier que le tableau ci-dessous représente bien une loi
de probabilité.

2. Déterminer les probabilités suivantes :
a P(X22) b P(x<2) & P({¥=1}u{x=3})

3. Déterminer 'espérance et 1'écart-type, arrondi au mil-
lieme, de la variable A'.

1. Ce tableau représente une loi de probabilité car toutes
ces valeurs sont des nombres appartgnant a l'intervalle

[0' 1] et car :
0,15 + 0,24 + 0,35 + 0,26 = 1 0&/
2. a. Ona: {X)Q}_{,}’zg}u{x 3} a/

P(X>2) = 0,35 + 0,26 = 0,61

b. Ona: {X<2}= {X=0}U{3'=1} '/@&&

P(X<2) =0,15 + 0,24 = 0,39

P({X=1} U{X=3}) = 0,24 + 0,26 = 0,5
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e E((Y) = Z:L‘.—-'P(X:I.-)

= 0x0,15 + 1x0,24 4+ 2x0,35 4+ 3x0,26 4/
= 040,24 + 0,7 + 0,78 = 1,75 80
4

o V(X) =) [z.— E(X)]P(X=x)

i==1

= (0-1,72)0,15+(1-1,72) *0,24+(2-1,72) *0,35+(3-1,72) 0,26
= (-1,72).0,15+(-0,72).0,24+(0,28)*.0,35+(1,28) *.0,26
= 0,44376 + 0,124416 + 0,02744 + 0,425984 = 1,0216

®s(X)=,/V(X)~1,011

Exercice 2 © variables aléatoires

Une urne contient 50 boules blanches, 25 boules noires et 25
boules rouges. L’expérience élémentaire consiste a tirer une
boule. Les boules ont toutes la méme probabilité d’étre tirées.
On effectue 3 tirages indépendants et avec remise.

1. Déterminer la probabilité de I'événement :
A : “les trois boules tirées sont blanches”.

2. Déterminer la probabilité de 1’événement :
B : “aucune des boules tirées est blanches”.

a. Déterminer la probabilité de I'événement :
C, : “La premiére boule tirée est blanche; les deux
autres ne sont pas blanches”.

b. En déduire la probabilité de I'événement :
C : “une seule des boules tirées est blanches”.

4. En déduire la probabilité de I’événement :
D :“deux boules tirées sont blanches et une boule n’est

n’est pas blanche’.
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'5. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur le
nombre de boules blanches tirées :

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire
o,

b Déterminer 'espérance de la variable X'.

'1.| La probabilité de tirer une boule blanche est de :

5 1
100 2
Les trois tirages étant indépendant, on a la probabilité
suivante : g
= (3)'-
03 J La probabilité de tirer une boule noire ou rouge est de :
50 1
100 2
Les tirages étant indédendants et avec remise, on a :
NS ]
B) = _) =
PB)=(3) =3
3.| a. Les trois tirages sont indépendants et sans remise,
ona: o
1 (1\2 _ 1 UEg/ss.
P(C)) = =x(=) == aly
2 (2) 8 4,”/80

b. On définit aussi les événements C; et C3 représentant
les événements ou respectivement la seconde et la
troisiéme boule blanche est la seule boule blanche
tirée :

Les tirages étant tous similaires et indépendants, on
en déduit I'égalité suivante des probabilités :
P(C,) = P(C2) = P(C»)

Et on a la relation suivante sur les événements :

C=C,UCuC;s
Librairie DeVp1r. TN
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ol ces trois événements sont disjoints.
On a:
P(C) = P(C1UCUC3) = P(Cy) + P(C2) + P(Ca)
Ly 1 3 L 48
88 8’8
4. Considérons I'événement :
D, : “La premiére boule est noire et les deux autres ne

sont pas noires” 0ues’ati Ay me"

On a la probabilité suivante :

Poy= 1) -

2 8
Ainsi, la probabilité d’obtenir deux boules blanches est
le :
(C'P(D) DD ==
= T T

5. a. La variable aléatoire A" prend les valeurs 0, 1, 2, 3.
On a les égalités suivantes dévénements

=0) = P(B) = 6MMBMhaC@nMM?

* P(¥=1)=P(C) =

® P(X=3) =P(A) =

0l oo 0] 00 =

b. L’espérance de la variable aléatoire A" a pour valeur :
E(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2)+3xP(X=3)

3 3 1 12
B et T A
R gl Sgiay
Exercice 3 QArbre de probabilité

Un jeu consiste a lancer quatre fois successivement une piéce
de monnaie équilibrée. A chaque lancer, on note la face obte-
nue.

‘1. a. Construire un arbre de probabilité représentant
cette expérience aléatoire.

@ Librairie DeP1r. TN
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b. En admettant que les sorties de cette expérience sont
équiprobables, donner la probabilité d’'un événement
élémentaire.

On associe a chaque sortie de cette expérience aléatoire un
gain :

® le gain est de 0 € si le coté face n’apparait pas;
le gain est de 1 € si le coté face apparait 1 fois;
le gain est de 2 € si le coté face apparait 2 fois;

le gain est de 4 € si le coté face apparait 3 fois;

le gain est de 10 € si le coté face apparait 4 fois ;

2. Pour chaque valeur prise par la variable aléatoire X', as-
socier sa probabilité.

3. A chaque sortie de cette expérience, on note X" le gain
obtenu.
® L’événement “le gain obtenu est égal a 4 €’ se note
{X=4}.
® [’événement “le gain est supérieur ou égal a 4 € se
note {X'>4}.

Déterminer les probabilités des événements ci-dessous
a. {X=10} b. {X=4} c. {x>4)

4 Compléter le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 -1 10

v

g
/'% )
<« -
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1. a. On obtient 'arbre de choix ci-dessous :

P-P-pP-pP 0

rP-P-P-F 1

P-P-F-P 1

P—PLF-F 2

p P-F-P-P 1
&& P pP-F P |
/ P-F—-F-pP 2
P—-F—-F-F 4

' F-P-pP-p 1
Dn F-P-P-F 2
F-P-F-pP 1

F-P-F-F 1

F—F-P-pP 2

F=F-P-F 1

F-F-F-pP 4

F—F~-F-F 10

b. Cette expérience comporte 16 issues distinctes. Ainsi,
en supposant  'équiprobabilité de cette expérience,
chaque événement élémentaire posséde une probabilité

1
de —..
16
2. La représentation de 'arbre de choix indique, dans
sa partiec droite, le gain associé a chacune des issues
¢lémentaires de cette expérience.
3. a. L'événement {X'=10} est composé de 1 événement
¢lémentaire. On a la probabilité suivante :

P(AX=10) = %

b. L’événement {AX'=4} est composé de 4 événement
¢lémentaire. On a la probabilité suivante :

. , 4 1

c. L'événement {AX'=4} est composé de 5 événement

¢lémentaire. On a la probabilité suivante :
5

P(X=4) = li(

-

4. On a le tableau ci-dessous :

A (8] 1 2z i 10
3 1

| e

16 4 = 4 16

Librairie D
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ercice 4 ©OFormule de probabilité totale ©

Une urne A contient quatre boules rouges et six boules noires.
Une urne B contient une boule rouge et neuf boules noires.
Les boules sont indiscernables au toucher.

Partie A

Un joueur dispose d’un dé a six faces, parfaitement équilibreé,
numéroté de 1 a 6. 1l le lance une fois :

#® S’il obtient 1, il tire au hasard une boule de 'urne A ;

#® Sinon il tire au hasard une boule de 'urne B.

Soit R 1’événement “le joueur obtient une boule rouge”.
Montrer que P(R)=0,15

' Sile joueur obtient une boule rouge, la probabilité qu’elle
provienne de A est-elle supérieure ou égale a la probabi-
lité qu’elle provienne de B ?

Partie B

Le joueur répete deux fois I’épreuve décrite dans la partie A,
dans des conditions identiques et indépendantes (c’est-a-dire
qu’a U’issue de la premiére épreuve les urnes retrouvent leur

composition initiale). “\%‘\
Soit ti turel Al
01T I Uun entier naturel non n‘&es\w ‘

Lors de chacune des deux épreuves, le joueur gagne x euros
s’il obtient une boule rouge et perd deux euros s’il obtient
une boule noire.

On désigne par G la variable aléatoire correspondant au gain
algébrique du joueur en euros au terme des deux épreuves. La
variable aléatoire G prend donc les valeurs 2z, z—2 et —4.

1. Déterminer la loi de probabilité de G.
2. Exprimer l'espérance F(G) de la variable aléatoire G en

fonction de z.

3. Pour quelles valeurs de z a-t-on E(G)=0

Librairie DeVOI1I. TN
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131-.:] Pour modéliser cette expérience, on considére les deux
événements suivants :

& A4 -

: “On obtient 1 avec le dé’;
' 7. ® R :“La boule tirée est rouge”.
L

oici 'arbre de probabilité obtenu :

a » =\ =
({; = Ai';m“
% e

9 B en =\ | £
@ e
2 As——__— 8= .

D’aprés 1'arbre de probabilité, on obtient les deux
probabilités suivantes :

W 4
® P(ANR) = P(A)xPA(R) = %16 = 55
5. 1 5

® P(ANR) = P(A)<xPx(R) =

6710~ G0
Les événements A et A forment une partition de 'univers
2. La formule des probabilités totales permettent
d’obtenir la probabilité de 'événement R :
-1 5 9
R)=P(ANR) +PAENR) = — 4 — = — = 0,15
g S ( P )=80 8 — &0 =<
2. Déterminons les deux probabilités  conditionnelles
suivantes :

4
_T’(RﬁA) o GO _i (.i(_)._-‘l
® Pr(A) = PRy W e w e
GO
5
; _PROA _ g _ 5 .60 _5
SRS R
GO

Ayant obtenu une boule rouge, la probabilité est plus
grande d’avoir tirée cette boule & partir de 'urne B.

Partio B

r—

s 2 1 2 z = = .
‘1. Le tirage de la boule se répdate deux fois, ainsi le joucur
pout :

® tirée aucune boule rouge auquel cas il a perdu 4 curos ;

& tirée une scule boule rouge auquel cas il a gagné x curo
et il en a perdu 2 euros.

* tirée deux boules rouges auquel cas il a gagné 2x euros.

Voici 'arbre de probabilité associé aux tirages des deux
boules ; on a indiqué sur la droite le gain associé A chacun
des chemins :

Librairie D@WOI1I. TN
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0 15 Rg 2x
0.8 -Ri=——k 085 .

2 r—2

0gs 015 R z—2
1\,1 0 81-
NNQ -4

On obtient la loi de probabilité de la variable aléatoire
& 5H

k -4 r—2 2x
P(G=k)| 0,7225 0,255 0,0225

2. L’espérance de la variable aléatoire se calcule par :

E(G)=(-4)xP(G=-4)+(z-2)xP(G=x-2)+2xxP(G=2x)

= —4x0,7225 + (z — 2)x0,255 + 2xx0,0225
= —2,89 4+ 0,255z — 0,51 + 0,045z = 0,3z — 3,4

3. Résolvons 'équation suivante :

E(G) 2 000

03z -34>0 (4 "
0,3z > 3,4 J'/e// 4,
T2 % @ea

Ainsi, l'espérance de ce jeu positive ou nulle si x est supérieur

34
égal & —.
ou égal & <
Exercice 5 Oloi binomial ©

On dispose de deux urnes indiscernables U, et U,.

U, contient 2 jetons noirs et 3 jelons blancs, U, contient 3 jetons noirs et 2 jetons blancs.

1) Une premiére épreuve consiste a tirer un jeton de 'urne U, et un jeton de I'ume U,. Calculer la

probabilité de chacun des événements suivants.

Librairie D@VO1]
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A « Obtenir deux jetons noirs » . “‘“%“
B : « Obtenir deux jetons de méme couleur » %s\%\\
C : « Obtenir un jeton blanc et un seul ». “
2) Une deuxiéme épreuve consiste a choisir une urne au hasard et a tirer un jeton de cette umne.
a - Montrer que la probabilité de tirer un jeton blanc est égale a -;- ;

b - Calculer la probabilité de tirer un jeton de l'ume U,, sachant qu'il est blanc.

3) Onrépéte la deuxiéme épreuve n fois de suite (n = 2), en remettant chaque fois le jeton tiré dans
son urne d'origine.
Soit X I'aléa numérique qui est égal au nombre de fois ol on a tiré un jeton blanc.
a~- Donner la loi de probabilité de X.
b~ Calculer son espérance et sa variance.
¢~ Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 2, la probabilité de tirer deux fois un jeton

1 L]
blanc est supérieure ou égale a [E]

e Rt
Iﬁ

oyt Nl _2X3.3x2 _12 SEIXI XIS
1)P(A)'—><_-*'§ P(B)-F‘*F'E P{C)-—"'?-—
2) a - On choisit 'ume U, et on tire un jeton blanc ou on choisit 'ume U/, et on tire un
jeton blanc.

Soient : D I'événement « tirer un jeton blanc » , U, : « tirer un jeton de I'ume
U, » et

U, : « tirer un jeton de I'ume U, » .
onaD= (Uil D)Y([],I D) avec (Uil D) et(U;l D) incompatibles.

la probabilité de tirer un jeton blanc est donc

P(D) = P(U; D) + (U2 1D) = p(U;)p(DIV;) + P(U,)P(DIT,) = x2 + 1x2
2SR
%
2 % :
p( U, AD) % 3 /}4/
b)p(U,0)= 222 10 _ 2
p(D) IS
2 %¢
3)X(Q2)={1,2,...,n}. Xsuit une loi binomiale de parameétresnetp = %
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a)ke {1.2, ....n}: pX=k)= c:[;)t[

ST |
V(X) = n X%

—
n

19 | —

b) E(X) = n x

= o>

c)p(X=2)= C,f( )”.Comme C: >1alors p(X=2)2 (E] .

Exercice 6 © loi exponentielle ©
La durée de vie (en années) d'un apparey] électronique est une vanable aléatoire X qui suit une o1 exponentielle

de paramétre 2 > 0. ”@J'/a’

b) Calculer la probabilité pour que I'appareil ait une durée de vie inférieure ou égale  trois mois.

¢) Détermuner T tel que p(X < T) =4p(X 2 T).
2) Sachant qu'un appareil a déja dépassé six ans, quelle est la probabilité pour qu'il fonctionne quatre ans

de plus.
3) Une personne achéte n appareils électroniques identiques ( n € IN* ) du modéle précédent.

On suppose que la durée de vie d'un appareil est mdépendante de celle des autres.

a) Exprimer, en fonction de n, la probanilité p, qu'au moins un appareil fonctionne phus que 8 ans ?

b) Détermumer n pour que p, 20.998.
_In(0.28) ~0.159
8

1) a)p(X28)=028= e* =028 = -84 =In(0.28) = A

b) 3 mois en années est 7 année

Librairie DeVOILL. T
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¢) pXsT)=4pX2T)

| )
ol-e =4 oM =1_ =02o-iT=n02)=T=- in[(}.-) =~ IntO;.l =10,12
3 A 0.159

pIY210)n(X26)) p(X210) ™
p(X 26) T X6 e

¢t =™ 20,529

2) p(X210X26)=

3) Soit Y la variable aléatore égale au nombre d’appareils ayant une dugge de vie X 2 8.

Y swit une o1 binomiale de paramétres net p=p(X 2 8) =0.28 @J'
“

a) p,=p(YzD)=1-p(Y=0)=1-(0.72)"

b) p, 20998 < 1-(0.72)"20.998 = (0.72)* < 0.002 = nln(0.72) < In(0.002) /‘Q&

! 3
onz il =18.91 < n est un entier supérieur ou égal a 19.

T n(0.72)

www.facebook.com/MathTewa

Librairie DevO1r.T |
12 53 04 42 33 (| 99 06 27 69 |


https://www.devoir.tn



