EXERCICES PROBABILITES

FROBADBILITES CONDITIONNELLES

]-— Deux urnes UI et uz de méme apparence extérieure contiennent resPec’civement :

(> boules rouges et 2 boules vertes

UL -2 boules rouges et i boule verte

(On choisit une urne au hasard et on tire une boule de cette urmne.

i° de“e estla Probal}ilité qu’e”e soit rouge 7

2°On suppose que la boule tirée est rouge. Qpe”e estla Probabilité qu’e”e Provierme de l'urne

U

”- Dans une ville donnée, 40 % de la Popu]ation ales cheveux blonds, 50 % les yeux bleuset 5 % a
la fois les cheveux blonds et les yeux bleus. On choisit une personne au hasard.

de”e estla Probabilité :

a) pour qu‘e“e ait les yeux bleus, sachant qu’e”e ales cheveux blonds 7

b) pour ciu’e”e n'ait pas les cheveux blonds, sachant qu'e!!e ales yeux bleus 7

]”~ On lance deux fois de suite un dé tétraédrique Por’cant sur ses faces les nombres 1 , 2, het4
(les sorties sont équiprobables).

Soit A ['événement "le second nombre sorti est strictement inférieur au Premier“. On se propose
de calculer P(A) de deux manieres.

i. Soit W llensemble des issues (i,j) avec 1£1£4 et | f-_j f4et] [iévénement "k sort au Premier

lancer" Pourk =1,2,5,4.

4
P(A) = > PIA N Ey)
a) Montrer que k=1
b) Calculer PA/T D, P et en deduire P(A).

2. (Jtiliser un arbre et marquer les Probabilités sur chaque branche. 1£i£4

]V~ T rois machines gabriqucnt des amPoulcs électriques dans les Propor‘cions suivantes : 20 %
pour la machine A, 50 % pour la machine B et 30 % pour la machine C Les fiabilites resPectives
des machines A, B et (C sont0,9;0,95 ; et 0,8(autrement dit : la Probabilité pour qu'une amPou|e
Fal)riquée ParA soit bonne est 0,9 ....)

On achete une amPou]c; elle est bonne. de”e estla Probabilité qu‘e“e ait été Fabriquée par A2



(Indication : Soit [T lievénement ”]‘amPoule est bonne ™.
P(A A E)

PlA E) = —FE,

Calculer F(E_) par la formule des Probabilités totales (arbre) et

V- Au cours d'un examen de math, trois Proxcesseurs A B et sont susceptib]es de poser le
su_xjct‘ On évalue resPectivement 40,35;040et0,25 la Probabi]ité que A PBet(C posent
resPcctivement le sujet. Par ailleurs, on estime 2 0,1 la Probabilité que "sort" sur les Probabi]ités
conditionnelles, si A qui pose le sujet, 304 siclest D etao,82sicest (.

Lejour de l'examen, le sujet comporte une ques’cion surles Probabilités conditionnelles.

Qpe”e estla Probabilité que le sujet ait eté posé ParA ? par B2 par C.

V]~ Dans une Population donnée, 15% des individus ont une maladie M... Parmi les individus
atteints de la maladie M., 20% ont une maladie My, et Parmi les individus non atteints de la maladie
M., 4% ont la maladie My,

On Prencl un individu au hasard et on désigne respec‘civement ParA et B les événements suivants

1lindividu est atteint de la maladie M."
1lindividu est atteint de la maladie My"

E désigne ['¢vénement contraire de A, PA<B) c‘iésigne la Probabi]ité de "B sachant A
— B

i~ Donnerles valeurs de P<A)’ PA(B) et p'ﬂ" ( ]I

2~ alculer P B C A et D(B A ’&']I .en déduire P(B)

3~ Calcu!er PB (A)

V”~ (Un méme individu peut étre atteint de surdité unilatérale (Portant sur une seule orei“e) ou
bilatérale (Por’cant surles deux orei”es). On admet que, dans une Popu]ation clonnée, les deux
événements :

D .7 étre atteint de surdité a l'oreille droite” et

(5 : " étre atteint de surdité a l'oreille gauche”

sont indépendants et tous deux de Probabi]ité 0,05 ce que l'on note : P(D) = P(G) =0,05.
On considere les événements suivants :

BB : " étre atteint de surdité bilatérale”

(] : " étre atteint de surdité unilatérale”

S atre atteint de surdité (sur une oreille au moins)*

= Exprimer les événements BetSa Iaide de (Getde D, Puis calculerles Probabilités P(B) de
B et p(S) de S

" n déduire la Probabilité P((/D de (.

2- Sachant qu'un sujet Pris au hasard dans une Population considérée est atteint de surdité,
que”e estla Probabihté :

a) Pour qu‘i] soit atteint de surdité a droite 7



a) Pour qu‘i] soit atteint de surdité bilatérale 7
Les deux ¢vénements "5 sachant 5” et "G sachant 5" sont-ils inclépenc{ants ?

V]”- On clisPose dun de cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux faces portent le
numéro 2 et trois faces Portent le numéro 3.
On clisPose également d’une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant les
lettres LOGARILT, FLM, E (soit quatre voge”es et six consonnes).
Unjoueurucait une Partie en deux ¢tapes :
Premiere étape : iljette le d¢ et note le numéro obtenu.
Deuxieme étape :
o sile dé¢ indique i, il tire au hasard une boule de Purne. |l gagne la Partie si cette boule porte
une voge”c etil Pcrd dans le cas contraire.
o silede indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de Purne. || gagne la Partie
si chacune de ces deux boules Porte une voye”e et il Perc{ dans le cas contraire.
o silede indique 3 il tire au hasard et simultanément trois boules de Purne. || gagne la Partie
si chacune de ces trois boules Por‘ce une voge”e etil Perd dans le cas contraire.
A lafin de chaque Partie, il remet dans Purne la ou les boules tirée(s).
On définit les évenements suivants :
D, «lede inclique i », D, «lede inclique 2 »,
D§ :«le dé inclique 3 », G:«la Partie est gagnée ».

que Al est réalisé.

P (@) F2 e o P (G:'.

i.a. Déterminerles Probabilités
G- 2

b. Montrer alors que 150 .

2. Unjoueur a gagné la Partie. Calculerla Probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le deé.

3. Unjoueur?ait sixX Parties‘ Calculerla Probabilité qu’il en gagne exactement deux et en donner

une valeur arrondie a 1077 Prés.

de] nombre minimal de parties unjoucur doit-il faire pour que la Probabilité den gagner au moins

une soit suPérieure 20,97

VARIABLES ALEATOIRES

1~ On considére la variable aléatoire X qui Prenc{ les valeurs O et 1 avec les Probabilités

2 1
resPectives 4 et 4 .
i° Donner le tableau et le graphiquc de laloi de Probabi]ité.
2° Donnerle tableau et le graphiquc de la fonction de réPar‘tition.
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2~ On lance deux Piéces non truquées et l'on note X la v.a. relative au nombre de "faces®
obtenu parce Iancer;
i° Donnerlaloi de Probabiiité et la fonction de réPartition de X.

2° Calculer l’espérance mathématique de X et savariance.

3~ On considere pourune v.a. Xlaloi de Probabilité definie par le tableau

valeurs X; o ] 5 5 4 5
de X
p=pX= 3 3 3 3 3 2
<) 18 18 18 18 18 18

Ca]culer ]‘esPérance mathématique etlavariance de X

4- On considere laloi de Probabilité de la variable alé¢atoire X, définie par le tableau suivant :

784 784 784 784 785
X
p 5 7 9 i
P 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1
v _ K=T7847
i° Déterminerla loi de Probabilité delava.: 2

2° Caleuler l’espérance mathématique etlavariance de VY.

I~ n deduire I’espérance mathématique et lavariance de X.

5- (ne loterie est composce de 1000 billets. | 'un d'entre eux gagne le gros lot qui est
de 500000 |7 ; deux autres gagent 100000 I cinquante autres billets gagnent 10000 I

de] doit étre le prix du billet pour que Iejeu soit équitablc ?

6- Deuxjoueurs Acet P misent resPectivement une Piécc de 50 fetune Piéce deio] et
jouent de la maniere suivante A Prend les deux Piéces, les lance et, apres leur retombée
surle taPis, les ramasse si la sienne Présente le coté face™ ou ramasse seulement celle de
B si cette derniere est la seule a présenter le cote "face. Bgarde laoules Piéces restant

éventuellement.



1°X etV étantles v.a. gain de A et gain de B, donnerleurs lois de Probabilités etleurs
esPérances mathématiques.

2° Lejeu est-l équitab]e 7

7~ (n sac contient 9Jetons numérotés de 1 a 9 indiscernables au toucher.

i° On tire au hasard simultanément §jctons du sac (on se Place dans l‘hﬂpothése
C‘I‘équiprobabilité)‘

On aPPe“e X la variable aléatoire inéiquant le nombre de numéros imPairs Figurant Parmi
les % numéros d'un tirage.

a) Donnerlaloide Probabilité de X.

Calculer son espérance mathématique et sa variance.

b) Quc“c estla Probabilité pour que la somme des 3 numéros d'un tirage soit Paire ?

8~ Un sac contient 8Jetons numérotés. Trois Portent le numéro 1 , deux autres le numéro 2,

deux autres le numéro 5 et enfin un seul Porte le huméro 10.

On tire simultanément deuxjetons du sac. T ous les tirages de deuxjetons sont
équiprobab]es.

1°a) ch“c estla Probabilité de tirer clcuxjetons portant le méme numéro ?

b) Quc“c estla Probabilité de tirer clcuxjetons portant tous les deux un numéro imPair?
2° Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirages de deux, associe la somme des
numéros de cesjetons.

a) Fréciser [lensemble des valeurs de la variable X.

b) Déterminer sa loi de Probabi!ité etson esPérance mathématique.

9~ Soit nun entier naturel au moins éga] a4. D'une urne contenant n boules blanches et n

boules moires, on extrait simultanément 4 boules.

On admet que tous les tirages de 4 boules sont équiProbables etlion clésigne ParX la
variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de boules blanches obtenues.
i° Donnerlaloi de Probabi]ité de X.

2° Ca]culer l‘esPérance mathématique et montrer que c'est indépendant de n.

3° Four n’>4on pose u, = P(X:Z) Qpe”e est la limite de Uy, Iorsque n tend vers l'infini 7

10~ n sac contient ‘U'Ctons noirs et "rjetons blancs ; on tire ‘U’e’cons dusac. On suppose

que les différents ’cirages sont équiprobables.

Soit nle nombre &ejetons noirs tirés et soit la variable aléatoire X=2n-4.

i°Dans une Premiére exPérience, on tire les quatrejetons simultanément ; déterminerlaloi

de Probabilité de X, son espérance mathématique et son écart-type.



2° Dans une deuxieme cxPérience, on tire les quatrejetons, I'un aprés, avec remise ;

déterminerla loi de Probabi]i’cé de X, son espérance mathématique et son écart~tgpe.

11— Urxjoueur de tennis effectue une mise unejeu‘ FPour cela, il a droit a deux tentatives : un

Premier service, suivi, s'il n'est pas réussi, d'un deuxieme service.

2

| a Probabilité pour que le Premicr service réussisse est 3 ;s'ilaéchoug, la Probabilité

4

pour que le deuxieme service réussisse est 5 .

Lorsque les deux services échouent, on dit qu‘i| ya idouble faute” ; sinon la mise enjeu est

réussie.

i°a) Déterminerla Probabilité pour que, surune mise enjcu, cejoueurmcasse une double

faute.
b) Déterminerla Probabi]ité pour que la mise enjeu soit réussie.

2° (e joueur participe a un entrainement publicitaire organisé par son club et patronné

J P P P ! P P
parun magasin de sport. I s'agit, pour lui, d'effectuer 10 mises en_jcu successives (dont les
résultats sont inclépendants les uns des autres). Chaquc mise enjcu réussie lui permet de

gagner une balle. Soit X la variable al¢atoire réelle égale au nombre de balles gagnées.
a) Exprimer P(X:k) en fonction de k entier entre 0 et 10.
Donner des valeurs numériques aPProchées de P(X=9) et P(X: i O).

b) Déterminerla Probabi]ité pour que ccjoueurgagne au moins 9 balles.

c) Ca]culer E(X)

12 ~(Jne Partie de loterie consiste a lacher une bille dans un aPParcil qui comporte Six portes
de sortie, numérotées de 1 a 6. Soit X la variable alé¢atoire égale au numéro de la porte de

sortie franchie par la bille. Sa loi de Probabilité est donnée par le tableau suivant
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| a régle clujeu est la suivante : unjoueur mise 2 francs ; il recoit 12 francs siles portes 1 ou
6,2 francs si elle franchit les Protes 3 ou 4. les Portes 2ethne raPPor’cent rien.

le gain d’unjoueur estla différence entre ce qu‘il recoit a llissue de la Partie et sa mise.
i1° Soit'Y lavariable aleatoire représentant le gain cl‘unjoueur dans une Par’cie.
a) Qpe”es sont le valeurs Possibles de Y 7

b) Déterminerla loi de Probabi]ité de Y.

c) Lcjcu est-l équitab]c ? (unjeu est équitablc si I’esPérance mathématique du gain est

nulle.)

2° UHjoueurFait 5 Parties successives, dont les issues sont supposées indépenc{antes.
Donner sous forme décimale au millieme Prés :

a)la Probabi]ité que le gain total dujoueur alissue des cinq Parties soit nul ;

b)la Probabilité que choucur recoive au moins une fois 12 francs.

13~ Pour un libraire, le nombre d‘cxcmplaires d'une certaine revue qu’il vend par semaine définit

une v.a. X dont l'observation a Permis de Préciser la loi de Probabi!ité :

p (X=x) 0,2 0,2 0,3 0,2 0,1




i° Représentergraphiquement la fonction de réPartition de X.

2° Calculer l’espérance mathématique etlavariance de X

3° Chaque exemplaire vendu par le libraire lui rapporte un benefice de 20007 par
contre, chaque exemplaire invendu doit étre retourné a I'éditeur en fin de semaine et
entraine une perte de 5007 Saclﬂant que le libraire commande quatre exemplaires

c]ﬂaquc semaine, calculer l‘esPérance mathématiquc de son bénéfice pourune semaine.

4° | e libraire commande n cxemp]aires par semaine. [our que”e valeur de n ]’esPérance de

benéefice est-elle maximale 7

14 ~(_n test d’aptitude consiste a posera cl—waque candidat une série de quatre questions
inc‘iépenc}antes. Four chacune d’elles, deux réPonses sont ProPosées dont une et une
seule est correcte. Urs candidat réPond chaque fois au hasard (on suppose donc I

équiprobabilité des réPonscs>.

On note V une réPonse correcte et | une réPonse incorrecte, excmP|C VTV signhcie
que la Premiére etla quatriéme réPonses sont correctes et la deuxieme et la troisieme sont

incorrectes.

i. [ tablirlaliste des seize résultats Possib]es (ciue l'on pourra Présenter alaide d'un

arbre).

2. de“e estla Probabilité pour que le candidat donne la bonne réponse :
a.ala Premiére qucstion Posée?
b. a une seule des quatre questions Posées 7

C. aux quatre questions Posées ?

3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réponses correctes données par le
candidat.
a. Donnerles différentes valeurs Prises par X.

b. Donnerlaloide Probabilité de X.

c. Calculer I’cspérance mathématique de X

4. Urx candidat sera reconnu aPte s'il donne au moins trois réPonses correctes. Qpe”e est
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15. Four les questions Tet2, on donnera les résultats sous forme de fraction et sous forme

décimale aPProchée par defauta 0™ Prés.

Un emcantjoue avec 20 billes : i b) rouges et 7 vertes. “ met 10 rouges et 3 vertes dans une

boite cubique et ? rouges et 4 vertes dans une boite CHIinc{rique.

1. Dans un Premierjeu, il choisit simultanément trois billes au hasard dans la boite cubique

et il regarde combien de billes rouges il a choisies. On aPPe”e Xla variable alé¢atoire

corresponclant au nombre de billes rouges choisies.
a. Déterminerla loi de Probabilité de X
b. Ca]culer I’cspérancc mathématique de X

2.(Un clcuxiémejcu est organisé de telle sorte que lenfant choisisse d'abord au hasard
une des deux boites, Puis qu‘i] prenne alors une bille, toujours au hasard, dans la boite

choisie.

Ohn considere les événements suivants :

(., "] 'enfant choisit la boite cubique",

(., 7] tenfant choisit la boite cglinc{riciue”,

K ”L‘en{:ant Pren& une bille rouge”,

V. ‘enfant Prenc{ une bille verte”.

a. RePrésenter parun arbre Poncléré la situation corresponc{ant ace c‘ieuxiéme)eu.

b. Calculerla Probabilité de l'événement R.

c. Sachant que l'enfant a choisi une bille rouge, que”e estla Probabilité qu’e”e Provienne

de la boite cubique ?

3. | tenfant reProduit nfois de suite son c!euxiémejeu, enremettant a cl’xaquc fois la bille

tirée a sa Place.

a. ExPrimcr] en fonction de n, la Probabilité Pnque llenfant ait Pris au moins une bille rouge

au cours dC S€Ss 17 ChOiX.



b. Ca]culer la P|us Petite valeurde n pour Iaque”e P 20,99 .

16~ Unjeu consiste a tirer simultanément trois boules d'une urne contenant six boules blanches

et quatre }Jou]es rouges.
On suppose que tous les tirages sont équiprobab]es.

Si les trois boules tirées sont rouges, Iejoueur gagne 1000 Ar; si exactement deux boules
tirées sont rouges, il gagne 150 Ar et si une seule est rouge il gagne 40 Ar. Dans tous les

autre cas, il ne gagne rien.

Soit X la variable al¢atoire qui Prenc{ pour valeurs le gain en euros clujoucur lors cl‘unjcu.

i°) Déterminerla loi de Probabi]ité de la variable aléatoire X.

2°) Pour unjcu, la mise est de 100 Ar. Le_jcu est-il favorable au_joucur, clest-a-dire

l‘espérance matl'wématiques est-elle strictement suPérieure aioo”?

3°) Four I’organisateur, !ejeu ne s'avérant pas suffisamment rentable, celui-ci envisage

deux solutions:
_ soit augmenter la mise de 10 Ar, donc passera 110 Ar,

_soit diminuer chac]ue gain de 1 Ar, clest-a-dire ne gagner que 990 Ar,
140 Ar ou 30 Ar.

Qpe”e estla solution la Plus rentable pour !‘organisatcur?

PROBABILITE.S (loi binomiale)

(Combien de fois faut-il lancer un d¢ normal pour amener un ou
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a.On lance deux dés, Puis on totalise les Points marqués. de”e est

la Probabilité d’avoir un total supérieur ou éga] a8’
b. Aubout de 20 lancers, que“e estla Probabilité d’avoir obtenu 10 fois exactement un

total supérieur ou éga| a8~

A chaque tir, la Probabilité pour qu’un tireur touche la cible est Q,7. I

tire trois fois de suite. | _es trois tirs sont supposés indépenéants‘
de”es sont les Probabilités :
pi pour qu’il touche la cible trois fois 7

p2 pour qu’il touche la cible deux fois exactement 2

Un aPPareii, Fabriqué en trés grande série, peut étre défectueux a

cause de deux dé¢fauts désignés ParA et | e pourcentage des
aPPareils présentant le defaut A est de 10%, celui des aPPareils présentant le defaut
B est de 8%, le pourcentage des aPParei]s Présentant les 2 defauts simultanément est
de 4%.

i. (n client achete un des aPPareils Produits. Caleuler:

a)la Probabilité P/ pour que cet aPPareil ne présente aucun defaut.

b)la Probabilité p. pour qu'il présente le defaut A seulement.

c) la probabilit¢ p, pour qu'il présente le defaut 5 seulement.

2. (Jn 2-ieme client achete 10 aPPareils Produits‘ Caleuler:

a)la Probabilité P+ pour que les 10 aPPareils soient tous sans défauts.

b) la Probabilité ps pour ciu‘un seul des 10 aPPareils soit défectueux.

m (ne urne contient 3 boules blanches et x rouges indiscernables au

toucher. On choisit simultanément et au hasard 2 boules dans cette

urne. On aPPeHe “succes” le fait dobtenir 2 boules blanches.

i. ] rouver en fonction de x la Probabi]ité P d'un succes.

Deéterminer x pour que p=0,2.

2. On suppose dans toute la suite que x = 3.

a) On recommence 4 fois le tirage Précédent en ayant remis a chaque fois les boules
tirées dans Purne. Déterminer la Probabilité d’avoir au moins un succeés au cours des 4
tirages.

b) Déterminerle nombre minimum n d’épreuves qu’il faut effectuer pour que la

Pro})abilité d’obtenir au moins un succes au cours de ces n éPreuvcs soit suPéricuré

0,9.

Onvise un cible en ]an(;ant, de manieres indépenclantes, n Projecti!es.

Chaque Projecti]e ala Probabilité P <O<P< 1) datteindre la cible. On
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A aucun Projectile matteint la cible”

B °au moins un Projectile atteint la cible”.

On note F(A) et P(B) les probabilités de ces ¢vénements.

i | xprimer P(A) en fonction de n et p. I n déduire Pexpression de P(B)

2. On souhaite avoir F(B) > 0,999. On s’intéresse au nombre minimal m de Prcjectiles a
lancer pour réaliser cette condition.

| es deux questions suivantes sont indépcndantes.

a) On suppose p = 0,87. de vautm?

b) On suppose m = 3. Dans que] intervalle doit se trouver p 7

Surune Pub]icité, une loterie annonce : "1 billet sur 3 est gagnant.

Achetez 3 billets”. | e texte suggere qu'en achetant 3 billets, on est
strde gagner.

APPelons 3n le nombre de billets mis en vente (n T N). On achete 3 billets. On
suppose que tous les ensembles de 3 billets ont la méme Probabilité dietre achetés

1. de”e estla Probabilité de ne rien gagner?

2. Quelle estla probabilite p davoir 1 billet gagnant surles 3 7

3. Four quc”cs valeurs de n on a p 20,57 p >0,757



