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Exercice 1

1) 64 =1[7]. Vrai
On a 64=1[7] d'ou 64 =1[7].
2) Le reste de la division euclidienne de 9%°*° par 5 est 1. Faux
On a 9=-1[5] d'oul 9" =(-1)**[5] =-1[5] = 4[5].
D’ou le reste de la division euclidienne de 9°°*° par 5 est 4.
3) Il existe des couples (X ; y)d’entiers relatifs tels que 4 x+5y =1. Vrai
Les entiers 4 et 5 sont premiers entre eux, donc d’apres le théoréme de Bézout il existe des

couple (X ; y) d’entiers relatifs tels que 4 Xx+5y =1.

Le couple (4 ;-3) est I’un de ces couples.

4) Si a et b sont deux entiers naturels non nuls tels que a+b =17, alors a et b sont premiers

entre eux. Vrai
Soit d le pgcd de a et b. On a d divise a et d divise b alors d divise a+bd’ou d divise 17.

Donc d est égal & 1 ou égal a 17.
Sid=17 alors a>17 et b>17eta+b>34,0r a+b =17, d’ou d =1.

Ainsi a et b sont premiers entre eux.

Exercice 2

b)Ona: PxQ=3l, & P><%Q:I3

. . . . . .1
D’ou la matrice P est inversible et son inverse est la matrice EQ .

0 -1 1
PlzéQ: 1 -1 -2

-2 4
3 3 1



2) On pose X, y et z les nombres de cartes graphiques respectivement de types A, B et C

fabriquées au cours de cette journée.
Le nombre de circuits de type C; utilisés, au cours de cette journée, est de 235 soit, 5x pour le
modele A, 7y pour le modéle B et 9z pour le modéle C. Donc 5x + 7y +9z = 235.

De méme, le nombre de circuits de type C, utilisés, au cours de cette journée, est de 65 et on
a: X+2y+3z=065.
De méme, le nombre de circuits de type C3 utilisés, au cours de cette journée, est de 80 et on
a: 2x+2y+3z=280.

5X+7y+9z =235
La situation se résume par le systéme suivant : { X +2y+3z =65

2X+2y+3z=80

5X+7y+9z =235 5 7 9)\(x 235
X+2y+32=65 <«<|1 2 3| y|=| 65
2X+2y+3z =80 2 2 3)\z 80
X 235
< Px|y|=| 65
z 80
235
&|y|=P* 65
z 80
X 0 -1 1)\(235
<lyl=l1 -1 -2 65
z -2 2 1)(80
X 15
<y =10
z 10

Ainsi le nombre de cartes graphiques, fabriquées au cours de cette journée, 15 du modele A,
10 du modele B et 10 du modeéle C.

Exercice 3

f(x) = x—e In(x) ; ]0;+oo].

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i ; j)
1)a) limf(x)=lim x—e In(X) =+oo.
x—0" x—0"



In(x)

lim f(x)= lim x—elIn(x)= lim x(1-e —=
X—>+00 X—>+00 X

X—>+00

) = +0.

b) f'(x) =1-e 1_Xx-e : x>0.
X

c) Le tableau de variation de f est :

X 0 e +o0
f'(x) -

+00 ; +oo
f \(}/'

2)a)Ona: lim m= liml-e m=1 et limf(x)—x= XIiﬁrpoo—e In(x) = —0.

X—>+0 X X—>+00 X X—>+00

Donc la courbe (C) admet au voisinage de -+oo une branche parabolique de direction
celle de la droite A d’équationy =X.

b) Pour étudier la position de (C) par rapport a A, on étudie le signe def(x) —x.
f(x)—x=—-elIn(x) ; x>0.

X 0 1 +00
f(x)—x & 0 -
Position de | | (C) est au dessus © (C) est au dessous de
(C) par de A traverse A
rapporta A A

c) Voir figure.
3)a) F:x>xIn(x)—x ; x€]0;+o0].
F(x) = xIn(x) —x
F'(x) =In(x)+ x%—lz In(x) +1-1=In(x).
D’ou F est une primitive de la fonction X > In(x) sur J0;-+oo.

b) On note A I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), I’axe des abscisses, la
droite A et les droites d’équations X =1 et X =e.

A= .Le (x=f(x))dx = J.lee In(x) dx =[eF(x)], =e(F(e) —F(1)) =e unité d'aire.
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Exercice 4

=U ——— pour nel] *\{1
n n—1+n(n+1) p € {}

1 1 9 3°

U=U,+—=24-="-2,
3x4 3 12 12 4

b) Montrons par récurrence que pour tout nell”, U, =1—i1.
n+

1 . .

o U == =1—i, d’ou I’¢égalité est vérifiée pour n=1.
2 1+1

e Soit kell™.

On suppose que 1’égalité est vraie pour Kk, on a donc U, :1—&L .
+

e Montrons que 1’égalité est vraie pour K+1.

U= Uy +;
(k+D(k+2)
1 1
1- +
k+1 (k+D)(k+2)
 k+2 N 1
(k+D)(k+2) (k+1)(k+2)
LS O R
(k+)(k+2) k+2
D’ou I’égalité est vraie pour K+1.
Ainsi d’apres le principe de raisonnement par récurrence on a :




U, -t ; pour tout nell .
n+1

c) lim U,= Iim 1—i =1.
N—>+00 n—o+o N+1

2) V la suite définie sur [ “par V, =1et pour toutn e * V,  =e"™ V
-t -t
a)V,=e? V,=e2.

-1 14

-2
V,=e?3V,=efe? =¢

=e?,
b) Montrons que pour tout ne1”, V., >0.
Raisonnons par récurrence :

-1 -1
oy
6 2

eV, =1>0, d’ou la proposition est vérifiée pour n=1.

e Soit kell”. On suppose que la proposition est vraie pour k, on a doncV, >0.

e Montrons que la proposition est vraie pour k+1.
-1 -1

V,>0 et e“V>0d'ou V,,, =e“YV, >0.
D’ou la proposition est vraie pour K+1.
Ainsi V, >0 pour toutn el .
¢) Soit nell”.

<V,

n+1

OnaV,>0 et %<1 d'ou V,

Ainsi la suite V est décroissante.

La suite V est décroissante et minorée par 0 ( V., >0 pour toutn (] ), donc elle
converge.

3) Montrons que pour tout n el *\{1}, V, =e ",

Raisonnons par récurrence :
1
[ ]

V, = e2=e" doula proposition est vérifiée pour n=2.
e Soitkell™.
On suppose que la proposition est vraie pour k, on a donc V, =e ",

e Montrons que la proposition est vraie pour k+1.
-1 -1 -1 1
77Uk—1 *(Uk—lJri)
Vk+1 _ ek(k+1) Vk _ ek(k+1) e—Uk_1 — ek(k+1) —e k(k+1)

=e Y,
D’ou la proposition est vraie pour K+1.
Ainsi Pour tout nel] *\{1}, V, =™,
1
-14+= 1
lim V,= lim e Yn1= |ime n=el==
N—-+o0 N—-+o0 N—-+o0 e



