Terminale S juin 2005

Centres étrangers

1. Exercice 1 (3 points)

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une enquéte sur la qualité de ses produits.

On admet que lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le correspondant ne décroche pas
est 0,4 et que s’il décroche, la probabilité pour qu’il réponde au questionnaire est 0,3.

On pourra construire un arbre pondéré.

1. On note :

« D, ’évenement : « la personne décroche au premier appel » ;

» R;I’événement « la personne répond au questionnaire lors du premier appel ».
Calculer la probabilité de 'évenement R,.

2. Lorsqu'une personne ne décroche pas au premier appel, on la contacte une seconde fois. La
probabilité pour que le correspondant ne décroche pas la seconde fois est 0,3 et la probabilité pour qu’il
réponde au questionnaire sachant qu’il décroche est 0,2. Si une personne ne décroche pas lors du second
appel, on ne tente plus de la contacter.

On note :

» D, I’évenement : « la personne décroche au second appel ».

* R.I’événement : « la personne répond au questionnaire lors du second appel ».
« R1’événement : « la personne répond au questionnaire ».

Montrer que la probabilité de I'évenement R est 0,236.

3. Sachant qu’une personne a répondu au questionnaire, calculer la probabilité pour que la réponse ait
été donnée lors du premier appel (on donnera la réponse arrondie au millieme).

4. Un enquéteur a une liste de 25 personnes a contacter. Les sondages aupreés des personnes dune
méme liste sont indépendants. Quelle est la probabilité pour que 20 % des personnes répondent au
questionnaire (on donnera la réponse arrondie au milliéme) ?

2. Exercice 2 (5 points, non spécialistes)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; U, V), unité graphique 8 cm.

On appelle A le point d’affixe —1 et B le point d’affixe 1. On appelle E ’ensemble des points du plan
distincts de A, O et B.

A tout point M d’affixe z appartenant a E, on associe le point N d’affixe z° et le point P d’affixe Z°.
1. Prouver que les points M, N et P sont deux a deux distincts.

2. On se propose dans cette question de déterminer I'ensemble C des points M appartenant a E tels que
le triangle MNP soit rectangle en P.

a. En utilisant le théoréme de Pythagore, démontrer que MNP est rectangle en P si et seulement si

|z+1|2+|z|2 =1.
b. Démontrer que | z+1|2 +| z|2 =1 équivaut a ( z+%j[ z+%]::11.

c. En déduire 'ensemble C cherché.

3.Soit M un point de E et z son affixe, on désigne par r le module de z et al'argument de z,
aO]-m;+m).

a. Démontrer que I’ensemble F des points M de E tels que l'affixe de P soit un réel strictement positif est
la réunion de trois demi-droites (éventuellement privées de points).

b. Représenter les ensembles C et F dans le repére (O ; U, V).
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c. Déterminer les affixes des points M de E tels que le triangle MNP soit rectangle en P, I'affixe de P étant
un réel strictement positif.

3. Exercice 2 (5 points, spécialistes)

Partie A

Soit N un entier naturel, impair non premier. On suppose que N =a” —b? ol a et b sont deux entiers
naturels.

1. Montrer que a et b n’ont pas la méme parité.

2. Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels p et q.

3. Quelle est la parité de petde g ?

Partie B

On admet que 250 507 n’est pas premier. On se propose de chercher des couples d’entiers naturels (a ;
b) vérifiant la relation (E) : a® —250 507 = b?.

1. Soit X un entier naturel.

a. Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9 ; puis ceux de X2 modulo 9.

b. Sachant que a —250 507 = b?, déterminer les restes possibles modulo 9 de a* =250 507 ; en déduire

les restes possibles modulo 9 de a*.
¢. Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.

2. Justifier que si le couple (a ; b) vérifie la relation (E), alors a=501. Montrer qu’il n’existe pas de
solution du type (501 ; b).

3. On suppose que le couple (a ; b) vérifie la relation (E).
a. Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.

b. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505+9k ; b) soit solution de (E), puis
donner le couple solution correspondant.

Partie C

1. Déduire des parties précédentes une écriture de 250 507 en un produit deux facteurs.
2. Les deux facteurs sont-ils premiers entre eux ?

3. Cette écriture est-elle unique ?

4. Exercice 3 (5 points)

Soit ABCD un tétraédre tel que ABC, ABD et ACD soient trois triangles isoceles rectangles en A avec
AB =AC=AD = a. On appelle A, le centre de gravité du triangle BCD.

1. Montrer que la droite (AA,) est orthogonale au plan (BCD) (on pourra par exemple calculer AA,.CD et
AABC).

2. En exprimant de deux fagons différentes le volume du tétraedre ABCD, calculer la longueur du
segment [AA;].

3. On appelle G I'isobarycentre du tétraedre ABCD et I le milieu de [BC].
a. Montrer que G appartient au segment [AA;] et déterminer la longueur AG.

b. Déterminer I’ensemble des points M de ’espace tels que " MA+MB+MC+MD " = 2” MB+MC " .
4. Soit H le symétrique de A par rapport a G.

a. Démontrer que 4GA+AC + AD = BA.

b. Démontrer I'égalité HC? -HD? = DC.BA.

c. En déduire que HC = HD.

. . . 1
On rappelle que le volume d’une pyramide de hauteur h et d’aire de base associée b estV = 3 hb.

Correction
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Attention a bien lire '’énoncé...Soit ABCD un tétraedre tel que ABC, ABD et ACD soient trois triangles
isoceles rectangles en A avec AB = AC = AD = a. On appelle A, le centre de gravité du triangle BCD.

1. (AA,) est dans le plan médiateur de [BC] puisque AB= AC (ABC isocele) et AB=AC (BCD
équilatéral), (BC) est donc orthogonale a toutes les directions de ce plan, particulierement a (AA,).
Le calcul des produits scalaires n’est pas nécessaire et en plus risque d’embrouiller Uesprit...

2. D'un cO6té ona BC =a/2, DI :BC§=a§ d’ou

2
V=%aire(BCD).AA1=%(%a\/§§a\/§)AAl=ag/gAAl,
d’'un autre c6té on a (DA) orthogonal a (AB) et (AC), donc (DA) orthogonal a (ABC), soit
1. 11 » 13 7 1os 1, 6 a
==—aird ABC).DA==| =@ ==a’ ; on en déduit ==a =—.
36()3(2j6 UIAA16a2J€J€

3. a. G = barycentre de {(A4, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)} ou encore de {(4, 1), (A;, 3)} , on a donc AG =L§1FA1Q
3a

NG

b. On introduit G dans le vecteur de gauche, I dans celui de droite, et on a
||4m||=z||m|| - MG=MI.

donc G appartient au segment [AA;] et AG = % AA =

L’ensemble cherché est le plan médiateur de [GI].
4. a. On met G partout et on utilise GA+GB+GC +GD =0 :
4GA+AG+GC+AG+GD =BG+GA ~ GA+GC+GD+BG=0..
b. On factorise : HC? -HD? = ( HC-HD ) ( HC+HD ) =DC.2HJ=DC.BA (Thalés dans ABHJ).

¢. Comme (DC) est orthogonal a (AB), on a HC? = HD? = HC = HD.
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5. Exercice 4 (7 points)

I. Premieére partie

On appelle f et g les deux fonctions définies sur I'intervalle [0 ; +oo [ par
2
f(x)=In(1+x)-x et o(x)=In(1+ X)_X+X7 )

1. Etudier les variations de fet de g sur [0 ; +oo [.
2

2. En déduire que pour tout x>0, X—%S In(1+x) < x.

II. Deuxiéme partie

On se propose d’étudier la suite (u,) de nombres réels définie par : y, =g et U,y = U, (1+ an+l j

1. Montrer par récurrence que u, > 0 pour tout entier naturel n>1.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n>1 :

Inu, =In(1+1)+ln(1+ij+...+ln(1+ij.
2 2 2"

1.1 1 1.1 1
.Onpose §=—+—=+.+—etT =—+—+..+—
3 p Sﬂ' 2 22 2n n 4 42 4n

[ . . 1
ATaide de la premiere partie, montrer que : S, 5 T,<Inu, <8S,.
4. Calculer S, et T, en fonction de n. En déduire lim S, et lim T,.
n— +oo n— +oo
5. Etude de la convergence de la suite (u).
a. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante.
b. En déduire que (u.) est convergente. Soit [ sa limite.
c. On admet le résultat suivant : si deux suites (vn) et (wn) sont convergentes et telles que v, <w, pour

tout n entier naturel, alors lim v, < lim w,.
N - +oo n-— +oo

5 -
Montrer alors que s <Inl <1 eten déduire, un encadrement de L.
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