Terminale S juin 2010
Amérique du Nord

Exercice 1

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ;1,], k).

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives A(1, -2, 4), B(-2, -6, 5), C(-4, 0, —3).

1.
a. Lespoints A, B et Cne sont pas alignés :

Ona AB(-3;-4;1) et AC(-5;2;-7);
Ces 2 vecteurs n’ayant manifestement pas leurs coordonnées proportionnelles, ne sont pas colinéaire ;
Par conséquent, les points A, B et C ne sont pas alignés ; CQFD !
b. Levecteur n(1;-1;-1) estun vecteur normal au plan (ABC) :
~ RAAB=1x(-3)+(-1x(-4)+(-)xk=-3 4 £ 0- nOAB;
- AAC=1x(-5)+(-1x2+#(-Yx(-7)=-5 2 = 0- A0OAC;
Ainsi, n est orthogonal a 2 vecteurs directeurs - puisque non colinéaires - du plan (ABC) ;
En conséquence, c’est un vecteur normal au plan (ABC) ; CQFD !
¢. Une équation du plan (ABC) :
= ﬁ( 1;-1;-1) étant un vecteur normal au plan (ABC) , celui-ci admet une équation cartésienne du
type: x-y-z+d=0;
—~ CommeA X (ABC), X, =Yp=2,+d =0 1-(-2)-4+d = 0= d = 1;
Une équation du plan (ABC) est donc: x—y-z+1=0.

2,
a. Une représentation paramétrique de la droite passant par le point O et orthogonale au plan (ABC) :
Soit (D) cette droite ;
(D) admet tout vecteur normal a (ABC) comme vecteur directeur, donc ﬁ( 1;-1;-1) ;
X=%, =kx1 x=k
M(xy;z)0(D) = OM =kl = { y=yo=kx(-1) = { y=—k;
z-75=kx(-1) z=-k
x=k
Une représentation paramétrique de cette droite est donc : { y=-k ou k X M.
z=-k
b. Les coordonnées du point O’, projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC) :
Le projeté O’de O sur (ABC) est le point d’intersection de (D° avec (ABC) ;
Ses coordonnées sont donc solution du systéme :
k = —l
3
x=k x =k 1
X=-=
y=-k y=-k 3.
z=-k z=-k y= 1’
x-y-z+1=0 |k-(-k)-(-k)+1=0 3
z=1
3
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3. On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BC). Soit t le réel tel que BH =tBC .

- Comme H Xl (BC), il existe effectivement un réel t tel que BH =tBC ;Dela:

- BH.BC=(tBC)BC ~ (BO+OH ) BC=tBC” - BOBC + OFEC =t|BC[ - t=

_BOBC

sl

b. Leréel et les coordonnées du point H :

- OrBO(2:6;-5) et BC(-2;6;-8) donc BOBC =72et |BE[ =104;

~ Ainsi, BH :3% d’ou
13

Exercice 2

Et par conséquent, t

L

=]

72 _ 9

104~ 13’

_BOBC
2
8]

CQFD !

Une urne contient des boules indiscernables au toucher.

20 % des boules portent le numéro 1 et sont rouges.

Les autres portent le numéro 2 et parmi elles, 10 % sont rouges et les autres sont vertes.

Présentation des données sous forme d’un tableau a double entrée :

http://matheleve.net

n°1 n°2 TOTAL
rouges 20% 8% 28%
vertes 0% 72% 72%
TOTAL 20% 80% 100%
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1. On tire une boule au hasard. Probabilité qu'elle soit rouge :

On est en face d’'une situation d’équiprobabilité ; il vient alors immédiatement que p(R) = 0,28.

2. On atiré une boule au hasard. Elle est rouge.

Probabilité qu'elle porte le numéro 2 : pr(2) = 2_88 = ; .

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise (apres chaque tirage la boule est remise dans 1'urne).

a. Probabilité, en fonction de n, d'obtenir au moins une boule rouge portant le numéro 1 au cours des n
tirages :
On est donc en présence d'un schéma de Bernoulli de parametres n et p = p(Rn1) = 0,2.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges portant le numéro 1 au cours des n
tirages ; X suit donc la loi binomiale B(n ; 0,2).
Soit E I’événement : « obtenir au moins une boule rouge portant le numéro 1 au cours des n tirages » ;

Alorsp(E)=p(Xz1)=1-pX=0)=1-(1-0,2)"=1 -0,8".

b. L'entier n a partir duquel la probabilité d'obtenir au moins une boule rouge portant le numéro 1 au
cours des n tirages est supérieure ou égale 4 0,99 :
Donc p(E)=0,9901 -0,8"= 0,99 0 0,01 =0,8"
01n 0,01 =1In(0,8) 0In 0,01=2nln0,891n0,01/In0,8<n

on=21.
Exercice 3 non spécialistes

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; U, V).

On considere les points A d'affixe 1, B d'affixe —2i et D d'affixe 1.

On appelle E le point tel que le triangle ADE soit équilatéral direct.

2z—i
iz+1 "

Soit fl’application qui a tout point M d’affixe z ( z# i ) associe le point M’ d'affixe z’ définie par: z'=

NG

1. Lepoint E a pour affixe (E+_](1+i) :

Puisque le triangle ADE soit équilatéral direct, E est I'image de D par la rotation de centre A et d’angle %T ;

Or rm apour écriture complexe :

L . J3 N (1.3 J3, 1)
z'-z,=e3(z-2) = 2 (EH?J( —i)+i = z-(—2+|—Jz+(—+|—2),
Et puisque E=rA_,,(D),zE [EH\/EJ > [£3+|—;J Z: = [ ;+|£23Jx1+[£23+ _j

2 2
-z =[%+£]+i[£3+—1]:[_1+£23](1+i) . CQFD !

2

'3

2. L’affixe - sous forme algébrique - du point D’ associé au point D par l'application f:

L, _2zp-i_2x1- _(2-i)(2-i) _2-2-i-1 _ 13
P izg 1 ix1+1l 12412 2
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a. Pour tout nombre complexe z différent de i, ( zZ'+2i )( zZ—i ) =1:

(z'+2i)(z—i):(22_i +Zj(z—i):(wJ(z—i)

iz+1 iz+1
| 2z-i-27+2 N \
_[—iN ]N—?—l,CQFD.

b. pour tout point M d'affixez (z#i): BM'xAM =1 et (G,W‘)=—(a,m)+k><2ﬂoﬁk&:

Puisque ( z'+2i )( z-i) =1, par passage aux modules et aux arguments, il vient :
~ |(z+2)(z=i)|=|1] = |z=(-2)|x|z-i|= 1= |2+ 25 |%| 2= 24| = 1= BM XAM = 1;
~ arg((z*+2)(z-i))=ad I+ Bm~ arfz+ D+ af@-i)= Ok
- arg(zt-zy )+ ard z-2z, )= K - (U W)+(G A_I\/T)Z RT
- (U;W’):—(U;m)+2kn

a. Les points D et E appartiennent au cercle (C) de centre A et de rayon V2
- AD=|z;-2z,| :|1—i|:\/§ donc DX (C);

- AE = AD car ADE est équilatéral (cf. 1.) donc E X (C) ;
b. Construction du point E’ associé au point E par l'application f:

D’apres le 3.b.,
- BDXAD=1=> BD':i et BEXAE=1=> BE':iet comme AD = AE, BE’= BD’;
AD AE
. (U;B—E'):—(U;E) ;
D’ou la construction de E’.

5. Lanature du triangle BD’E’ :
e BD’=BE’(cf. 4.b.);
. (B—D';ﬁ'):(@';U%(U;BE‘):—(U;@')+(U;ﬁ‘)

BD’E’ est donc équilatéral (indirect) .
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Exercice 4

4™

A tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f, définie sur P par fn( x) = el
+

On désigne par C, la courbe représentative de la fonction £, dans un repére orthonormal (O ;1, ).

Les courbes C;, C. et C; sont données ci-dessous.
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4¢f

Partie A : Etude de la fonction f; définie sur P par fl( X) =

&+7
X
1. Pour tout réel x, f,(x)= 4_ : fi(x)= e 4 = 4_ ; CQFD !
1+7€” e +7 g{(“?j 1+7e™
eX
2.

a. Lacourbe C, admet deux asymptotes :

. . . . . 4¢e*
— lim 4¢*=0¢et lim € +7=7 car lim € =0 ; Donc, par quotient, lim =0 ;
X — =00 X — =0 X - =00 X—=00 @X 7

Donc, puisque lim fl(x) =0, C, admet la droite d’équation y = 0 (c’est-a-dire I'axe des
X — —00

abscisses) pour asymptote au voisinage de — .

~ lm1+7eX=1car lim €*= lim e* =0 ; Donc, par quotient, lim

;
X - +00 X +00 X - -0 X—+0 ]+ 7@ X

Donc, puisque lim f,(x)=4, C, admet la droite d’équation y = 4 pour asymptote au voisinage
X — +oo

de + .
b. Lafonction f, est strictement croissante sur P:
, 4x( -7e7% —X
- fiest dérivable sur Pet fl(x)z— ( 2)= 288 =
(1+7e) (1+ %)

~  Comme e* >0 pour tout réel X, f, (x)>0 doncf; est strictement croissante sur P; CQFD !

c. Pourtoutréelx, 0<f(x)<4:

Il vient successivement: € *>0= 7€ *> 0= 1+ B> 1= K ! —< b & 4 —< .
1+ 7€ 1+ '
. 4
Soit, 0< f,(x)= <4 ;CQFD!
()= <4500
3.
a. Le point I; de coordonnées (In7, 2) est un centre de symétrie de la courbe C, :
4 + 4 4 . 4
fi(IN7-x)+ f(IN7+X) _ 14767 (M7%) g4 (M%) _ gy in7ex " g ginx _
2 2 2
1+ | +( 1+¢€* X 4 o7
= 2 + 2 :2x( ) ( ):Zx 2+e;e/:2;
2 A (1+e‘x)(1+ex) ,u/e{+e‘x+1
1+ 76 7 xe* 1+ 76 7 xe ¥
fi(In7-x)+ f;(In7+x
Puisque 1( )2 1( ) =2, le point I, (Iny, 2) est un centre de symétrie de la courbe C, ;
CQFD'!
b. Une équation de la tangente T; a la courbe C, au point I, :
OnaT:y=f,(In7)(x-In7)+f,(In7);
1
_ 28x =
: 28"’ 4
Or fi(In7)= LA Y fi(In7)= = =" =1,
176 g7t (1+ 7e"? )2 1y 2°
7 (1+ 7%=
7
Dou T, :y=x-In7+2.
c. Tracé dela droite T, : cf. graphique ci-apres.
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a. Une primitive de la fonction f; sur P:
La fonction f; admet effectivement des primitives sur P car elle y est continue ;

e _, u(x)

Or fl(x):ex+7— a(x)

sionpose u(x)=e*+7;

En conséquence, une primitive F1 de f1 sur M est définie par :

Fi(x)=4xIn|u(x)|=4xIn ex+7‘: 4In(ex+ 7).

b. Lavaleur moyenne de f; sur l'intervalle [0, In7].

xﬂmfl(x)dx:%?{ﬁ(x }gﬂ X[Fl In7)-Fy(0) ]

'U_In7—0
_i In7 -+
—In7><[4ln( +7)-4in( e+ 7) }_ -x[ 4In14- 4ing
:4In2+4ln7— 12In2:4 InN% 2In 2:4 In2=1,1':.
In7 In7 In7

Partie B : Etude de certaines propriétés de la fonction f,
1. Pour tout entier naturel n non nul le point A( 0 %j appartient a la courbe C, :
- 1
f,(0)=———=——==donc A O'E 0C, ; CQFD !
a. Pour tout n # 0 la courbe C, et la droite d'équation y =2 ont un unique point d'intersection I, :

NX
de =2 % =2"+14- ™= 7o nx= In7- =In_7;
e™+7 n

fn(X)ZZ@

La courbe C, et la droite d'équation y=2 ont donc bien un unique point d'intersection I, dont

, . In7
I"abscisse est — .
n

b. Une équation de la tangente T, a la courbe C, au point I, :

OnaT,:y=f, ('”7J(x—m—7j+fn('l7j;
n n n
Or fn(ln—7j:2 et, puisque
n

ne”XX(e”X+7)—e”Xxne”X_ xnenx(ﬁnz+7—)9”’()_ 28ne™

(enx+7)2 - (enx+7)2 _(enx+7)2

fo(Xx)=4x

b

In7

(7Y 2eme A 28xTn
"Un 7 2142

Dou T,:y=nx—-In7+2.

Remarque : les tangentes T, a la courbe C, au point I, ont toutes la méme ordonnée a l'origine,
asavoir 2 —In 7.

c. Tracer les droites T, et T; : cf. graphique ci-apres.
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in7

. . . . n
3. Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par u, = T "t ( X ) dx.
n7Jo

La suite (u,,) est constante :

In7 In7 In7
N N[ 4e™ n [ a n
un:_J' " (x)dx=Tof dx=2x| in(e*+7)
In7Jo In7Jo e%+7 In7 | A o
In2
=2 (e +7)-In(+7) |2 «[ In14- Ing] =4-8 = =115
In7 In7 In7
. . . In2
La suite (u,) est donc bien constante, a 4 - BW .

Remarque : Les valeurs moyennes des f; sur les intervalles [0, In7/n] , a savoir u,, sont identiques donc.

AR
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