BAC C PARIS 1983

Exercice 1 :

1. Soit d € N un diviseur commun de a,b et c.
Alors d divise pged(a, b) = 3 et, de méme, d divise 4 donc d = 1.
D’ou pged(a, b, c) = 1.

2. Soit d = pged(ac, b).
3 divise a et 4 divise ¢ donc 12 divise ac.

3 et 4 sont premiers entre eux et divisent b donc 12 divise b.

Soit divi ier de £ = @ St
01 un diviseur premier de — = — — et —.
p P 2 3°1%719

a
Alors p divise 3 et 3 ou p divise 1 et 1 qui est impossible dans les deux cas.

ac b
D’on d{—,— ) =1etd=12.
ol pgc <12, 12) e
b b
Or, a et ¢ sont premiers entre eux donc ppem(a, b, ¢) = ppem(ac, b) = % = %.

D’ou abe = 12ppem(a, b, ¢) et le résultat.

3. Cherchons d’abord les solutions dans N3.

On sait que 3 divise a, que 12 divise b et que 4 divise c.

Comme 12096 =3 x 12 x 4 x 2 x 2 x 3 x 7, il reste donc a répartir deux facteurs 2, et
les facteurs 3 et 7 sur a, b et c.

a ne peut étre pair donc a € {3;9;21;63}.

Comme pged(b, ¢) = 4, on ne peut rajouter ni un facteur 3, ni un seul facteur 2 a c.
Donc c € {4;16;28;112}.

De plus, si a € {21;63}, 7 ne divise pas ¢ donc ¢ € {4;16}.

D’out les douze solutions suivantes :

(3;1008;4), (3;252;16), (3;144;28), (3;36;112),

(9;336;4), (9;84;16), (9;48;28), (9;12;112),

(21;144;4), (21; 365 16),

(63;48;4), (63;12;16).

Enfin, toute solution (a,b,c) € Z3 est telle que (|al, |b|,|c|) est solution dans N3.
Or, a,b et ¢ sont positifs ou deux d’entre eux sont négatifs.
On en déduit facilement les solutions dans Z3 qui sont au nombre de 48.

Exercice 2 :

1. Soit A l'axe d’un tel retournement.
Alors 1(0;0; —1), le milieu de [OA], et B sont sur A donc A = (IB).

Soit réciproquement f le retournement d’axe A = (IB).

Il est clair que f(B) = B.

H

IB(0;1;0) donc le plan orthogonal & A passant par O a pour équation y = 0 qui contient
1.

En particulier, f(O) est le symétrique de O par rapport a I donc f(O) = A.

Soit enfin M(x,y,z) € F d'image M'(z,y/, 2') par f.

En notant (X,Y, Z) les coordonnées d'un point quelconque de E, le plan P orthogonal a A
passant par M a pour équation Y = y.

Comme A est l'intersection des plans d’équations X =0 et Z = —1, A et P se coupent en
(0;y; —1) qui est le milieu de [M M.



5 0 ¥ =—x
En particulier, y;y, =y 1 y=y
a2 — 2 =—z—2
2
1 0 0
2. g est affine de matrice | 0 —1 0 qui est orthogonale de déterminant 1.
0 0 -1

Donc g est un déplacement.

De plus, g admet une droite A’ de points fixes d’équations y = 0 et z = 1 donc ¢ est une
rotation.

Son angle 6 vérifie 1 + 2cosf = tr(A) = —1 donc 0 = 7.

Ainsi, g est le retournement d’axe A’.

3. h est un déplacement en tant que composée de deux déplacements.

¥ =—x
Sa représentation analytique est < ¢y = —y
Z=z—4
Ainsi, h n’a pas de points fixes donc c’est un vissage.
¥ =—x
C’est la composée de Papplication r de représentation analytique < 3 = —y et de
2=z

la translation ¢ de vecteur  (0;0; —4) qui commutent.

Comme 7 =t~ o h, 7 est un déplacement qui a pour points fixes les points de (Oz).
Comme pour g, on montre que r est un retournement.

Donc h est le vissage d’axe (Oz), d’angle 7 et de vecteur .

Probléme :

l.a) Pour tous t € R* et z € R — {0, —t}, on a :
—fi(—z) = zlog |—x| + (—x — t)log |-z — t| = zlog |z| — (x + t)log |x + t| = f_i(x).
De plus, f_1(0) = f-i(=t) = —tlog|—t| = —tlog[t| = —f(0) = = fi(t).

D’ou I’égalité annoncée.
Soit s la symeétrie de centre O et M(x,y) un point du plan.
Alors M eCi e y=filr) e —y= fi(—x) < s(M) € C,.

Donc s(C_;) = C; et, comme s est une involution du plan, s(C;) = C_;.
En particulier, C; et C_; sont symétriques par rapport a O.

t t
b)Pourtoust>Oeth€R—{—575},01& a:
t t t t
t t t
z _(Z —+)loe | _
2+h‘ ( +h t) og‘Q—i—h t‘

2

_E_h'
2

Comme f;(0) = fi(t), cette égalité est vraie pour tout h € R ce qui permet de conclure.

log(1+ h log(1 h
2.a) limah =0 et lim M = 1 donc, par limite composée, lim M = 1.
h—0 h—0 h h—0 ah
D’ou le résultat.



t
b) Il est clair que f; est continue sur {5, t [ U Jt; 400 .
De plus, limtx —t=0et limO xlog |x] = 0 d’aprés un théoréme des croissances comparées
T— xr—

donc hII%(.CE —t)log |z — t| = 0 par limite composée.

D’ou 111111f fi(z) = tlog|t| = fi(t) et f; est aussi continue en ¢.

t
c) Il est clair que f; est dérivable sur lﬁ, t [ U Jt; +oof, ou :

1
(r) = 1 S loglr—t| — (z—t
1 (1) og(ac)+a:><x oglr —t| — (x )Xx—t
= log(x) — log |z —t|.

, t Ay t
Or,siz e [ﬁ;t[’ |:1:—t|:t—azetth—xavecegahtepoura::5.

Sixz € |t;+oof, [t —t|=x—tetaz >z —tcart>0.

t
Ainsi, sur [; — {5, t} , log(z) > log |z — t| soit f/(x) > 0 donc f; est strictement croissante

sur [, d’aprés 2.b).

t
Pour tout h € } —5 +o0 [ — {0},

fe(t+h)— fi(t)  (t+h)log(t+ h) — hlog|h| —tlogt
h B h
_ t[log(t + h) —logt] + h[log(t + h) — log |h|]
B h
log(1+ %) t+h
S S AV P e
n + log 7]
li Lrh +oo et lim logh = +oo d l'lt + limit é
im —— = 4oo et lim logh = 400 donc lim lo = 400 par limite composée.
h—0 |h’ h—-4o00 g h—0 g |h,| b p
log(1 + % 1
En utilisant 2.a) avec a = —, on a lim tM =tx-=1
t h—0 h t

Ainsi, lim it +h) — filt)

lim . = 400 donc f; n’est pas dérivable en ¢.

d) Pour tout = > t,

fi(x)  wx[log(x) —log(x —t)] + tlog(x —t)
x a x
I —t
— log " +t0g(ﬂf )
x—t T
—tl —t
= log v +taj og(w )
xr—t T Tx—t1
t\ log(x —t)
— pl1— 2 )28l
Ogl—é—i_( x) r—t



i . . 1 - ,

lim = 1let limlogz =0 donc lim log + = 0 par limite composée.
r—-+oo | — p z—1 T—-+00 1— p

: . logx N . : .

lim x —t=4o0c0et lim —— = 0 d’aprés un théoréme des croissances comparées
T—+00 T—-+00 €T

log(z —t

donc lim M = ( par limite composée.

z—+o0 x — 1

r—+00 x r—t T—+00 I

Dot lim t(1—£>w:tx1x0:0et I (1) N

c)

f) Pour tout = > t,

filz) = zlogz — (z —t)log(x — 1)
= (x—t)[logx —log(x —t)] + tlogx

= (r—1)log ’

+tlogx
x—t

t
= (t—x)log (1 — —) +tlogx
T

t log (1 — L
= ——(t—ux) 8 ; ) +tlogx

L Tz
2\ log (1 — %
L T

log(1 log (1 — 1
lim —— =0et lim M = 1donc lim th) = 1 par limite composée.
r—+00 €x x—0 x r——+00 —_=

2 ot ’
Dou lim (t— t_)—log (12 )

r—+00 X —

=1t.

De plus, lirf tlogz = +oo donc lim fi(z) = +oo.

Tr—-+00



fi est continue et strictement croissante sur I; donc f; réalise une bijection de I; dans

t t
J; = [ s (5) , lirf fi(zx) [ = {t log 3’ +00 { d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.

t
3.a) D’apres 1.b) et 2.¢), f; est strictement décroissante sur } —00; 51 donc f; présente

en 3 un maximum global.

t
Ainsi, pour tout z réel, f;(z) > tlog 2 > (0sit>2et f; ne s’annule pas.

b) De méme, f, présente en 1 un maximum global qui vaut 2log1 = 0 donc f, s’annule
en 1 seulement.

t
c)Si0<t<l,tlog 3 < 0 donc f; s’annule une seule fois sur I; en §(t) d’apres 2.f).

t
D’aprés 1.b), f; s’annule aussi une seule fois sur } —00; 5] en «(t).

De plus, f; (6(t)) = fi (% + B(t) — %) = fi (% —B(t) + %) = fi(t = B(t) =0

t
d’apres 1.b) avec t — f(t) < 2 donc t — B(t) = a(t) par un argument d’unicité.

4.a) Comme 0 < t <1, fi(t) =tlogt <0et fy(1) = (t —1)log(1l —1¢) > 0.
—_—— N

<0 <0
Donc, par stricte croissance de f; sur Iy, t < 5(t) < 1.

b) Par définition de (), fi(B(t)) = B(t)log 5(t) — [5(t) — t]log [5(t) — t] = 0 donc

Bt) —t
log B(t) = 30 log [B(t) —t].
Comme@>1>t,ona
B(t) By, By (B B(t) —t
fl(T) = = log ; _(t —1>log "
= % (log @ — log —B(t)t_ t) + log —ﬁ(t)t_ ¢
B(t)

= —Z (log5(t) — logt+logt —log [B(t) — t]) — logt + log [B(t) — 1]

log [8(t) — t] — log [B(t) — t]> —logt +log [3(t) — t]

t A1)
= O o [5(6) — ]~ logt + log [5(1) ]
= —logt.
De plus, @ >t > % donc f; (@> =q (@) et, par définition de hq,
il vient @ = hi(—logt) ce qui implique la deuxiéme égalité.



c)i) Pour tout z > 1, on a :

o(r) = zlogx — (x—1)log(z — 1) — 1 —logx
= (z—1)[logz —log(x —1)] —1

z—1
= (1—-2x2)l —1
(1-2)log =
(1-2)log(1-1) —1
& x
1 log (1 — l)
= —(1l—-o)———— -1
x( z) _%
1 log(1-1)
= (1-2= ) _q
-7
log(1 log (1 -1
lim —— =0et lim M =1donc lim Ll””) = 1 par limite composée.
xr——400 x x—0 x xr——400 -
log (1 -1
D’ou lirf ( — %) le) =1 et le résultat.

xT

ii) g1 est strictement croissante sur I; donc h; est strictement croissante sur .J;.
1
Donc pour tous A > 5 et z > g1(A), on a hy(z) > A.

Ainsi, lim h;(z) = +oo donc, par limite composée, hgl Y(z) =0 d’apres i).

T—+00

De plus, pour tout = € Ji, hi(x) € I1 et Y(z) = @ [h1(x)] = g1 [h1 ()] — 1 — log hy(z).
D’ou log hy(x) = x — 1 — ¢(x) et le résultat en passant & 1’exponentielle.

d) Pour tout ¢ €]0; 1], —logt > 0 donc —logt € J; et

B(t) = tx hy(—logt)
= txexpl|—logt—1—1(—logt)]
= t xexp(—logt)exp[—1 —¢(—logt)]
— exp[-1 - 9(~logt)].

Or, lim —logt =400 et lim —1 —(t) = —1 donc lim —1 — ¢(—logt) = —1 par
t—0t t—-+o00 t—0t
limite composée.

Ainsi, par continuité de la fonction exp sur R, lim+ pt) = —.
t—0 (&



