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EXERCICE 1

1. Résoudre dans C I'équation

(1+1)2z% —2z(1 +2i) +4i—20 = 0.

2. On considere dans le plan complexe les points A et B d’affixes respectives zx et
zB, za et zp étant les solutions de I'équation précédente avec cette partie réelle
de zp strictement négative.

Vérifier que les points C et D d’affixes respectives zc = 3 + 4i et zp = —3i,
forment avec les points A et B un carré dont on donnera I'affixe du centre O.
3. Soit les points A, B, C, O affectés respectivement des coefficients a, b, 4 et —4.

Déterminer a et b pour que O, origine du repére du plan complexe soit le ba-
rycentre du systéme {A(a), B(b), C(4), D(-4)}.

EXERCICE 2

Soit & 'espace rapporté au repere orthonormal (O, T, 7, F)

a et b étant deux réels non tous nuls, on envisage 'application affine de & dans &
qui a tout point M de coordonnées (x ; y; z), associe le point M’ de coordonnées
(x'; y'; Z) tel que

x' = a’x-by-abz
y = abx+ay-b’z
Z = bx+az

On notera cette application affine ¢, p.

1. Montrer que ¢, ¢ est un demi-tour dont on précisera I'axe.

2. Comment faut-il choisir a et b pour que ¢, 5, soit une isométrie ? Cette condi-
tion étant supposée réalisée, chercher 'ensemble des points invariants par
@gq, p- Quelle est la nature de ¢, p ?

PROBLEME

1. n étant un entier naturel donné, différent de zéro, on envisage la fonction f;,
de la variable réelle x définie sur R — {1} par

2 x?) x"
X— fx)=x+—+—+---+—+Injx-1].
fn(x) > 13 - | |

a. Montrer que, pour tout x différent de 1, on a

fi) = =—.

x—1

Etudier le sens de variation de f;,. (on distinguera les cas n pair et 7 im-
pair). Montrer que la fonction f;, est monotone sur l'intervalle 11 ; +oo[
et étudier les limites de f,; aux bornes de cet intervalle.

b. Faire’étude complete des fonctions f et f,. Tracer leurs représentations
graphiques respectives C; et C, sur des feuilles distinctes.
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2. On envisage la suite (v;) ey définie par

1 1 1
UVp=1l+—4+—+—+--+—,
2 3 n

a. Montrer que v, est I'intégrale d’'une fonction constante par morceaux
majorant la fonction h: t — p sur l'intervalle [1; n+1].

Etablir que

Inn+)<v,<l+lnn

(on pourra s’aider de la représentation graphique de la fonction & et de
la subdivision (1, 2,3, ..., n, n+1).

b. Montrer que

lim v, =+o0
n—+oo

3. Montrer que pour tout x > 1, on a

fn(x) > v, +In(x—1)
En déduire que, pour tout x fixé strictement supérieura 1, on a
lim =+
n—>+oof n(X) *©

4. a. Montrer que

> v, —Inn.

fn(l"'%

1
En déduire que f, (l + — | est strictement positif.
n

b. Montrer qu’il existe un réel a, unique, strictement compris entre 1 et
1
1+ —, pour lequel f, (a,) = 0. Vérifier ce résultat sur C1 et C,.
n

5. a. Expliquer pourquoi on a pour tout x < 1,

x yn
= dt
n(x) [) —1

X tn
fn(x)zf " dr

an t—1

et pour tout x > 1,

b. Montrer que

B 0 (—t)”
ol [

Montrer que, pour tout entier naturel »n différent de zéro, on a

0 (_pn 0
D dtgf (-n"dr
1 1-¢ -1
puis que
1
-l —
|fn( )| n+1

En déduire que la suite (f,(-1)) nen+ €St convergente et donner sa limite.
N. B.: La notation In représente le logarithme népérien.
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