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EXERCICE 1 4 POINTS

Dans 'espace orienté, on considere un tétraédre régulier ABCD. Les points I, ], K, L,
M et N sont les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DA], [BD] et [AC].

1. a. Démontrer que la droite (BC) est orthogonale au plan (AD]J).

b. Indiquer cinq autres orthogonalités démontrables de la méme maniere
qu’'au a.

c. Soit w l'isobarycentre des points A, B et C. Démontrer que (Dw) est or-
thogonale au plan (ABC).

2. On considere la réflexion s par rapport au plan (AD]) et la réflexion s’ par rap-
port au plan (CDI). On pose r = sos'.

a. Déterminer 'axe de la rotation r.

b. Déterminer les images par r de A, B et C. En déduire une mesure de
l'anglede r.

EXERCICE 2 5 POINTS

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par:

fx)=Vv2x2-2x+1.

Soit I" sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal (O, i,

et A le domaine limité par T, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et
x=1

1. a. Montrer que I est incluse dans la courbe # d’équation :

12
2 2—4( ——) =1
y X > .

b. Montrer que ./ est une hyperbole. Donner son axe focal, son centre et
ses sommets. Tracer # puis I'.
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2. Soit # un nombre réel de [0; 1]. On pose :

u

A = 1+E+\/1+u
u

B = 1+——+V1+u
2

Calculer le produit AB. En déduire que:

2

u u
0<1+§_m<?' 05)

1
3. Soit I = f f(x) dx. (On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.)
0

a. Utiliser (1) pour démontrer que pour tout x de [0; 1] :
1\2 1\ 1\? 1)\2
X——| =2|x—=] <\/1+4|x—=| <1+2({x—=] .
2) ( 2) h ( 2) h ( 2)

b. En déduire un encadrement de 1.

1+2

c. Donner une interprétation graphique de l'intégrale I.

PROBLEME 11 POINTS

Dans le plan orienté on donne une courbe %. On se propose d’étudier une suite
(Mn) >0 de points du plan, construite a partir de 6.

La partie A. étudie géométriquement un exemple ol € est une droite D.

Dans la partie B. on met en équation le probléme dans le cas général.

La partie C. utilise les équations obtenues pour traiter un second exemple.

A. Etude géométrique d’'une transformation du plan

On donne un triangle OIJ isocele, rectangle en O et direct (c’est-a-dire que
(ﬁ, O_])) = +g) On note D la droite (IJ).
A tout point M de la droite D, on associe le point N du plan tel que OMN soit isocele
rectangle en N et direct (c’est-a-dire que (OTVf, m) = +%) et le point P projeté de
N sur D parallelem nt a (OJ).

1. Faire Lil%ne figure. On prendra OI = O] = 4 cm et on choisira le point M tel que

IM = ZH .
2. a. Montrer qu’il existe une similitude directe s et une seule de centre O,
transformant M en N. Préciser son angle et son rapport.
b. Déterminer I'image A de D par s. Placer A sur la figure.

3. Soit O’ I'intersection de A et D.
Montrer qu’il existe une similitude directe s’ et une seule, de centre O, trans-
formant Nen P,

Préciser son angle et son rapport.

4. Préciser la nature des transformations :

i=5o0s et tp=so5s.

(On pourra étudier les applications vectorielles associées.)

5. On considere les suites (An) n>0 €t (Bn)n>o0 de points du plan définies par :
— la donnée d'un point Ay de D et
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— le procédé suivant :
Pour tout entier n > 0
le triangle O A, B, estisocele rectangle en B, et direct et pour tout entier
n=0
Ap+1 estle projeté de B, sur D parallelement a (O]J).

a. Construire et placer sur la figure les points Ay, By, A1, By, A2, By, As.
— 3—
(On choisira Ag tel que 1Ay = ZH )

b. Prouver que pour tout entier n >0 :

S(Ap) =B, et s (Bn) = Ap+1.

c. En déduire (a I'aide des résultats de la question 4. que pour tout entier
n=0:

ApA;, =nApA; et BygB, =nByB;.

B. Mise en équation du cas général

Dans toute la suite du probleme on prend (O ; 6f , (Tf ) comme repere orthonormal
direct.

On remplace la droite D par la courbe € d’équation y = f(x) ou f est une fonction
définie sur R ne s’annulant pas en 0.

Pour tout nombre réel ¢ on note M(t) le point de € d’abscisse ¢ et N(#) I'image de
M(?) par la similitude s introduite en A. 2. a.

1. Donner I'écriture complexe de la similitude s.
2. Soit X(¢) et Y (¢) les coordonnées du point N(#). Montrer que :

1

x(n = E(t_f(t))
1

yo = 5(t+f(t))-

Ainsi, lorsque M(t) parcourt ¢, N(t) parcourt la courbe I' définie par la repré-
sentation paramétrique (1).

3. Soit (An)p>0 €t (Bn)n>o les suites définies comme en A. 5. a partir d'un point
Ap de € et le procédé suivant :
Pour tout entier n > 0,
le triangle O A,, B;, estisocele rectangle en B;, et direct et pour tout entier n > 0,
Ap+1 est le point de € ayant la méme abscisse que B,. On note x, et y, les
coordonnées de Bj,.

a. Alaide de (1), exprimer x,+1 et y,+1 en fonction de x, et f (xy).

b. Retrouver ainsi la disposition des points des suites (An),>0 €t (Bx) ;>0
dans la situation étudiée dans la partie A., ou 6 est la droite (I]).

C. Ftude d’un autre exemple
Dans cette partie on suppose que 6 est la courbe d’équation y = e* dans le repere
(O ; OI, oy ) (unité graphique : 4 cm).

1. a. Etudier les variations des fonctions g et  définies sur R par :

g)==(t—e') et h(n)=z(t+e’).

N =

1
2
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b. Dans le repere (O ; 6f , (T]) ) tracer la courbe €, ainsi que la courbe I" dé-
finie par la représentation paramétrique ¢t — (g(t) ; h(1)).
c. Préciser la tangente a I' au point de parametre ¢ = 0.

2. a. Montrer que I'équation h(¢) = 0 admet une solution unique « telle que :

-0,6<a<-0,5.
b. En déduire que la courbe I" coupe I’axe des abscisses en un point unique
L.
c. Démontrer que g(a) = a.

3. On consideére les suites de points (An) n>0 et (Bn)p>o définies comme en B. 3.,
mais ou Ay est le point de € d’abscisse —3.

Les suites (X,),>0 €t (¥n),, sont alors définies par :

xo =g(=3) Yo =h(=3)
etpourn >0 et etpourn =0
Xn+1 = & (Xn) Yn+1 = h(xy)

a. Placer les points Ay, By, A1, By, A2, Bo.

b. Démontrer par récurrence, que la suite (x,),>o est majorée par « et est
croissante.

c. En déduire que la suite (x,),>¢ converge vers a et que la suite ( yn)n>0
>
converge vers 0.

d. Interpréter graphiquement le résultat obtenu a la question c.
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