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Session Complémentaire

Exercice 1 (3 points)
Soit x et y des entiers relatifs. On pose f(x,y) =2x—3y

1.a) Calculer (5,3). (0,5 pt)
b) En déduire les solutions dans 7’ de I’équation 2x—3y=1. (1 pt)
2) Pour tout entier naturel n on pose X, =f(5",3").

a) Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de X, par 7. (1 pt)
b) Montrer que X,,, —5 est divisible par 7. (0,5pt)

Exercice 2 (4 points)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .

1) On pose : P(z) = z° —(6+5i)z2+ (1+20i)z+14—5i ou z est un nombre complexe.
a) Calculer P(i) et déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C :

P(z)=(z—-i)(z2+az+b). (1 pt)
b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0 . (1 pt)
2) On considere les points A,B et C d’affixes respectives z, =i, z,=4+i et z,. =2+3i.
Soit s la similitude directe de centre A qui transforme B en C.
a) Donner ’expression complexe de s. (0,75 pt)
b) Déterminer le rapport et un angle de s. (0,5 pt)
3.a) Déterminer puis construire les ensembles T',et T, des points M du plan définis
par : _ (0,25pt)
MeT, < —-_' est imaginaire pur.
;_;' o (0,25 pt)
Merl', © ——— est Imaginaire pur.
z—-2-3i (0,25 pt)

b) Justifier que s(T,)=T,.

Exercice 3 (4 points)

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de centre O et de coté a,
(a>0).Soient I, Jet K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [ AB].

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes (on prendra (AB) horizontale). (0,5 pt)
b) Montrer qu’il existe une unique rotation I, qui transforme B en C et J en K. Préciser le

centre etunanglede r,. (0,75 pt)
¢) Soit la rotation r, qui transforme B en C et K en J. Préciser le centre et unangle de r, . (0, 5 pt)
2.a) Soit f=r or, et g=r,or,. Caractériser fetg. (0,5 pt)
b) Montrer que gof =t . OU tg.est la translation de vecteur BC. (0,25 pt)
3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme B en | et C en J. 0
Déterminer I’angle et le rapport de s . ©.5pY)
b) Déterminer s(A) et s(O). (0,25 pt)
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c) Caractériser la composée h=r;, os.

4) Soit T P’ellipse de foyers I et J passant par C.
a) Montrer que KeTI'.
b) Construire les sommets de I". Justifier la construction.

Exercice 4 (4 points)

X+1
e*

1) Soit la fonction £ définie sur R par f(x) =

a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer C la courbe représentative de f dans un repére orthonorme.

2) Soit neN* et f,(x)= %n . Pour tout xe R, on pose : F,(x) =, (txt.

Montrer a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout neN* et pour tout xeRR:
Fia ) =(n+DF, () —f.,, (X)

3) Soit 1, =F,(0)= " f,(t)t.

a) Verifier que pour tout neN" , I ,, =(n+1)I, -1.

b) Montrer que la suite (l,) est décroissante et positive.

c) Montrer que pour tout neN" , ni+1$ I, s%. En déduire lim 1.

|
4) Pour tout neN", on pose : U, =n—”|
1 Ly - 11
a) Montrerque U, =U ———— . Endéduireque U =e—) — .
) q n+1 n (I’l+l)! q n kz;k!

b) Calculer alors lim Z%
k=0 =

n—+ -

Exercice 5 (5 points)

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=xIn(x+1) et (C) sacourbe représentative dans un
repére orthonormé.

1.a) Justifier que Iirr11+f(x) =+o0 et XIi9r+n®f(x) =+00. Interpréter graphiquement.

b) Calculer f'(x)et justifier que :
-1<x<0=>f'(x)<0
x=20=f'(x)>0

c) Dresser le tableau de variation de f .
2.a) Tracer la courbe (C).
2 1 2

X 1 X
b) En remarguant que =X—-1+4+——, calculer I dx.
1+x 1+x 01+X

c) En utilisant une intégration par parties, calculer I’aire A du domaine plan limité par la courbe
(C), I’axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1.

1
3) Pour tout entier naturel non nulnon pose : U, = IO X" In(1+ x)dx

a) Montrer que Iécriture précédente définit bien une suite numérique (U,). Justifier que

(0,25 pt)

(0,25 pt)
(0,25 pt)

(0,75 pt)

(0,25 pt)

(0,75 pt)

(0,5pt)
(0,5 pt)

(0.5 pt)

(0,5pt)

(0,25 pt)

(0,5 pt)

(0,5 pt)

(0,5 pt)
(0,25 pt)

(0,5 pt)

(0,25 pt)

(0,5 pt)
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In2

b) Montrer que pour tout ne IN* : 0<U, < ——. Endéduire lim U, .

n+1l n—>+o
4) Pour tout n > 2 ; et pour tout réel x de [0,1] on pose :

S, (X)=1=-X+X" =X +X*— ...+ (=X)" .

1 Xn+l
Justifi : S (X)=———(-1)"™ — .
a) Justifier que Z(X) Trx (-1) Trx
c (_1)k net 1 Xn+l
b) Mont ; =In2—-(-1 ——dXx.
) Montrer que §k+1 (-1) I°1+X

¢) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

_1\+l n_(_1\K
U, =02, e
n+l n+1 ~k+l

n

5) Soit V, =1—1+1—l+...+ﬂ.
2 3 4 n+1

1 1 Xn+l 1
a) Montrer que : < X< .
) a 2(n+2) IOl+x n+2
b) En déduire que: limV,_ =In2.

c) Déduire lim(n+1)U, .
n—+o0

Fin.

(0.5 pt)

(0,25 pt)

(0,25 pt)

(0,25 pt)

(0,25 pt)

(0,25pt)
(0,25 pt)
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