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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée 4 la rigueur du raisonnement, a la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu

étre démontré.

Partie 1.

Soient @ > —1 et ¢ € N. On pose pour z > 0, f(z) = e *z*(Logz)“.
1) Montrer que f est intégrable sur |0, +o0f.
2) On pose pour n > 1

z%(1 — Efi)"‘(Lc:)g:z:)“', pour 0 <z <n
falz) = n
0, pour r > n.

a) Montrer que pour tout t < 1, Log(l —t) < -t.
b) En déduire que Vn > 1,V z > 0, |fo(z)] < |f(2)].
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+00 T +00
3) Montrer que lim falz)dz = f(z)dz.

n——+co 0 0

4) On suppose que @ = 0, g = 1 et on pose

+o00

I, = folz)dz = / (1-— E)”Lo_gy:t: dz.
0 0 n

1
a) Montrer que I, = - Logn + n/ u"Log(1 — u)du.
n+1 0

b) Montrer que

! o0 1 1 =1 1
u"Log(l —u)du = — £ o e - _
/0 9( ) pglp(p—i—n-kl) n+1p=1(p (p+n+1))
n ikl 1
¢) En déduire que I, = ——(Logn ~ }_ ~).
n—l—l p=1
+00 n 1
5) Montrer que / e *Logz dr = l_II_*I_l (Logn — > —).

0 n—+4o00 p=1

LI |
— La constante v = 1114[_1 (> p Logn), est dite constante d'Euler.

1 1
6) Montrer que la série de terme géneral (-7; — Log(1 + —n_,)) est conver-

n>1
> 1 1
gente et que v = Y, (— — Log(1+ —)).
n=1 T n
N
Vérifi Vz2>0,z— Log(l = dt.
7) a) Vérifier que V z > 0, z — Log(1 + z) $/01+tx

1 1 1 1
b) En déduire que Vn > 1, (1 - LOQQ)E ot ~ Log(1 + ;) < 5z
© 1 72 v i
c) Sachant que )| Rl montrer que (1 - LogQ)—E— << T
n=1
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Partie II.

On définit la fonction gamma I :]0, +o0o[——]0, +oo[ par : ['(z) = _/+m"t“‘leﬁ‘dt.
Une fonction g :]0, +00[—]0,+o00[ dérivable, est dite logarithnfiquement
convexe si sa dérivée logarithmique 9_ est croissante sur U'intervalle |0, +o0].
1) a) Montrer que I'(z + 1) = :1:1"(9:) Vz>0.

b) Montrer que I est de classe C* sur |0, 400 et que Vn > 0,V > 0,

+oo
r™(z) = / t*~le~*(Logt)"dt.

0

¢) Que vaut I(1) ?
2) a) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz suivante

+oo +oo

flu t)|dt] < /u2(t)dt /zﬂ(t)dt :

0 0
montrer que
(I(z))* < T(z)I"(z), Yz > 0.
b) En déduire que la fonction I' est logarithmiquement convexe.

— Soit g :]0, +00[—]0, +00[ une fonction logarithmiquement convexe et véri-

fiant : Vx >0, g(z +1) = zg(z) (*). On veut montrer que g = g (1)

g(z+1) _g(z) 1
3) a) Montrer que Vz > 0, = —.
) ) gz+1) g(z) =

b) Montrer que la fonction A = % est périodique de période 1.

c¢) En déduire que k' est aussi périodique de période 1.
4) a) Montrer quesin <z <n+ 1, alors

W) g(@) D) _ K@), 1K)
o) 9@  Ti@) = h(n) n B

3(5

| ':*wair.’m
Tautee lee malidre £ |ee RivesuN..


http://www.devoir.tn/

W) 1 _ ()
i
¢) En déduire que znl-ial—Poo m(z) = R(1)

!

5) a) Montrer que h est constante puis que h est constante.

b) Montrer alors que g(z) = ¢(1)I'(z), Vz > 0.

1

—On définit la fonction béta par : B(z,y) = / =11 - t)v-1dt, z,y > 0.
0

b) Montrer de méme que

6) a) Montrer que B(z + 1,y) = —z- B(z,y + 1).

b) Veérifier que B(z,y + 1)+ B(z + 1,y) = B(z,y).

T
B(z, 7).
BT (z,y)

7) a) Montrer que la fonction z — B(z,y)[ (z + y) est logarithmiquernent

En déduire que B(z + 1,y) =

convexe et vérifie (x).

b) En déduire que B(z,y) = %%3—5—:%%—)—
c¢) Retrouver alors la valeur de I" (%) :

1
8) a) Montrer que la fonction ¢ — 27T (—g) I§ (m ; ) est logarithmique-

ment convexe et vérifie ().

z+1
2

b) En déduire que 2211 (i;-) r ( ) — /7 ().

1

9) a) Montrer alors que / Logl' (t) dt = Log+/2m.
0
z+]

b) En déduire que / LogT' (t) dt = zLogx — = + Log/2r.

x
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Partie III.

- o2 1
Soit u(z) = (z — l)g_:; E

1) &) Vésifier que u(x).-_f;( ! ! )

“\n+l1 n+z

, pour z > 0.

b) Montrer que la fonction z — u(z) est dérivable sur ]0, +oof et que

2 1
()= ) —,Vz > 0.
(=) Eﬂ(ﬂ—l—.’l))Q

c) Montrer que liI(I)1+ zu(z) = —1, lim u(z) =400, lim ' (z)=0.

T— 00 T— 400

2) a) Montrer que Vz > 0, u(z + 1) ='u(z) + —.

2

b) Calculer f u(t)dt.

1
x+41

c) En déduire / u(t)dt.

z

3) Montrer que Vz > 0,

i) I'(z)=exp (/j(u(t)—y)dt).

D@ _
ii) I(z) = u(z) — 7.
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