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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 4 la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu
étre démontré.

Exercice

1) Soit g la fonction 2w—périodique définie par

2
9(z) = 2z — =, pour z € [0,2n].
2 4
a) Déterminer la série de Fourier de g.
b) En déduire que pour tout z € [0, 7], on a:

= 2n.1:_:1:(7r—z)

sin
Z n? 2

n=1
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2) Montrer que pour tout £ > 0, ), 2 < 5
n=1
3) Soit (an),, -, une suite de nombres complexes qui converge vers zéro.

On pose pour n > 1,

un(z) = n?z ’ S.lz?éo
0, siz=0

a) Montrer que pour p < get >0, on a
9 T
Z Iuﬂ(x)l S ESUP lanl
n=p n>p

b) En déduire que la série Y un(x) est convergente et que sa somme est
n>1

une fonction continue sur R.
Probléme

On désigne par E ’espace vectoriel constitué des fonctions f réelles continues
. et bornées sur [0, +oo et telles que, pour tout z > 0, 'intégrale

o tf(t
/ —‘lf—(}—dt soit convergente.
o 22412

Partie I

1) On considere les deux fonctions ¢ et 1 définies sur [0, 4oo| par:
: 1 st 0<t<e,

w(t) 1+e © v() si t>e.
Logt
T tp(t)
a) Montrer que ¢ € FE et calculer mdt ; pour = > 0.
0

b) Montrer que ¢ ¢ E.
2) Montrer que les fonctions e | sint et cost sont dans E.

3) Soit f une fonction réelle continue sur [0, +oo| telle que
Jim f(t)=1; 1eR

2 )¢
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a) Montrer que f est bornée sur [0, +00[.
b) Montrer que si I % 0, alors f ¢ E.
c¢) Que peut-on dire si [ =07

too tf(t
*Da,nslasuite,pourfEEetx>0,onposeTf(x)=/ 2{5_12
0
4) On suppose que f est positive sur [0, +oo].
a) Montrer que la fonction T f est décroissante sur ]0, +oof.
+00
b) Montrer que 1i1(1)1+Tf (z) = it )dt < +o0.
T 0
¢) Montrer que hxf Tf(z)=0.
: T f ( )
5) Soit f € E. On suppose que ——=dt converge et qu’il existe deux

constantes ¢ > 0 et & > 0 telles que pour tout t>0; |f(t) Le t=.
a) Montrer que pour tout z > 0 ;

/+°° ) g [T, —/+°° _Sr2) 4

0o ZX+41t? o t o r(1+r?)
: : T f(2)
b) En déduire que hx([]l+T f(z) = _t_dt
— 0
6) a) Montrer que Vz > 0et V¢ > 0 ;

o, t 1 o, 6t
— < < .
6x(z"’+t2) ~ 22 4 ¢2 et 6:1:2(:32+t2) = (2% +12)2

b) En déduire que pour toute fonction f € E, la fonction T f est de classe
C? sur )0, +o0[ et on a pour tout z > 0,

i@ =2 [ e wpp@ -2 [ t((“[tf)? f(e)et.

c) Soient f € Eet M = sup|f(t)|. Montrer que Vz > 0, [(Tf)'(z)| 5 —
£>0 z

et (7)) < 2.

7) a) Montrer que Y(z,t) # (0,0) ;

2, t t
actgrr ) Y apGrya) =0
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e Soit f € E telle que f soit de classe C? sur [0, +o0 et t]j{;.rx "

b) En intégrant par parties, montrer que pour tout z > 0 ,

-t __fo o,
L G 013+ [ e

¢) En déduire que Vz > 0 ;

" f(0) /+°° t L,
= ——— t .
(TF)(z) =3 C min F(t)dt .
Partie IL.
+t° gint T
1) On rappelle que ~dt = —.
o ¢ 2
Soit f(t) =sint. On pose pour = > 0, v(z) = T(f)(z) = /+°° tsint
= sint. On pose p , = =| Zia

+o00 552 - t2

a) Montrer que v(z) = /o ET oy cost dt, Vz > 0.
b) En déduire que }J.El v(z) = 0.

s
Mont li = —.
c) Montrer que J:_41(1)1+v(:t:) 5

d) Montrer que Vz > 0, v"(z) — v(z) = 0 (utiliser I-7,c).
e) En déduire que Vz > 0, v(z) = ge".

+00 t

—t
. x2+t2e dt .

2) On pose pour z > 0, w(x)=/

a) Montrer que liI_*I.l w(z) = 0.

1
b) Montrer que pour tout z > 0, w"(z) +w(z) = =

+00

1
¢) En déduire que pour tout z > 0 , w'(z) = ~ +/ w(t)dt.

x

d) Montrer que w est I'unique fonction sur )0, +oo[ vérifiant:

w(z) +u(z) = =,
lim w(z) =0.

T—4+00

45

. :*T\fﬂir.’rh
Tautee |lee matishe £ |ee Rivesus..



http://www.devoir.tn/

1
e) Montrer que Vz >0, 0.< w(z) < o et en déduire que w est convexe

sur ]0, +o0f.
3) a) Montrer que lim z?w(z) = 1.

T—+00

b) Montrer que pour tout z > 0,
1 fre 2, 42
w(z) = —Logz + 5 e *Log(z* + t*)dt.
0

c¢) En déduire que:
z—0+ Logx

1 +00  ,—rz
ii) Pour tout £ > 0, w'(z) = ~ + / le+ 7_,‘,dr.
0

+0e

d) Montrer que w est intégrable sur |0, +oo[ et calculer / w(z)dz.

0
4) On considére la fonction h définie sur ]0, +o0[ par:

+o0
h(z) = / coSt .
0 T+t

% cosu . *+° sinu
——du+sinz —du.
U

. u

a) Montrer que h(z) =cosz /
b) En déduire que h est de classe C? sur |0, +o0] et qu'elle vérifie
" 1

+°  sint
Mont h(z) =
o) Mot e hle) = 22l

d) En déduire que pour tout z > 0, h(:r) = w(z).

dt, V> 0.

- -
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