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L'usage des calculatrices est strictement interdit. 
Une grande importance sera attaches a la rigueur du raisonnement, ala clarte 
de la redaction et au soin de la presentation. II est rappele que tout resultat 
enonce dans Ie sujet peut etre utilise pour traiter la suite, meme s'il n'a pu 
etre demontre, 

Exercice 

1) Soit 9 la fonction 27r-periodique definie par 

27r x 
g(x) = 2"x - 4' pour x E [0,27r[. 

a) Determiner la serie de Fourier de g. 
b) En deduire que pour tout x E [O,7rJ, on a: 
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.., . . 

00 sin2 nx 7r
 
2) Montrer que pour tout x > 0, 1: 2 s -2'
 

n=l n x
 
3) Soit (an )n>l une suite de nombres complexes qui converge vers zero.
 
On pose pourn ~ 1,
 

sin2nx 
Un(x) = an n2x ' si x =I ° 

{ 0, si x = 0 

a) Montrer que pour p < q et x ~ 0, on a 
q 7r

1: Iun(x)l s -2 sup lanl 
n=p n?'p 

b) En deduire que la serie 1: Un(x) est convergente et que sa somme est 
n~l 

une fonction continue sur R. 

Probleme 

1
On designs par E l'espace vectoriel constitue des fonctions f reelles continues 
et bornees sur [0, +oo[ et telles que, pour tout x> °,l'integrale 

+00 tf(t)
--=""--'--'--dt soit convergente. 

o x2 + t2 

Partie I 

1) On considere les deux fonctions c.p et 1/J definies sur [0,+oo[ par: 

t {I si °~ t s e,

c.p(t) = --2 et 1/J(t) = 1 .
 

1 + t -L S1 t > e. 
ogt 

+00 tc.p(t)
a) Montrer que c.p E E et calculer 2 2 dt ; pour X > o. 

/ o x +t
 
b) Montrer que 1/J fj. E.
 

2) Montrer que les fonctions e-t , sin t et cos t sont dans E. 

3) Soit f une fonction reelle continue sur [0,+oo[ telle que 

lim f(t) = l; l E JR. 
t--++oo 

2 I c 
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a) Montrer que f est bornee sur [0, +00[.
 
b) Montrer que si if;. 0 I alors f ¢ E.
 
c) Que peut-on dire si 1= 0 ?
 

1+00 tf(t)* Dans la suite, pour fEE et x > 0, on pose Tf(x) = 2 2dt. 
o x +t
 

4) On suppose que f est positive sur [0, +00[.
 
a) Montrer que la fonction T fest decroissante sur ]0, +00[.
 

+00 f(t)

b) Montrer que lim Tf(x) = -dt ~ +00. 

:c.....o+ / 0 t
 
c) Montrer que lim Tf(x) = O.
 

:c.....+oo 

5) Soit fEE. On suppose que /+00 f(t) dt converge et qu'il existe deux 
o t ' 

constantes c > 0 et a > 0 telles que pour tout t 2: 0; If(t)1 ~ c t". 

a) Montrer que pour tout x > 0 j 

+00 tf(t) 1+00 f(t) /+00 f(rx)
----=-..:......:.-dt - -dt = - dr.2+ t2 2)/ o x 0 t 0 r(l + r

1+00
 
b) En deduire que lim Tf(x) = f(t) dt.
 

:c.....o+ 0 t
 
6) a) Montrer que "Ix > 0 et Vt 2: 0 j 

2 
8 til I8 t I 6t

8x (x 2+ t2) $ x2+ t2 et 8x2 (x2+ t2) ~ (x2+ t2)2 .I
b) En deduire que pour toute fonction fEE, la fonction T f est de classe 

(jl. sur ]0, +oo[ et on a pour tout x > 0 , 

t2), /+00 tf(t) 1+00 t(3x2 _
(TJ) (x) = -2x (2 2)2 dt et (TJ)"(x) = 2 (2 2)3 f(t)dt.

o x +t 0 x +t 

c) Soient fEE et M = sup If(t)l.Montrer que "Ix> 0, I(TJ)'(x) I ~ M 
t>O X 

et I(TJ)"(x) Is 3~. ­
x 

7) a) Montrer que V(x, t) f;. (0,0) j 

fj2 t 82 t 
8x2(x2 + t2) + f}t2 (x2 + t2) = O. 

3 /-.; 
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• Soit 1 E E telle que 1 soit de classe C 2 sur [0, +oo[ et lim j'(t) = O. 
t--+oo t 

b) En integrant par parties, montrer que pour tout x > 0 , 

+OO 82 t 1(0) J+oo t " 
~2 (2 2)I(t)dt = --2 + 2 21 (t)dt. 

J o x + t x 0 x + tUL 

c) En deduire que 'rIx > 0 j 

(TJ)"(x) = 1(0) _ J+oo t I"(t)dt. 
x2 

0 x2+ t2 • 

Partie II. 
+OO sint 1r
 

1) On rappelle que 0 -t-dt = "2'
 
J 

+OO tsint 
Soit I(t) = sint. On pose pour x> 0, v(x) = T(J)(x) = 2 2dt. 

J o x +t 
+OO X2 - t2 

a) Montrer que v(x) = (2 2)2 COS t dt, 'rIx > O. 
J o x +t
 

b) En deduire que lim v(x) = O.
 
x--+oo
 

c) Montrer que lim v(x) = ~.
 
x--o+ 2
 

d) Montrer que Vz > 0, v"(x) - v(x) = 0 (utiliser I-7,c).
 

e) En deduire que 'rIx > 0, v(x) = ~e-x. 

2) On pose pour x> 0, w(x) = J+OO 2 t 2e-tdt. 
o x +t 

... a) Montrer que lim w(x) = O. 
x--+oo 

1 
b) Montrer que pour tout x > 0, w"(x) + w(x) = 2' 

x 

c) En deduire que pour tout x > 0 , w'(x) = _~ + /+00 w(t)dt.
 
x x
 

d) Montrer que west l'unique fonction sur ]0, +oo[ verifiant: 

W"(X) + w(x) = :2'
 
{ lim w(x) = O.
 

x--+oo 

4/:) 
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e) Montrer que Vx > 0, 0< w(x) s ~ et en deduire que w est convexe 
x 

sur ]0, +00[. 
2w(x)3) a) Montrer que	 lim x = 1. 

X--++OO 

b) Montrer que pour tout x > 0, 

c) En deduire que: 

i) lim w(x) =-l.
 
x--+o+ Logx
 

r x 
1 1+00 

e-ii) Pour tout x > 0, w'(x) = -- + --2dr. 
x 0 1 +r 

d) Montrer que w est integrable sur ]0,+oo[ et calculer I:OQ w(x)dx. 

4) On considere la fonction h definie sur ]0, +oo[ par: 

1+00 cost
 
h(x) = -dt.
 

o	 x +t 
+00 cos u 1+00 sin u

a) Montrer que h(x)	 = cos x --du+sinx --duo/ x u x u
 
b) En deduire que h est de classe C 2 sur ]0, +oo[ et qu'elle verifie
 

1 
hl/(x) + h(x) = 2"' 

X 

+00 sint 
c) Montrer que h(x)	 = ( )2dt, Vx > O. 

• / 0 x+t
 
d) En deduire que pour tout x > 0, h(;) = w(x).
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