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Une grande importance sera attachée 4 la rigueur du raisonnement, 4 la clarté et au soin de la présentation.
L'usage des caleulatrices n’est pas autorisé,

1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut 8tre utilisé pour traiter la suite, méme &'il n'a
pu étre démontré.

[Notations]

e Etant donné une suite de nombres complexes {u,,]m_:z , on dit que la série Z Uy, converge si les séries
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L U, et Z U convergent. Dans ce cas, on note
nel neN*

+ oo +oa +00
SIS NS S
n=-—-00 n==() n=1

e Si f est une fonction d'un intervalle de R dans C p fois dérivable (p € N*), on note £ la fonction
dérivée p-éme de f. On note également f(®) = f.

Partie I

Soit f : R — € une fonetion continue et intégrable sur R

1. Montrer que pour tout z € R, la fonction ¢ — f(¢) exp(—itz) est intégrable sur R.
On pose alors la fonction

+o0
F(f) :R = C, z+— v—% /_m F(t) exp(—itz)dt
appelée la transformée de Fourier de f.

2. Démontrer que la fonction F(f) est continue et bornée sur R.
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3. Soit k € N*. On suppose que pour tout entier p € {1, ..., k}, la fonction
fp i R— Ct s £ 1(t)
est intégrable sur R. Montrer que F (f} est de classe €% sur R et que pour tout entier p € {1,...,k}
(FUNP () = (P F () pourtout z € R,

4. (a) On suppose que f est de classe C! sur R et que f' est intégrable sur R.
(i) Montrer que
i () = 1 z) =,
S =t fla) =0
(i1} En déduire que
F{f{(z)=1izF(f){x)  pourtout z € R.

(b) Seit k € N*. On suppose que f est de classe C* sur R et que f,..., 75 gont, intégrables sur R.
Montrer que pour tout entier p € {1, ..., k}

F (f(r)) (w) = Gz F(f) (=) pour tout x € R.

l Partieﬁ

On note S I'ensemble des fonctions f : R — C de classe C™ et telles que pour tous n,m € N
. n g(m) - B n p(m) =
z}alr—lr»loom (@) mhrﬁlwa: Fiml(z) = 0.

Dans toute cette partie f désigne un élément de S.

%

1. (a) Montrer que, pour tout p € N, la fonction fp : R—>C, t s t?f(t) est intégrable sur R. En
déduire que F (f) est de classe C™ et que pour tout p € N, -

(F(H)D @) = (=) F(fp) (@)  pourtout z €R.
{b} Montrer que, pour tout p € N, f (#) est intégrable sur R. Eu déduire que pour tout p € N,
F (f(”)) (x) = (ix)" F(f)(z)  pourtoutz € R.
(c) Montrer que F (f) € 8.
2. (a) Montrer que pour tout h > 0, la série ) f(nh) est absolument convergente.

neN
(b) Montrer que pour tout k> 0,

+oo +oo +00 n+t
/O f(z)dm—th(nh)th/ (F (th) — f (nh)) d.
n=0 n

n=0
En déduire, & I'aide d’une intégration par parties, que
!

+00 +oo +0G
/ f@)ds— S hf ()| <R / I (2)) da
0 n=0

0

i

() Montrer alors que
+00 400
hlix&';)hf (nh) = fﬂ f (z) dz.

(d) Montrer que la série ¥, f(—nh) est absolument convergente et que

neENy
+oo +00
i hf (nh)= dr.
Jm 3 o= [ sed
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3. Soit T un réel strictement positif.

(a) Montrer que pour tout z € R, la série 3 f (z -+ nT) est convergente. On pose alors
n€Z

B
friz)= Z flz+nT) pour tout z € R,

{b) Montrer que pour tout = € R,
pim fr()=f(z).

{c) Montrer que fr est de classe C* et T-péricdique.

4. On pose

le n-iéme coefficient de Fourier exponentiel de fr.

{a) Montrer que
o (fr) = FEF () (37) -
(b} En déduire que
fr(z) = ¥ZE Zf(f) (%52 ) exp (2£ns) pour tout z € R.

ned

5. Déduire des précédentes questions la formule d’inversion

(1) F(F () (z)=f(~z) pour tout z € R.

1 Partie 111

Seit ¢y la fonction définie de R dans R par

i 2 B
po {z) =

0 stz <0.

1. (a) Montrer que ¢, est continue sur R.

(b) Montrer que g, est de classe C™ sur R** et que sa dérivée n-iéme s’exprime sous la forme

o™ (z) = R, (—xl-) exp () pour tout z € R**

/

ot R, est un polyndme de degré 2n.
{¢) Montrer que ¢, est de classe C°° sur R.

Soit b € |1, +00[.

2. Montrer que Ja fonction
Jo: R=R,x - gy (2~ 1) g (b—2)

. 1 .
est de classe C°°, qu'elle prend des valeurs strictement positives sur J 3 b{ et nulle ailleurs,
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3. Onpose o =F(glavecg : R—- R, z— fo(—2z).

{a) Vérifier que la fonction ¢, € §.
(b} En utilisant la formule d’inversion (1), montrer que

(i) Sa transformée de Fourier F (1;) est strictement positive sur | £, b[ et nulle ailleurs.
(ii) Pour tout k € N,

/ " o, (6) dt = VBT iFF (7 (%)) @ =o.

-

IPartie IVl
Soit b € |1, +oo.

- 27"
1. Montrer que la série Y, cos (2mb"z)

= converge pour tout = &€ R.
n>0

On définit alors la fonction << de type Weierstrass »>

W iz) = f cos (2rb"z)

o pour tout z € R.

n=0
2. Montrer que la fonction W est continue et bornée sur R.
Si z € R, on pose pour tout p € N,
00
C, (z) = (2nb?) W (£) ¥, (2087 (t — z)) dt.
00
olt 4, est la fonction construite & la fin de la partie IIL
3. Soit z € R.

(a) Montrer que la définition de Cp {z) a bien un sens.

(b} En utilisant une intervertion série-intégrale, montrer que

+00 -
Cplz) = %bp(?lr)% Z Ex_?_ﬁ_‘_%@__{)fwb) (bn“'p) '

n=0
(c) En déduire que .
1Cp (&) = 3 (2m) F () (1)
4. Soit z € R. Supposons que W est dérivable en .
{a) Montrer qu’il existe une fonction £, : R — R continue et bornée sur R telle que hli%l-& Eg (h) =

et pour tout he R
W (z+ h) =W (z) + hW' (z) + he, (h) .

(b) Montrer que
400
Cp(2) = / ses (g5 ) Y5 (s)ds  pour tout p & N.

=00

{c) En déduire que pBrEw Cplz)=0.

5. Montrer que W n’est dérivable en ancun point de R.
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