Correction du sujet Math 1(Maths-Physique):
Session 2002

Partie I
1) On a Iir(r]1+zi:1_7~>Q f(z) =0cet 1o < 1, done-f est intégrable au voisinage
r—

2
de 0.
D’autre part, lirf z? f(x) = 0, donc f est intégrable au voisinage de +0o.
z—+00 _

2)a) En étudiant 1’application t — Log(1 —t) + 1, on obtient I'inégalité.

b) En utilisant la question précédente, on 2 Vn € N* et V .z € 10,n],

Log (1 - ic—)n =nlog (1 - E) < —z.
n n

Ce qui montre que Vn € N* et z > 0 on a |fu(z)| < |f(2)}.

3) On a: nETmfn(x) = f(z), Yz > 0.

De plus, Vn € N* et z > 0 on a |fu(z)| < |f(x)] et f intégrable au voisinage
sur 0, +oo[, alors d’aprés le théoréme de convergence dominée on a:

400 +00 +00
lim fn(z)dz =/0 lim f,(zx)dz= f(z)dz.

n—+00 Jj n—+oo 0

4)a) En posant u =1 — %, on obtient:

1
I, = n[ u"Log (n (1 ~u)) du
Jo

1
= nilLogn'—{FQ/O u"ng(l—u)duJ’

U ' }

, pour |u| < 1.
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Alors en utilisant le théoréme de convergence monotone, on obtient:

- 1
uw"Log(l —u)du = — /up+"du— :
[/ wrea-au= -3 S
p>1 >1
¢) On a:
1 | N
1 i 1
"Log(l—u)du = -— li o
/Ou 9 (1= u)du 1+nN—l»r-I:oopz:;(p p—i—n—i—l)
1 5”_:1 Niotty
—_— — l —_— — o
l14+nN—-+ p=1p p-—n+2p
1 n+11 N+'n+11
- (S
14+n — p N-o+too _N+1p
1 n—}-l1
- T 1+n 1;—3’
1 N4n+li
car > <-——-l———
1+np_N+1p N4+n+1
Ainsi
In=—"1L ' rLog(1 —wdu = —"— [ Logn 3" .
n= ogn+n/0u g(l—u) s ogn—pgl~ i

5) D’aprés 1-3), on a:

+o0 *r1
e *Logr dr = lim I, = lim | Logn — —
J, -3

n—+4oo n—+4o00
i p:]_ p

1 1 1 1
6) On a: ;—Log (1-}-;) = %—2— ( ) doncng;1 (— —"Log (1_'-};))

converge. De plus,

] .
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N ‘
(1 1 1 .
Yo (- - - im 5 (= - Log(1 L
(n Log (l—l—n)) NEToo (n og(l+n)+ ogn)

n>1 n=1
1
= i E——L 1+N)]|.
N—I»Too (nzln Og( T ))

1 1
C’est & dire la constante d’Euler y= ). (E — Log (1 + ;)) L

n>1

7)a) On a:

o ! 1
2 dt = — = dt =z — Log (1 :
m/(, 1 +tz x/O (1 1+tm) 2=~ Tagl+a)

b) Comme pour tout ¢ € [0,1], on a:

t 1
< <t.
I+t= .t
T

11 s’ensuit, d’aprés la question précédente, que pour tout n > 1, on a:

1 1 1 1 Mot 1
(1—L092);§§E—Log(1+-—)=55 —— b % 5y

n 0 1 + = 2n2
n
c) Les inégalités sont triviales.
Partie 11
1)a) En intégrant par parties, on a pour tout >0, . 4

+00
F(z+1)= [txe“t];roo +x / t*"le~tdt =zl ().
Jo

_ :*vuh&n
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b) La fonction £ — t*~le™! est de classe C* sur |0,4o0[. De plus, si
O<a<betneN, alorsVz¢€l[a,blett>0ona:

_a_n_ (t:r:-le-t)

drm = ltz_le_t (LOgt)nl < (pa,b(t))

2 le7t|Logt|” sit<l . . .
ol @, (t) = { (=1t II Logt||" G¢>q odul est intégrable sur [0, +00].

Il en résulte, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral,que la
fonction I est de classe C'* sur )0, +o0of et que Yn > 1 et £ > 0, on a:

+oo
() = / t*~le~* (Logt)" dt.
0 =

+00
cjOnal’(1) = / e ‘Logt dt = .
0

2)a) En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour tout z > 0,

(I"(:c))2 = T(eﬂét%——l) (eF%t%"lLogt) dt
s -
< /(e*%t’T_l)th : ](e*%t%—‘Logt)zdt
0 0

= I'(z).IV(2).

b) D’aprés la question précédente, on a pour tout x > 0,

YT (@) 1 (@) - (I ()
<F) @=""rer  °

Donc la fonction I' est logarithmiquement convexe sur 0, +oof.

e
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3)a) Pour tout =z > 0, on a:

g=z+1) _zd(z)+9(z) _g(=) 1
g(z+1) zg(z) glz) =

b) Pour tout x > 0, on a:

go+1) _ 20x) _ 9@ o

h(:c Fi)= T(z+1) zl(z) T(z)

c) Pour tout z >0, on a: h(z+1) = h(r). En dérivant, on obtient
W (z+1) = h(z),Vz > 0. C’est a dire, k' est 1-périodique.

4)a)Comme T et g sont logarithmiquement convexes, alors Vn €N et
n<zr<n+4+1,ona:

W) d@ T'@E _ghrtl) I'(n)

Mz) gz T(z) = gn+l) T(n)
Maintenant, en utilisant la question II-3)a) et le fait que h est 1-périodique,
on obtient:

W) o gm 1 _Tm _H~E) 1 _KE 1

h(z) = g(n) 'n T® h(@m) = k(1) n

b) En utilisant le méme raisonnement que précédement, on montre que
VneENetn<z<n-+1,ona:

W) gm) +l) R@py 1 _ A1) 1
hiz) = g(n) T(n+1) h(n)

n_ R n’

¢) Comme Yn € Net n <z <n+1on a:

() _ R (1) 1 4
(1) h(x) = h(1) T

h' 4
alors en faisant tendre x vers 400, on a I_li_ﬂoo h((.’j)) Y ((11))

_ %vair.+n
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hl
5)a) Soit x > 0, alors en utilisant que H est 1-périodique sur ]0,+oo[, on

obtient:

h(z) _ - K@+n) R Q)
h(z) n—teoh(z+mn) k(1)

Cest & dire, il existe une constante C € R telle que h'(z) = C.h(z), Vz > 0.
Ce qui implique que Vz > 0, A{(z) = K. eC*, avec K € R.
Comme h est 1-périodique sur ]0, +o0[, alors C = 0 et donc A est constante.

b) découle immédiatement de la question précedente.

6)a) En intégrant par parties, on a pour z,y > 0,

1
Be+ly = — -0+ [ #a-ga

T
= —B(z,y+1).
» ( )

b) Pour z,y > 0, on a:

B+l +Bay+r) = [ (@-0+0r (-
= B{®,y).

Donc, d’aprés la question précédente, on a:

Bz +1,y) = gB(w,yH) =§(B<x,y) —~B(z+1,1))-

Ainsi

- xIr
B(z + 1,y) = — B(z,y).
(x Y) P (z,y)

; .
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7)a) Pour y > 0 fix¢, on pose g(z) = B(x,y).I'(z + y), alors en utilisant les
propriétés des fonctions T et B, on a pour tout z > 0,

gz+1) = B+Ly)l(z+y+1)

1 BEY) @+ TE+y)

= mylz).

Cest a dire que g vérifie (*). De plus, on a:

g(@) _ By  I'(z+y)
9(z) B(z,y) T(z+y)

D’aprés 1I-2), I' est logarithmiquement convexe sur 10, +oo[. De plus, en
utilisant I'inégalité de Cauchy Shawartz, on montre d’une maniére analogue
que Papplication z — B(z,y) est logarithmiquement convexe sur 10, 400 .
Il en résulte que g est logarithmiquement convexe sur }0, +oof .

b) Comme g est logarithmiquement convexe sur 10, 4-00[ vérifiant (*), alors
d’aprés la question II-5), on a g(z) = g(1)I'(z),Vz > 0.

Or,
! 1
g(1) = B(L,y)T(y + 1) = yT(¥) /0 (1—#)¥~dt = T(y).
Donc on a:
I'(z)(y)
0
B (z,y) T (z + ),Va:,'y>
c) En prenant x = y = - dans I'égalité précédente, on a:
1\\? 11
(r(z)) - rws (32)
L1 1

1
1

2 —ds

/0. V1 — g2

= 2Arcsinl = .
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Donc T (%) = JfF.

R -
8)a) On pose g(z) = 2°7'T (5) I (:c_;—__) , pour z > 0.

On a g vérifie (*). En effet, pour tout £ >0 on a:

sesn = mx(ZR)r (o)

2
- 2r(537) 30 (3)

= zg(z)-

De plus, pour tout >0, on a:

4@ _ o 1T(5) 17 GHY

@ _ oy 100) 1
e r(z) Pr(z+y)

Comme I est logarithmiquement convexe sur ]0, 400/, alors g l'est aussi.

b) D’aprés 11-5), on a pour tout = > 0,

g(z) = 27T (g) F (I ;- 1) = g(1)['(x).

C’est A dire:

g(z) =T (%) r(1)I(z) = VaT(z),Vz > 0.

9)a) En appliquant la fonction Log a I'égalité suivante:

e (5)r (557 = v

puis, en intégrant entre 0 et 1, on obtient:

1
f LogD'(t)dt + Logy/m = Log2 / (t—l )dt + f Logr( )t + / Logf'(t_i-l

0
= ~5L092+2/ LogTI'(t)dt.
J0

8
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Ce qui implique que fol LogT'(t)dt = Log+/2.

_b) On pose pour z > 0, v{z) = ffﬂ LogI’(t)dt — xLogzx + x.
Alors on a pour = > 0,

Vo= rog ((EEDY -0

Donc pour tout > 0, on a: v(z) = PII(I)’U (t) = fol LogT'(t)dt = Logv2w. Ce
qui donne le résultat. 7

Partie I11

1)a) L’égalité est triviale.

1 1
b) Soit u, () = Tl n g Pourz > 0. La fonction = — u, (x) est
dérivable sur )0, +oo[ et pour tout n€ N, on a:
1 1
sup |u) (z)l= sup ——sp = —.
:!:E]O,+oo[l » @) €0, 400 (n+ )2 n?

1
Comme —3 converge, alors )~ ], converge uniformément sur |0, +oof. Ce
qui montre que © = ) u, est dérivable sur ]0,+oo[ et que

u'(z) =3

e pOMC z > B
nso (n + xz)*

1 1
c) - On a: zu(z) = z(z — 1) - +n§1 D (n—l—:c)} , pour x > 0.
1 1
< _ 1
Comme AT D)mFD) = ntns D et nzzzln(”‘f‘ 73 < 400, alors
lir{r)1+a:u(:r) = -1.
T —>

- Comme u/(z) > 0, alors u est croissante et positive sur {1, +oo{. Donc
lim u(x) existe au sens large.

r—+oo
Soit IV un entier fixé et r > 1, alors on a: > A
N
1 1
> - .
w023 (- s
n=0
9
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En faisant tendre x vers 400, on a pour tout NV € N

r— oo n—U

Maintenant, en faisant tendre N vers +00, on obtient ]jrf u(z) = +oo.
L=+ 00

- Comme pour z > 0, on a:

- [u" (z)] =3 \/—Z(n+$)3/2 o

n>1

1 1
et —s < Z < 400, alors lim «/(z) = 0.
ngl (n + 33)3/2 >1 n3/2 r—+00

2)a) Pour tout = > 0, on a:

1
u@+1) —u(=) = NE{EOOZ(”'FI n+:r+1)
o wm (1o 1 Y_1
B N-Eg-loo x NHzx+1 x

b) Comme ) u, converge normalement sur [1,2], alors on a:

2
u(t)dt = e e e |
/1 n:>0 n+1 n+t
= Z[ _Log(1+————1 )]—'r
"o n+1 + 1

c) Soit h(z) = f:“ u(t)dt, pour z > 0. Alors on a:
h(x) =u(z+1) — ulz) = ~
Il en résulte que pour tout = > 0, - -

2
h(z) = Logx + h(1) = Logx + / u(t)dt = Logx + 7. )
J1

10
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3) Soit g(x) = exp (f (u(t) — ) dt) ,pour £ > 0. Alors g vérifie (¥). En
1
effet, d’aprés la question précédente, on a pour = > 0,

z+1
gz+1) = g(x).exp / (u(t) — ) dt

= g(z).exp (Logx +v — )
_ = zg(x). -

FAN
De plus, (‘—Z— (x) = v/(x) > 0,Yx > 0. Donc g est logarithmiquement

convexe sur |0, +oo[. Ainsi, d’aprés I1I-5), on a pour tout =z > 0,
g(x) = g(1).T'(z) = I'(z). Ce qui donne (i).
L’égalité (ii) est facile a vérifier.

11
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