Correction du sujet Math 1(Maths-Physique):
Session: Juin 2003

Exercice

1) a) La fonction g est continue sur R, paire et 2m—périodique, donc

b, =0,Vn € N*. \ 4,5
1
De plus, un calcul direct donne ag = Zrﬁ— et an = —-T-L;,Vn € N*. oS % 4,
Donc la série de Fourier de g est donnée par:
72 cosnzx
Sg(x)__ﬁ—_,; o pour z € R. 4.

b) D’aprés le théoréme de Dirichlet, on a pour z € [0, 27]

2 ~
s T s cosnzx A4,5
r)=—z——=— — !
9@ =37 F =% "2
n>1
Ce qui donne que pour tout z € [0, 7],
2 2
T 1-2sin“nzx A
R
n>1
2 1
En remarquant qu’ en prenant z = (, on obtient i 3 — et par
: n>1 1
conséquent:
sin?nz  z(m —-2) A5
Z 5 = ,Vz € [0,7].
n 2
n>1
2) D’aprés la question précédente, on a pour z € |0, 7],
Zsingna:_ﬁ——x<z A
n2x 2 -2

n>1
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Soit z > 0, alors il existe k € N tel que z € ]kn, (k + 1) 7]. Donc on a:

: 2 . 2 _
pumapema s
n>1 n21

3) a) Soient p,q € N tel que p < g et z > 0, alors d’aprés la question
précédente on a:

b) Comme lir_{] an, =0, alors Ve > 0,3p € Ntel que Vn > p, on a |a,| <e.
n— -+
D’olt pour ¢ > p, on a:

q
s s -
Y un (2)] < 5 .suplag| < & 1,3
2 oon 2

n=p

Ce qui montre que la série Y u, converge uniformément vers une fonction
continue sur R™.

Maintenant, en remarquant que la fonction u, est paire , on conclut que la

série Y un converge vers une fonction continue sur R.
n>1

Probléme

+00
Soit E = {f € Cy([0,+00[,R) : Vz > 0; / zsz)tz
0

Partie 1

dt converge}.

1 si 0<t<e,

>0 et Yit) = 1
1+¢2° — Vi) — si t>e.
Logt

1) Soient ¢ (t) =

1
a)OnaVvt>0,0<¢(t) < 5 et  est continue sur [0, +oo[.
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- oo t(p(t) +o0 t2
< t = dt
De plus 0—/0 22+ 12 /0 (1 +122) (2% + 2)
</+°° 1 . 4,5

dt = — .
o (1+t3) g <t

Donc ¢ € F.
Onapourz>0etz#1:
u 1 1, z? 1 4,5
I+u)(z?+u) (1-22)(1+u)  (2-1)(z2+u) ’
: oo te(t) LA A
Ce qui donne: /o (x2+t2)(1+t2)dt_2(x+l)’ siz#1. 1

2 |
t _ 1 B 1 015

‘aut : = )
D’autre part on a (I+£2)2° (1+182) (1+t2)2
+00 t2 d +o0 1
‘ Diod = — ——5dt.
° /O (1+1t2)2 2 /0 (1+1¢%)2

. too I,
En posant t = tgf , on obtient /0 mdt = /0 cos“ 6 df =
) +o0 t2 T
Ce qui donne /0 mdt =7
O to(t) 7r
o T+ 2z+1)

|

M:i
(XN

En somme, on a: Vz > 0, /

ty(t)
2+ tLog

@ +oo 1
/ dt = 400, alorsy ¢ E.

e tLogt

b) Comme Vz > 0, (quand t — +00) et

2) Les fonctions e, sint et cost sont continues et bornées sur [0, +o0].

De plus on a: Vz >0

te—t ~t +00 4ot 4
¢ ———— ~ — (t — 400), donc ———dt converge.
2~ g ) /O 22 + ¢2 vere
@ Ce qui montre que t — e~¢ est dans E.

. /'+°° tsint dt —tcost] T 4 oo g2 42 ¢ dt

= ——————cost dt.
o Z2+1t? z2+ 12 |, 0o (z2+12)? 4,5

/+°° tsmt < teo gt < +
22 <), Fip o
3
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400 . +o0 400 2 __ 42 .
./’ tcost gt [tsmt] __/ Tt —t sint d. A5

0 $2+t2 = $2+t2 0 0 (Z'Z'J{‘tz)
— /+°° teost bl ™1 4 ¢ teo
o 22427 Jo 22412 )

Ainsi les fonctions sint et cost sont dans E.

3) Soit f une fonction réelle continue sur [0, +oof telle que
lim f(t)=1leR.
t—+o0

a)tliinoof(t)=l=:3a>0 tq VE>a, [fB)] < |+ 1. 4
@ Comme f est continue sur [0, +-co] = Jnax |f(t)| existe et est fini.  ¢,5

Done v 2 0, |f(#)] < max 1£(t)| + 11 +1.

b) e Supposons que ! > 0, alors Ja > 0 tel que Vt > «; f(t) > -12-
oo 4 £(b) “tf@) L [fe ¢ |
> | g4 - dt=+o00. 45
Donc/0 z2+t2dt—/oz2+t2dt+2/a RCR +00 )
@ Donc f¢ E.
¢ Sil<0, lm (~f(t))=~1>0=-f¢E=f¢E. 1
— 400
c) Pour le cas { =0, on a:
. —_ °
o t_l}r+n°°<p(t) QetpekE. y I8
i = ¢, 1S
o Jim y(t)=0et ¢ ¢ E. 1
: _ [T tf®)
* Dans la suite pour f € E et >0, on pose T f(z) = 5 dt .
0 en +t2

4) Soit f € E, positive sur [0, +o0].
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tf(t tf(t
— o< I8 < Y — 140 <71,

Donc T'f est décroissante sur ]0, +oo|.

b) Puisque z +— T'f(z) est décroissante sur |0, +00[
= lir61+Tf(:z:) existe dans [0, +00]. ¢,5
. r—
@ ' D’apres le théoréme de convergence monotone, on a:

+o0 tf(t) +o00 f( )
zll_f(!)1+Tf($) n—l-l»r-lr-loon(") / 0 nBr-lr-loo -1- + $2 I pit= 0 = at =+ !

c) De méme, lirf Tf(z) existe et est positive. 2,5
T—400

D’apres le théoréme de convergence dominée, on a:

ZICT 4

- +o0
J:l—l»r(r)l Tf(z) hToon(n) :/0 nBI-ir-loo 24

(car 0 < n2f—f-t)tz < lt':_(tt)2 Yn>1,Vt>0 et Tf(1) < o0). 4

+o0
5) Soit f € E. On suppose que / fi )dt converge et qu'il existe deux
0
constantes ¢ > 0 et & > 0 telles que pour tout ¢t > 0; |f(t)] < c te.

a) On aVz > 0;
~+o0 tf(t) +00 f(t) _ +o0 t l
[, -], e =, ff;[%ﬁ o
- 2
=-z +./°g f(zr:z')*'ﬂ) —————dt A
- /O 7‘(1+'r‘)dr' A9

(On pose t = rz = dt = zdr)

+o00 t t +-00 t +o0 (o N, J —
b) U 2f( d / L(_)dt‘ Sc/ T 4,5
“+1 0 t 0 7‘(1+7‘ )
400 ,ra—l
=c z° dr — 0.
@ €T ,/0 (1+7‘2) T::—»O*‘

Donc lim T f(x) = /+oo f%ldt

z—0+ 0
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Tautee |lee matishe £ |ee RivesUE..


http://www.devoir.tn/

®

®

®

. S oL . el
Ve o LTI A Vo /ot ¢

6) a)Soient z>0ett >0

2zt 1 1

—2xt <
—x2 1222 4+¢2 T g2 4 t2°

(@ + 22

0 t
-6;(:1:2 +t2)

2zt

(car 0 < m <1).

D’autre part,
2322 -t%  6t(2? +12)
T (z242)3 T (22 412)3

52 t
ox? (:1:2 + tz)

6t

2
6 t < .
~ (2 +12)2

3:2:2(3:2 + t2)

Donc Vi >0,vVz >0,

4,5

b) Soit 0 <a <z <b< +oo0. Alorspourt > 0et f € E, on a:

2 t 6t

0 t
— <
922 (x2 +t2) ~ (a% +1t2)2

5E(x2+t2)

< —— et
—a2+t2

t t|f(t
et t — a'QL-(f-)—tli A (%)—2 sont intégrables sur [0, +oo[.

Donc Vf € E, la fonction Tf est de classe C? sur |0, +o00[ et on a pour

tout z > 0;

+oo t(3$2 t2

(Tf)(z) = —21:/000—Ef—(t)2—2dt et (TF)"(z) =2/0 (727—1527

(z2 + t2)

) ryar. ¥

c) Soit M =sup|f(t)|. On a pour z > 0:
>0

, Tt _ -1 ]*° M A
@@l < o [ ot ] = A5

" Tt _ -1 1" _3M 45
|(Tf) ($)| < 6M/0 mdt—3M[m]o ——I?. /]

7) a) Il est facile de vérifier que ¥(z,t) # (0,0);

6_2( t )_2t(t?—3x2)_ 8t )
Ot z? + 427 T (22 +¢2)3 _-852(x2+t2'
6
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b) Soit f € E telle que f soit de classe C? sur {0, +-00[ et . lim -—(—) =0.
Soit £ > 0, on a:

oo 92 +oo .
/: ;2($2+t2)f(t) [ (2+t2)f()] /+ gt( L yFode

z? 4 t2
22— 12 +oo +to0 3 )
N [(:z:2 +t2)2f(t)] o 5\ +t2)f (t)dt

Il

+oo —t2
f(O) / 8t(:c2+t2)fl() . ( Lm ! ————f(t) =0, car f est bornée)

t— +oo(:z:2+t2)
f(0) t ol L [ ’
- “Lzﬂgf(t)}o v [ aar e

+00 '
—igl+/o 2+t2f”() i (car zziﬂf'(t)lslf(t)l — 0. &

t  totoo
Donc Vz > 0;
teo &2 AR e "
[ saar e =-Lg+ [ 7 S
o, t o t
c) Comme Ez-(m) = —Er—(m) , alors

+o0
ve >0 (1@ =12 - [ 7 2t e

Partie 11

+%° sint
1) On rappelle que ——dt == 801t f(t) = sint. On pose pour = > 0,
0

+© tsin
o(z) = T(f)(z) = /0 t—-—t—dt.

x2 4+ 2
a) Onapourz>0:

~tcost +00 too .2 t2 +oo 42 t2
= |55 ————cost dt = ———s= cost dt.
v(z) L-Q + tQ]O * /o (2 +12)2 / (= + 22

0 t2)2
b) On a Vz > 0,
+00 1 T
< et = —.
@l < /0 (@ +17) " 2z
Donc lim wv(r) =0.
z——+00
7 "

%
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. +*°sint . o
c) Puisque —t—dt converge et |sint| < t, vt > 0. Il s’ensuit d’apres 1
0
® (1-5-b), que
. + sint 7
Ilim+v(z) = /0 -t—dt = 5 4
d) La fonction f(t) =sint , est dans E, de classe C? sur [0, +oo[ et 4
(t t
lim 0 = lim 225 — 0. Alors d’apres (I-7-c), on a pour tout z > 0 :
t—+oco ¢t t—+oco
"(z) = — “(t)dt.
& ar@=-[ " grare
- C'est 4 dire
n" +oo t
= ——— sint dt.
V() /0 P 0,5

Donc Vz > 0, v"(z) —v(z) = 0.

e) Vz > 0; v(z) = ae® + be™* , avec a,b € R. 4
Comme Ilirﬁpoou(av) =0=a=0 P
. 7 s
@ et Il_x'r(r)x+v(:r) = 3 = b= '2— 0,9 .

D’oa Vz >0, v(z) = ge‘:.

t

+o0 .
2) On pose w(z) = / e~'dt, pour z > 0.
0

z? +t2

a) Soit f(t) =€t t > 0. Alors f € E et f est positive. A
@ Donc d’apres (I-4-c); I}iinoon(x) = Il{x}_loow(x) =0. 0,9
b) La fonction f(t) = e™t, t > 0, est dans E, de classe C? sur [0, +o0[

- ft) : _

et t—l-ol—r+-noc L= 0. Donc d’apres (I-7-¢); | 1

@y =g [ o, v >0 4

@ ) =75 . PiE ., Yz >0.
Clest a dire: w”(z) +w(z) = ﬁ, vz > 0. ¢,5
8
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1
c) Comme pour tout ¢t > 0, on a w"(t) + w(t) = 2 alors pour tout

z > 0,on obtient
+o0

“+o0 1 +o0
w(t)dt = / St - / W' (t)dt A
z T z
1
= - +w(z) (car lim w'(§) =0 d’aprés I-6-c)
T §—+o00

1 -+ 00 A ) 5
Clest & dire w'(z) = —— +/ w(t)dt.

1
w"(z) + w(z) = ol Vz >0
lim w(z)=0.

—+00

d) J;Ja fonction w vérifie (x)

1
) u(z) +u(z) = 7, V= >0
Soit u une autre fonction sur |0, +o0o[ vérifiant: z
lim u(z) =0,
z—4o0
alors (u —w) := p vérifie:
{ p'(z) +p(z) =0, V>0

lim p(z) =0,

z—+00
{ p(xz) =acosz +bsinz, Vz >0
L pe) =0
= p(z) =0; Vz > 0.
Clest 4 dire u = w.

Donc w est 'unique fonction sur ]0, +o0o| vérifiant (x).

e) On a pour tout = > 0;

400 t 1 +o0 1 A 5‘
0 = ———eldt < — ~tdt) = —. '
< w(z) /0 Lt dt < = (./o te”'dt) =
. 1
Ce qui donne: Vz > 0, w'(z) = = w(z) > 0. 0,5

C’est & dire que w est convexe sur |0, +oo|.

. 7*ﬁ.rt:-ir.’rn
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3) a)Onapourz>0;

0 <1-z%w(z)

Donc lim z?

Z—+00

+o0 +o00 t .
= / te~tdt — :c2/ 5 2,e“‘dt
0 0 T“ + t

. ftoo 2
=/ tet(1 — ——)dt

0 .’132 + t2
+00 t3
_/ 5 —tdt
0 x4+ t2
+o0
<—/ t3—‘dt—w—£—»0
:r2 z—+00

w(z) =

b) Pour z >0, on a

+o00

t —tdt

et +oo 1 [t
= [—?Log(as2 + tz)J + —2-/ e"Log(x? + t?)dt

0 0

1 [t
= —Logr + 3 / e"tLog(z? + t?)dt.
0

c) i) On a pour

w(zx)
Logx

+1

Donc lim w(z)
z—0+ Logzx

- 2Logzx

1 * t 2
< — L t — O.
S 3TLoga] /0 e *Log(l + t*)d 0

0<z<];

1 +oo
’ / e 'Log(z? + tz)dt’
0

z—0+

il) Soit 0 <a £z < b < +o0. Alors pour t >0, on a:

p

€9 .

€ .
et t — — s est intégrable sur [0, +o0|.
2+ 12

Donc z — F(x)

3—(

2ze™ _ 2be”
P R Y

“tLog(z? + t%))| =

00
= / e~ Log(z? +t?)dt est dérivable sur |0, +o0o] et
0

10
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on a pour tout £ >0 ;

+00 e—t
.F’(:D) = 2:23/0 mdt

+00 -1z
2/ 2d'r.
0 1+r

D’ou en utilisant (II-3-b) on déduit que pour tout z > 0

4,5

]

(on pose t = rz => dt = zdr).

1 +00 e~ T
' _= F/ - _= ) 4
w'(z) = + (z) = +/0 T
d) La fonction w est continue. Puisque lim _w(z)_ =-1

z—0+ Log(z)
== w est intégrable sur |0, 1] et liI.*I_l z2w(z) = 1 = w est intégrable
100

1 .
sur [1,+00] "
Donc w est intégrable sur 0, +oo].
On a d’apres (II-2-c) et (II-3-c-(ii))
+o00 +00 e 7T T , .
/ . w(z)dr = / . 1472 dr o3 (d’apres le théoréme de convergence
monotone}.
) . 1,5

l\>|=\

+o0
Donc / w(t)dt =
0

4) On considére la fonction h définie sur )0, +oo[ par:
+00
h(z) = / cost 4y
0 T + t
a) Posons z+t=wu, alorsona

+%° os(u — x +o0 +00 o
h(z) = / -C-il——)du = cosa:/ P sin:r/ ELLLAA
u

T u T T u

[o o]
cosu
du et

b) Les fonctions x —— cosz; x —— sinz; z +— /
u

[T sinu 2
z— / du sont de classe C* sur ]0, +o0|.
u

11
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© Clest 4 dire: Vz > 0; R'(z) + h(z) = =.
T

B

Donc h est de classe C2 sur ]0, +o0[ et on a:

R (z) = ——sin:r/

et

+o00

r kA

+o0 +00 o
cosu . sinu
h'(z) = —cosa:/ du—sm:r/ —du+
u u

kA z

1

cosu 1 ginu
du +cosz d
u U

0,5

a5
05

0,5

c) Vz > 0;

N +o0 t
hz) = / cost 4y
0 z+t

sint ]t /+°° sint
= + dt
z+t], o (z+1)?

+oo :
=/ sint gt
o (z+1)?

too ] 1

d) On a Vz > 0; |h($)|5/0 mdt=;

1
R'(z) + h(z) = =, V>0
Donc h vérifie: z

:Brilooh(m) = 0.

D’apres (II-2-d), On a: h(z) =w(z), Vz > 0.

hdhdbbdbddbbddbdddbddbdddddddddbdbddddddd

12
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