CORRECTION MPI (session 2004)

Premiere partie

1 1 _ . .
1. a) Z — converge <= <z > 1, xz+ — est décroissante sur |1, +ac|. de méme pour (.
n n
n21

b) ¢ est monotone donc admet une fimite en 17,
N
1
.7:)22;;, Vz>1etNeN

En faisant tendre z — 17 puis N + +o0o on obtient le résultat demandé.

1
c) Z — converge normalement sur [a, +oo[, pour a > 1.
n>1 2
1 1 sin=1

lim — = { . . On applique le théoréme du double limite.
400 n¥ 0 sinon

(Lo.n) VEkenN

1 1 \
d) L’application z + — est (*® sur 1, +ocl et (— ) = (~1)%
n< nt
Pourtouta>letx>a on a:

* ’( 1)k (Logn)* 1< (Logn)®

nﬂ
) i+e (Logn
* lim n2 (___5___)__ = 0.
n—+o00 ne
Donc

et

oo k
¢ est de classe C* sur ]1,+oo[ et (¥ (z) = Z(—l)"‘-&i}gaﬂ—, ¥ ke N

n=1

e) Soit n € N*, Vte[n,n+1ona:
1 1

miiE < — < —, donc pour tout entier non nul N on aura,
(n + 1)z 3 S

N

N+1 1
Z — < —dt< S =
(n+ 1)z . & n?

n=1 n=1

—— < ((a)

En faisant tendre N vers +oc on obtient {(z) — 1 <

2. ((z) est équivalente 3 7 au voisinage de 17.

1‘4—

Deuxieme partie

1. Pourtout n € N* et z > —1 on a: 1+-:)-:->()‘
n
Log(l+>) =" I-+(1)d (z) A ] =1, +o0]
)T - T 55 ToO c ~ % a5t bien dé ~1. i
& n n o2 -3/ donC gnlz) ~ 55 Don est bien définie sur , +00

z

n(z +n)

Pour tout segment [a,b] de | — 1,+00[ on a :

al+1b|

(T l < lal+(b]

()] < n(n + a)

Z @, est une série convergente.

n>1

2. Ona: gi(z)=

Pour n assez grand, = ap pour tout 1 € [a, b] et
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.Ona:

~ Pour tout n € N*, g, est C! sur | — 1, +00].

- la série Z gn converge simplement sur ] — 1, +ocl.
n>1

- La série Z g, converge uniformément sur tout segment de ] — 1.+l
n>1

D F estd Let F'(z) = _—
onc F est de classe C* e (x) ;n(n+$)

Pour tout n € N*, g,, est de classe C®:

n>1

La série E g’ converge uniformément sur tout segment de | — 1. +oc|.

n=1

' 1HP(p — 1)!
— Pour tout entier p > 2, gPN(z) = (71 ipx)l’ ) )
- Pour tout entier p>2etb>a> ~1 Sup [gP) (1)} = M
- - T (n +a)?
— 1\
- Z 1! converge.
= (n 4+ a)?
k) = (k - 1)
Donc F est donc C*® sur | — 1,+oo[et V> —let k >2 F) Z .
— (n + )
. Pour tout entier k > 2, F¥)(0) = (—=1)*(k — 1)!¢(k) .
) (1) + ! ! VneN
. a - Yo = —_— n :
? Tl T gu R .
b) z,(fyn.,;l — vn) converge et on aV N € N*
n>1
N - N N 1 1
) = YNl =T = o(1) + = ).
S (s =) = s = = Lanl)+ 0~ D
Par passage a la limite on obtient v = F(1).
1 n+1
. a)Log(l+z)= Z( ", R=1.
. b)
) ( )n+1 3
- P = btient ~——~ = Log(z).
our £ = 3 on obtien Z og;(Q)
o< (_1)11—}1 g+l
- Pour tout 0,1, |Rn l:‘ T ani< <
our tout z € [0,1] (x) kgl ——1 _n+1~n+1r—>0quandnr—++oo
5 (_1):7+=]
On applique le Théoréme du double limite on obtient Z ~— % = Log(2).
n

o 13k
O gnlz) = 3 Lk,

k=2

a) i) Par majoration du reste d’une série alternée on a:

T _z* 1 .
'L'}‘N(;)I - )Z (ml)knkkl = NnN- Ve .
k=N L "
. :%vmr.’rn
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) On a Z 1/)N( ) converge absolument ot

n>1

IZW( =)l < Dm )| <

oC

_ z = —x)k R _ 1
W0 few D)= 3 & —ang("x":m

ii) On a Z wN( ) converge absolument et

n>1
!Z’/’N( )ffi_ﬁ. lerzN::cl

+1

¢)

N

¢) Puisque lirf C(N) =1 alors d’aprés a)-ii) et b)-ii) on a:

Vzel-1,1], lim ZU)N( ~)=0

N +o00

D’aprés 7-c), on a

Plz) = Zgnm ZZ( DM W)

n=1 k=2
N~—1( k

Yy =0 m"<<k)+§:jlzzw(;>.

k=2

Nl >

— 1) T +Z¢N(£‘):
n=]

En faisant tendre N verg 100 et en utilisant 8-(c) on aura F(z) = Z( 1)f 222 C(k) zk

k=2
¢(k) 1 FM(0) « S(k)
10. On a T ~oo E,dOHCR: 1et T -‘1‘(*1) T
Troisiéme partie
1. Pour tout z > L, 0< fielz) < Tﬁ = ;;L- intégrable au voisinage de +oo (k > 2).
n+1] -1
dr n, 1 1
2. Un(k) = \dz = = —(— -
(k) /n Jilz)dz n/,; gl gk (n+1)k)
3. Soit N un entier > 2,
N+1 N
(z)dz = U (k —) =
[ fee = v - - (n+1>)

N Nt
1 Z( 1 1 . 1 1
ke=nk-1 = (7 Dk=1 "y 1 1)* nrE) = (N ¥ 1)k-1 + Z_:) nk

+
Par passage 3 la limite on obtient, / fr(r)dy = %

H

4.

Ona: (- 1)k =V /+°C Fulz)dr < /‘+x idm = -—-————1——‘_
. =/, (k — )2k 1
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la série Z 1 Qk T est convergente.

k>2
+oc +oo 2 2
a) vk=[2 farz= [ fuaaa - [ ez = 2 - [ —rda =
¢k
W’ +k(2k b
OO 1yvEk+1 X 4vk+41
v =St (Bt -n) = ro - S EE S T - ray - Loe+ 5
k=2 3 ’ k=2 . k=2

Log(2) — 1 = F(1) + Log(g—) - -21—

. a) ¢ est continue par morceaux sur [2,+oo[ et

0< ¢(z) < s oo;;lj-

® (-1)*E ~1)*E
v =3 [TEEE - (75 I,

E(a:) 1 e
.z z21+ —dr = ) ¢(x)dz

la permutation Z et / se justifie par :
., CUFEE)

porrs est intégrable sur {2, +o0|.

(=1)*E(z)

» la série Zk>2'“'"27;"i—" converge simplement sur [2, +oo[.
L [ D B
Tkl

Pour justifier la permutation on peut aussi montrer que
T~ (=DFE(g)

ldz = Vj et 2 k>2 Vi converge.

© lim ) =0.
Noteod2 W N B
' i nrl 1
or—t 1 1. 1
T 22(l+x) 22 oz z+1
P ntl ; B 1 1, 1
onc/n ¢(:z:)a:-n{og(1+n+1)—n+1—Log(l-l—-ﬁ)—l”ﬁ]
— 11
d) Soit A, = Log(1 + ——) - On a,
Z[ 6N = 3 nldnss — An) = Ndwss = 3 Au = 24,
n=2 n=3
En faisant tendre N vers +oco on obtxent
+00
V= Ay —2A = F(1) + = — Log~
; 2 ( )+ 5 og3

Quatrieme partie

4 . :*Vﬂir.'l'h
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1. Log(G,(z)) = Logn! + zLogn — Z Log(xz + k) = xLogn — ZLog(l + ) = ng(z) —~ TV
k=1 k=1 k=1

2. a) Par passage a la limite dans question 1), on obtient V €] — 1, +00,
Log(G(z)) = F(z) — zvy donc G(z) = eF@)-7=,

En faisant tendre n vers +oo on obtient G(z + 1) = (z + 1)G(=z).

c) e D’aprés 2-a), on a H(x) = G—:(;—)— >0,Vz>0.
o tH(z) = G(z) = .C_;_(_x_-.l:.}l = H{z +1).
T+ 1
o H(1) = _Q.g.ll =1
e H est C? sur 10, +oo[ et (LogH)"(z) = F"(z) + Z 7 n)2 -1-5 > 0.

3. Par récurrence J(n) = (n — 1)! = H(n) = (n — 1)' = G(n) = nl.

4. a) i) On applique I'inégalité de convexité & LogJ :

rn—l<n<n+z = Log#(i)u< lLog_{(fi.x_)

1) "z J(n) ’

1 J(n+ 1) J(n+1)

1 — —_— < —_——
*xn<n+z<n+l = mLog T < Log N

ii) En utilisant 3 et 4-a), on obtient,

J(n + x)

zLog(n — 1) < Log T

<zLlogn = (n—n - 1) < J(n+z) <n*(n -1

iii) Par récurrence sur p on obtient J(p+2) = (z +p— 1)z +p—2)---zJ(z), p€ N*.

iv) On applique 4-a)-ii),

n nin®
= <ntn—1) = — :
*poura=p Jln+z) sn*(n-1) :>n+a:'j($)—z(z+1)(:c+2) (z +n)
nin®
= > In* <
*pourn=p+12>2, nln -J(n+1+x)=>a:(z_+l)(x+2) (:c+n)"J(m)
T . . G(z)
b) Par passage 4 la limite dans 4 — a) — 4v) on obtient ¥ z €]0, 1f, on a J(z) = ot

L’égalité reste vraie pour z = 1.

)OnaGz)=zGr-1)=2(2~1)Gz~2)=z(z-1)---(z — p+ 1)G(z — p).

d) Jetx G:(:) coincident sur )0, 1] d’aprés 4-b).
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pour z > let p= E(z) onaJ(z—p)= —-—f———p—- car r ~ p €]0,1],
G(z)
T

on obtient

=(x-1)(x—p+1)(z-pJz-p) = J(z)

Cinquieme partie

. Pourtout n € Z, C,(f) = %1_)—7;) sin{zm)

sin - sinzw) et il
La série de Fourier de f est (am) + (1: Z( n- [ + 2 ]
T ' d a1 r—n zZ+n

. f est de Classe C'- par morceaux sur R.
On applique le Théoréme de Dirichlet : La série de Fourier de f converge simplement vers

f(t) site]—m,a]
fr 1t - f("'ﬂ'_) + f(\“ﬂ’-*-) — f(ﬂ') + f(_"r)J: COS(CL‘TK‘) sit=—7
2 2
. Pour t =,
fo(m) = f(—7r)2+ f(m) . Sm,ffr) + smE;M) Z ng_xnz
) n=1
4. a) i) ,xi’ 2jn2] < n22 7 pour 1 > 2, donc Z — converge normalement sur ]0, u]

n>1

ii) On intégré;sﬁr ]0, u] ; ’égalité de la question 3 on obtient,

=u

/“ T Cdsgzﬂ) — sin(rz) dp = [L (sm (nx) )} == _ Log(sin(ﬂ'u))

z sin(mz:) Y

—Z/ mz_nzda:._ZLog(l—-——-)

—0

N 2
iii) Lo g( (WU)) = 11m ZLog(l - -—3) = hm Log (H(l - n——)) donce

=1

sm('rru)
U [

" -1
b)) Ga(W)Ga(l ~ ) = —2—(1-u) [H 1- 75)]
N wu(l - u)

Par passage & la limite et en utilisant 4-a)-iii) on obtient G(u)G(1 - u) = Py
in(my

ii) On a, G(u) = FW-7_Op remplace dans la relation précédente on obtient

F(U)+F(1—u):7+L0g(M)

sin{nu)

c) En faisant tendre u vers 0 dans 4-b)-ii), on obtient F(1) =+.

1 1 T
P = - =) =~ bl
| our u 2ona2F(2) /+(.4)
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Sixieme partie

22:‘2 o m2k
—2 R=mn
g D s
k=1
’ (z)l o x2k <! o L2k 2N 1
s PN = Z 2k = 3N Z = 7 I
n 11—
n . n = zZn
oN

dron ]Zw( )| < le( )| < cem) =

N—-1

I ]

oo
x
5p — 2 E ;WN(;) —
n=1

o0
. On a wzcotgnr = 1+Z$2_n2:1—2z

n=1 k=1
12 Z 2 Z i 2§<pn(§)

n=1

3

’ = S Ty __
Or d’aprés 2. N}—lf—l;-loo nz=:1 cpN(n) = 0 donc

oo
nxcotgmer =1 — 2 Z C(2k)x2k
k=1

. On a cotgz — 2cotg(2z) = tgz.

. On a:

* Siz €] —m,7\{0} =zcotg(z) =1—2 Z C(Qk)

et
2k
. T ow
* Sixze€]— 5 5[\{0} 2zcotg(2zx) =1 — 22 22k (2k) %
k=1
donc tgx = 2 Z C‘,(ii’:) (22*% — 1)2?*~ !, vraie pour = = 0.
(2k) 2k 22*
On & (2 - 1) ~ 7—I'_2—E‘

En utilisant le réegle de D’Alembert pour les séries numériques on obtient

) 22k+3| ;2k+3 | 2k 42

nl}’j}oo 2k+2 225+1| 52k +1) = 52
T

Donec R = —.

nc 5

. tg(® 1
. On atg(zx) =z + m-3—+o(a:3) = tg'(0) =1 et _E_é'!&)_). =3
’ 2 4
Par unicité du développement en série entidre on obtient ({(2) = % et ((4) = g—o—
7
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