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Correction de ’Epreuve de Mathématiques I

Exercice_ 23}:6‘

10 pb

—2e™*

. . , on vérifie la formule demandée.
(= = e)(em —e)

1. En partant de

-2
2. En décomposant en éléments simples la fraction rationnelle F'(X) = X =% (;_,{ per)

_ et en utilisant Question 1) on obtient

(z) = Y 1 i e e
PAE) = sha |1 —e%¥e? | —e2eaf’

=e % < 1, on aura

Donc, puisque |e*“'e““

1 o ) )
(,0(3) — ;_{Z:eame—m+ze—tme—m}
n={0 n=1
shae ' sha =
D’ou
-—2-—6'”"" si n>1
sha
Tn = 1
;h"a si n=0

3. Puisque pour tout z € IR on a le‘““oos(n:s)' < €™ alors la série Y ™™ cos(nz)

n>1
est normalement convergente sur IR, il s’en suit que

/:' o(z) cos(nz)dz = f i (ﬁ + a%a ge""“ cos(k;:)) cos(nz)dz

= ﬁ /02' cos(nz)dz + i g g ka /02' cos(kz) cos(nz)dz.
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Or pour tout k € IN* et n € IN,

0 si k#n
T st k=mn

/oh cos(nz) cos(kz)dz = {

Donc, pour tout entier n € IV,

2% I —na
/0 w(z)cos(na:)dx=;h—a-e .

La fonction ¢ est continue, paire et 2r— périodique sur IR. Ses coefficients de

Fourier trigonométriques sont donc pour tout entier naturel n,

1

2x & 2 .
Ay, = —/ p(z) cos(nz)dz = s et b, =0.

m™Jo

On applique la formule de Parseval & ¢ on obtient,

1 o, a1
2m Jo tp(x)dz—-—— 520'

Donc

19 M

. La fonction ¢ est paire donc son développement éventuel est de la forme

+o00
p(z) = szz2p.
=0

by "’"2(0) = -—%(cha —1)? .
.Ona o
- n+l_7
cha —cosz =cha— 1+ Z( 1) @
En utilisant 'égalité

¢(z)(cha —cosz) =1,

" lfevoirn
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Le produit de Cauchy de ce deux séries donne

bg(cha,——l)-{»i{ (cha — 1)b, +Z lz))ﬁlb _p}x2"=1.

p=1 )

Donc, pour tout n € IN*,

1 (=7
by = dm_lz @) br—p-

' 1
4. Onab, = o1 donc la propriété est vraie pour n = 0. Supposons qu’elle est
vraie jusqu’a un certain ordre n — 1, n € IN*.

1 a~Xn-p)

<
= (cha — 1)2 = (2p)!
a——2n 0 a2p

(ha 1 5 o)

a~ ™ e~
< —_— -1 =
~ (cha—1)3 (cha —1) cha -1
5. Le rayon de convergence de la série
Z cha

n>0

est a, donc R > a.

6. (a) On pose X = e*. L’équation cos z =cha est équivalente 3
X? —2chaX +1 =0,
dont les solutions sont X; = e® et Xy = e¢™. On pose z = z + iy, on obtient

iz a T,—Y . pio y=:l:a
e = e** & e e ©{2:=2k7r, ez

I’ensemble des solutions est donc
{z=2krtia, k€ Z}.
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(b) i. En utilisant la relation

1 2, (—1)PH
bn = bn— s
cha — 1,;1 (2p)! P
: L (=1)pti%P
et le produit de Cauchy des deux séries 1+ _ 6,277 et cha—1+)
P31 = (2

on obtient la formule demandée.

ii. Pour z = ia, on a cos z =cha, donc

_&ﬂﬂd#+w

La série Y _ b,2* est donc divergente pour z = ia, ce qui donne R < a.
p20
Dou R = a.
Probléme
Partie] 35 p&

1. (a) Onat > |f(t)le™* est continue sur [0,+oco[. En plus Vz > zo,
[f(®)le™™ < [f(t)|e ™" qui est intégrable sur [0, +o0o[ donc ¢ > |f(t)le™* est
intégrable sur [0, +o0l.

(b) On pose
g(xr t) = f(t)e*tz'

Ona:
g est continue sur [zg, +00[x[0, +00|.
¥(z,t) € [zo, +00[x{0, +oof,

lg(z, )] < |f(t)le~*

L’application t — | f(t)le™* est intégrable sur [0, +oof.
Donc L est contiue sur {zq, +00][.

(c) Ona:
g%(z, t) = —tf(t)e™™ est contiue sur }zy, +00[x[0, +o00].
Soit a > zg, pour tout (z,t) € [a, +00[x]0, +oco] on a

'g‘f}(‘”’ )] < tf(t)]e™ < |f(t)|e ™t

4
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or t — te(*~%)* et bornée sur [0, +00[, donc il existe M tel que

122 (2. 8)) < Mif(t))e

t— ]f(tf)]e“"‘ro est intégrable sur [0, +oco[. Donc L est de classe C" sur ]zp, 40|,

2. (a) Soitz>0.0Ona
F est continue sur [0, +oo|.
Pour tout ¢t > 0,

F@)l < [ T fs) e s = C

d’ot

|[F(t)e~ ==t < Ce~(zz0)t,
Or I'application ¢ — Ce™(*~%0)* est intégrable sur [0, +oco].
Donc t — F(t)e™*~*0)} est, intégrable sur [0, +oo|.
D’autre part par intégration par partie on trouve

/: ® Ft)e-te—=otgy = 1 fom ft)edt = ——L(z) = 0.

Iz — Iy I —ITp

(b) On fait le changement de variable ¢ = — In(s) dans I'intégrale /0+ ” F(t)e==—=0)rgt
on trouve :

+00 1 X
0= '/0‘ F(t)e"(a:—zo)tdt — ‘/0 F(—- ln(s))e(z—zo) ln(s):i_ds

= /01 F(—1In(s))s**01ds

(c) Pour n € IN, on pose z = 7y + 1+ n > z5. On obtient alors

= [ ' F(~1In(s))s"ds = 0

(d) ¢ — —In(t) est continue sur ]0,1] et & valeurs dans [0,+00], en plus F est
continue sur [0, +-oof donc ¢ +— F(—In(t)) est contimue sur |0, 1].
En plus tlif.no(—]n(t)) =400 et t_lirgoo F(t) = /om f(s)e™*%ds = 0.
Donc Jim F(—In(t)) = 0 et ainsi t — F(—In(t)) est prolongeable par conti-
nuité en 0.

(e) La fonction G est continue sur [0,1]. D’aprés le théoréme de Weirstrass il
existe une suite (P, )nen de fonctions polynomiales qui converge uniformément

o
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sur [0, 1] vers la fonction G.
D’autre part, d’aprés (d) , Vn € IN on a

/0 G)Pa(t)dt = 0.

La suite de fonctions (GP,)nen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonc-
tion |GI%.
D’ou : . .
0= /0 G(t)Pa(t)dt —> /0 IG(#)|?dt quand n — 0.

A 1

A |G(t)]*dt = 0

IG{t)]? >0 Vtel0,1]

est continue sur [0, 1].

donc G est nulle sur [0, 1].

(f) G est nulle sur [0, 1] donc F est nulle sur [0, +oof.
Ainsi la fonction F” est nulle sur [0, +-00o[ d’ot1 la fonction f est nulle sur [0, +oco|.

3. (a) Ona: ‘ -
| f(u)e"““*"'.)] =| f(u)e—u(zowcos(ﬂ))l'

Or V (r,0) €]0,+00[x] — B,8[ on a : rcos(d) > 0, d’oir
|f(w)e™ =] < | f(we ™|

qui est intégrable sur [0, +oof. _
Dol la fonction u — f(u)e~*=0+7) et intégrable sur {0, +ool.

(b) @ fixé dans | — 8, A

On pose »
g(r,u) = f(u)e ™o+,

Ona:
g est continue sur |0, +o0o[x]0, +oo|.
V(r,u) €]0, +00[x]0, +o0],
lg(r, u)| < |f(u)e ™"
qui est intégrable sur ]0, +oo].
Qg(r, u) = —e“uf (u)e"“(““"‘“) qui est continue sur ]0, +o00[x]0, +00].
Soit [a, b] C]0, +00[. V(r,u) € [a, b]x]0, +oof,

1225, 0)] < |F(w)eoue™ 0.

Eiﬁ%m“h
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La fonction u — ue™*°*® est bornée sur [0, +oo[ donc il existe M tel que

Yu €]0, +o0[, on a

52 w) < MIf ()l

qui est intégrable sur 0, 400l
En conclusion r +» h(r, ) est de classe C* sur |0, +oo] et

Oh

“+oo i i
5 —(r,0) = f —ePuf(u)e @+ ) gy,

h (c} r fixé dans J0, +oo[.

On pose 3
k(8,u) = f(u)e vEo+re?)

On a:
k est continue sur | — 3, A[x]0, +-o0|.
V(07 'U) E] - ﬂ, :B[X]O, +OO[,

k0, u)] < |f(u)e™™"|

qui est intégrable sur ]0, +oo].
ok

L’apphcatlon u — ue ™" 3 est bornée par une constante M.

V(8,u) €] - B, B[x]0, +00],
l%(& w)| < rul f(u)|eHEo+moo=(8)

< Mr|f(u)le™™"

qui est intégrable sur 0, +oof.
En conclusion 8 — h(r, 8) est de classe C* sur | — 3, 8] et

Zroy=[ - —w(zo+re?) gy,
a0(1',0) /‘; ire“uf(u)e U

(0 u) = —jure' f(u)e” w(=otre®) qui est continue sur | — 3, 8[x]0, +ool.

(d) D’apres (b) et (c) On a: V(r, 6) €]o, +oo[x] - 8,8l

(r 8) — zr (r )

oo . oo .
= —ire' f uf (w)e*@+ ) gy 4 ire® /; uf(u)e ™=+ ) gy = 0.
0
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Partie I1

&//A‘

1. (a) On sait que si pour z réel z ane”"*** converge absolument alors elle est con-
n>1
vergente. D’ou
D, c D,

A

et ainsi

(b) Si a, est réel positif, alors

VY

et ainst

2. (a) D’abord a, = 1 réel positif donc ¢, = 0,. D’aute part pour z réel, e~ (") =

1 . . \
» —, ainsi > e~ %™ converge ssi z > 1. Dot D, = D, =]1, 400 et donc
- n n>1

O, = 0g = 1.

(b) Pour z réel, on a :

Z(_l)ne—ln(n)x — Z (__;;)n

n>1 n>1

="

X

La série ) _ converge absolument si et seulement si z > 1. D’ou

n>1

g, = 1.

converge si et seulement si z > 0.

D’autre part, la série Y (=1)

w1
D’ou D, =|0, +oo| et par suite
og.=0.

3. (a) Soient z € R tel que Y —:—: converge et € > 0.

n>1
Ona:
lim — =0.
n—+00 N¥

?/ D’oﬁile:dstenoewtelquepournZno,ona|%|Sl.
Ainsi pour tout n > ng,

an 1
I.,-,l:::«l-1+eI — plt+e’

8
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caw

1 a

b n

Or §>1 7. converge d’ou §>1 iy converge absolument.
n- n~>

(b) On a déja montré que o, < o,.
D’autre part, d’aprés la question précédente on a, pour € > 0,

{z +e+1tels que ) ane™ ™™= converge }

n>1

{z € R tels que Y ane™ ™" converge absolument }

n>1
d’ou
0a < inf{z + ¢+ 1 tels que Y a,e™ ™™= converge }
n>1
ainsi
0a L 0.+ 1+ € pour tout € > 0

et enfin

O < 0.+ 1.

4. (a) Ona
In
lim ——(1) =b.

n—+oo A,

Alors, pour tout € > 0 il existe ng € IV tel que pour tout n > ng on a

In(n)
- bl <
P — bl <
D’ou .
b—e< /\(n)sb—l—epourtouthno
et donc

1
> >
/\,,:_ b+€1n(n) pour tout n > ng

(b) Ona ane 7 converge d’o1 la suite (Ja,e™***|), est bornée donc il existe
n>1
M € R* tel que
Vn € IN, la,e” | < M.
Ainsi
Vn € IN, |ape ™| < Me~ (1) +An
Ce qui donne d’apres (a)
1
- n0+1 -

M ,
Or gl —71 converge donc ; an,e™ converge absolument.
nz n> .

-
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(c) On a déja o, < 0, (d’aprés 1.).

D’autre part, d’apres la question précédente on a, pour € > 0 et a > 0,

{z+ (e +b)(a+1) tels que Y a,e™* converge } C

n>1

{r € R tels que Y_ a,e™** converge absolument }

n>1
d’ot
0s <inf{z + (e +b)(a + 1) tels que Y ane™ ™™= converge }
n>1
ainsi
0a < 0.+ (€+b){(a+1) pour tout ¢ >0eta >0
et enfin

o < o.+b.

'té,ooi”/j

1. Soit > 0,. Comme g, = inf D,, il existe z’ € D, tel que 0, < 2’ < z. On a alors
3" a,e™* converge absolument.
n>1
D’autre part
Ia“e-)mzl - ‘anle—x,.z e—A,.(z—z) _<. Iaﬂ,e—z\n: ]

Or la série |an|e™"" converge donc la série ¥ |a.e~***| converge aussi.

n>1 n>1
2. On pose .
9n(2) = ane™>2.
On a
gn €8t continue sur ]o,, +00].
Soit b > a,.
Sp |ga(z)] = faale
z€([b,+oo{

Or la série ) _ |a,|e™* converge (car b > 0,) donc la série 3 g, converge normale-

n>1 n>1

ment et par suite uniformément sur [b, +oo].
D’ou g est continue sur Jo,, +00[.

[ane ™| = [ane 5
or R(z) > 0, donc d’aprés la question 1. la série Y ane **®*) converge absolument.
n>1

D’ol1 la série Y a,e™*** converge absolument.

n>1

10
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4.

(a)

Pour § fixé dans | — 3, 3], on pose
alr) = ae=inteos7e),

Ona: 4
fn est de classe C* sur ]0, +o0] et
1) = D et

Soit [a, b] C]O, +oof.

Sl{lpb] 1F2(7)] = | Anlay e An(zo+acon(®)
re€|a,

= I/\nle—,\,acos(a)!anle—)‘..xo
D’autre part . lmﬁ&oo e 20 — 0 donc la suite Ane me%(8) ogt hornée.
D’ou il existe M € R* tel que

Vn € IN, A\e *e0) < pf

Il vient que :
sup |fo(r)] < Mlane =]
refa,b]
et comme Y |a,e™**| converge, on en déduit que la série 3" f. converge
n>1 n>1

normalement et par suite uniformément sur tout compact CJ0, +oc0].

On a aussi la série ) _ f,, converge simplement sur ]0, +oo|.
n>1

+00 _
En conclusion I'application r — f(r,8) = 3" a,e™*(=**") est de classe C!

n=]

sur |0, +oof et
+ . )
g—g(n 9) = z _}‘newane-’\"(zo-”ew)

n=1

(b)

Pour r fixé dans ]0, +0o0|, on pose
Bn(6) = a e~ n=otre?)
On a: hy, est de classe C* sur | - 8, B[ et
B (8) = —idrePa,etn(zotre?)

uD_ |14 (6)] = rlAa]fan]e ¢ Hor ot
éel-8.8(
< Ma, Ie—z\.zo
car la suite (rA,e *"°=®)), est une suite bornée ( Jim rAne re=8) — (),
D’oil la série Z h,, converge uniformément sur | — 3, A].

n>1

11
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D’autre part la série 3 _ h,, converge simplement sur | — 3, 3|.
n>1
+0o0
En conclusion 'application 8 — f(r,0) = Z ane 20+ e) oot de classe O

sur | — 5,8 et "
af ©= . 10 —Aaf 0
55(1’, 8) =Y —id.re’a et Eotre)
n=1

(c) D’apreés (a) et (b) on a :

%(r, 8) — irg%(f, 8) = 0.

12
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